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Vorrede zur ersten Auflage. 


Das Lehrbuch über höhere Mathematik, welches ich hiemit Ben 
der Oeffentlichkeit übergebe, bildete im Manuscripte die Grundlage KR 
der Vorlesungen, welche ich in meiner früheren Stellung am st. st. Be 
Joanneum zu Gratz über diesen Gegenstand zu halten hatte, Zu- | 
nächst für den Unterricht an höheren technischen Lehranstalten 


bestimmt, soll dasselbe — dieses Ziel hatte ich wenigstens bei der Br, = 
Bearbeitung im Auge — einerseits den der Mathematik Beflissenen ö 
in das Studium der höheren Theile dieser Wissenschaft auf eründ- Be 


‚liche Weise einführen, anderseits demjenigen, der vorzugsweise den 
praktischen Wissenschaften sich widmen will, das hiezu erforderliche 
Materiale in möglichst genügender Weise darbieten. Wie weit ich 
mich diesem Ziele genähert habe, muss dem Urtheile der Sach- i 
kundigen überlassen bleiben. er 
‘Das Lehrbuch zerfällt in drei Theile, welche der algebraischen | 5 
Analysis, der analytischen Geometrie in der Ebene und im Rat 
‚endlich der Differenzial- und Integralrechnung gewidmet sind, 
schliesst sich im Allgemeinen dem in dem Elementarunterr 








_ gebotenen Lehrstoffe an. Vielleicht hätten sich ‚die Elemente 
‘ analytischen Geometrie in der Ebene, weil in den Elementaruı 
ich hie und da aufgenommen, ausschliessen lassen; bei der 
sicherheit über das Maass der vorauszusetzenden Kenntnisse 

‚ich jedoch um so weniger Bedenken getragen, auch diesen 
‚ schnitt aufzunehmen, als die weniger einfachen Lehren desselb 
doch nicht übergangen werden konnten, und daher an Raum nie] 
" bedeutend erspart worden wäre. 
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Es bedarf wohl kaum der Erwähnung, dass ich in der Dar- 
stellung allenthalben der neueren Methoden mich bedient habe, wo 
dieselben vor älteren einen reellen Vorzug voraus haben und für 
ein Compendium geeignet schienen. Eben so sind Gründlichkeit 
und mathematische Strenge Rigenschaften, die man heute auch bei 
einem Elementar - bLehrbuche nicht mehr vermissen mag, ja bei 
einem solchen um so weniger, als dadurch — unter Voraussetzung 
eines fasslichen Vortrages —- das Verständniss am besten gefördert 
und allein nachhaltiger Nutzen gestiftet wird. Wenn bei dem Un- 
terrichte an technischen Lehranstalten die praktische Tendenz nicht 
aus dem Auge verloren werden darf, so scheint sich diese Rück- 
sicht doch mehr auf die Auswahl des Stoffes beziehen zu sollen, als- 
auf die Art der Behandlung desselben, welche der wissenschaftlichen 
Form nieht entkleidet werden darf, wenn der Unterricht nicht in 
ein blosses Abrichten der Schüler ausarten soll. A 


Aus diesem Gesichtspunkte betrachtet, werden manche Lehren 
— namentlich der algebraischen Analysis — nicht als zu weitläufg 
behandelt erscheinen, welche sich sonst, bloss mit Rücksicht auf 
das praktische Bedürfniss, kürzer hätten erledigen lassen. Ich nenne 
beispielsweise das zweite Kapitel über die Convergenz der Reihen 
und das sechste über die Theorie der algebraischen Gleichungen. 
In letzterem habe ich namentlich die allgemeineren Sätze, so. weit 
die Grenzen des Buches es erlaubten, berücksichtiget, da es kaum 
eine mathematische Betrachtung gibt, in welche nicht der eine - 
oder andere derselben eingeht; bei der Auflösung der numerischen 
Gleichungen jedoch glaubte ieh vorwiegend dem Bedürfnisse des 
Praktikers Rechnung tragen zu müssen und habe daher, nebst den 
nöthigen Hilfsmitteln zur Trennung der Wurzeln in schwierigeren 
Fällen, nur solche Methoden zur näherungsweisen Berechnung der 
reellen Wurzeln aufgenommen, welche sich durch einen einfachen 
Rechnungsmechanismus auszeichnen, nämlich die Newton’sche Ale 
ihrer einfachsten Form, die Horner’sche und die Regula falsi. Strenge x 
genommen ist freilich alles, was über die letztere hinausgeht, für 
den Praktiker von Ueberfluss. : re Er 










Die analytische Geometrie, sowohl in der Ebene als im Raume, 
wurde im Allgemeinen mit rechtwinkeligen Coordinaten durchgeführt, 
da diese in der Praxis fast allein Anwendung finden, und der Nutzen, 


Coordinaten etwa gewähren mag, mit dem Raume, den dieselbe in 


< 








Anspruch nimmt, in zu ungünstigem Verhältnisse steht. Bei der = 
-Diseussion der allgemeinen Gleichungen der Linien und Flächen 
‚zweiter Ordnung bin ich im Wesentlichen Cauchy’s schöner Analyse = 
gefolgt. — Uebrigens enthält der zweite Theil die analytische Geo- 
-metrie nur in so weit, als die Hilfsmittel der Algebra reichen ; die | 
allgemeine Theorie der krummen Linien und Flächen, so weit deren Be; = 
Aufnahme angemessen schien, wurde, wie dies üblich ist, in der 
r Differenzial- und Integralrechnung abgehandelt, an welchem Orte 
‚sie zugleich das geeignetste Mittel zur Erläuterung der rein analy- 
tischen Operationen bildet. 


A Er 
R u. 


| Die Differenzial-Rechnung habe ich auf die Betrachtung der 
- Grenzen gegründet und bin insbesondere bei der Entwiekelung des 
Begriffes des Differenzialquötienten, nach Navier’s Vorgange, von der 
Vorstellung der Geschwindigkeit des Wachsthums einer Funktion 
ausgegangen, eine Darstellung, welche an und für sich der Natur 
der Sache angemessen ist und sich durch Anschaulichkeit empfiehlt. 
 —  — Unter den Hilfsmitteln zur Entwickelung der Funktionen in 
Reihen glaubte ich das Reversions-Theorem von Lagrange nicht - 
übergehen zu dürfen, da man von demselben in der angewandten | 
Mathematik, insbesondere der Geodäsie und Astronomie häufig Ge- 
 — brauch zu machen hat. Aus gleichem Grunde habe ich in der 
| Integralrechnung die Fourier’schen Reihen aufgenommen, welche 
k namentlich für die Physik von Wichtigkeit sind und die früheren 
Sätze über die Entwiekelung der Funktionen in Reihen in einem 
wesentlichen Punkte ergänzen. Die Lehre von den bestimmten 
Integralen vwnd den Transcendenten der Integralrechnung konnte 
 selbstverständlich nur in beschränktem Maasse Aufnahme finden ; 
das Mitgetheilte dürfte jedoch genügen, um die nächsten Bedürfnisse 
des u snüen Mathematikers Zu ae und ihn Zu u 
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Vorrede zur zweiten Auflage. 


» 


Die wohlwollende Aufnahme, welche diesem Lehrbuche in 
weiteren Kreisen zu Theil wurde, berechtiget wol zu der Annahme, 
dass es für den Zweck, welchen ich bei der Bearbeitung desselben 
‚vor Augen hatte, nicht ungeeignet befunden wurde. Es lag demnach 
bei Veranstaltung dieser neuen Auflage zur Vornahme einer wesent- 


“licheren Umgestaltung kein Anlass vor, wol aber habe ich das Buch 


einer sorgfältigen Durchsicht unterzogen und die Mängel der ersten 


‚Auflage theils durch Zusätze , theils durch eine genauere Fassung 
\ der. Darstellung thunlichst zu beseitigen gesucht. Ich war hiebei 
Es bemüht, die schätzenswerthen Bemerkungen der Fachmänner, welche 


das Buch einer öffentlichen Kritik unterzogen, so wie mehrerer 


- geehrten Collegen so viel als möglich zu berücksichtigen und fühle 


mich verpflichtet, denselben hiemit meinen Dank auszusprechen. 

Auf die Correetur des Druckes wurde die möglichste Sorgfalt 
verwendet, so wie auch die Verlagshandlung für eine gute Aus- 
 stattung des Buches Hs getragen hat. | 


Wien im eher 137.1. 
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Vorwort zur dritten Auflage. 
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ALGEBRAISCHE ANALYSIS. 


EINLEITUNG. 


1. Die höhere Mathematik oder Analysis beschäftigt sich 
mit der Betrachtung aller Formen, in welchen sich die zwischen Zahlen- 
grössen stattfindenden Beziehungen darbieten. 


2. So mannigfaltig diese Beziehungen auch sein können, so haben 
sie doch alle, in so ferne sie Gegenstand der Analysis sind, das mit 
einander gemein, dass unter den in dieselben eintretenden Grössen solche 
vorkommen, welche entweder ohne alle Einschränkung oder wenigstens 
innerhalb gewisser Grenzen jeden beliebigen Werth annehmen können; 
man nennt solche Grössen veränderliche oder variable, im 
Gegensatze zu den beständigen oder constanten Grössen, deren 
Werthe im Laufe der ganzen Untersuchung als unveränderlich angesehen 
werden. Man pflegt die veränderlichen Grössen gewöhnlich durch die 
letzten, die constanten durch die ersten Buchstaben des Alphabetes zu 
bezeichnen. 


3. Die zwischen veränderlichen und constanten Grössen stattfinden- 
den Beziehungen erscheinen immer in Form von Gleichungen, und man 
sieht leicht ein, dass eine derartige Gleichung mindestens zwei variable 
Grössen enthalten muss. Denn setzt man einen beliebigen Ausdruck, 
2. B. a+ bzx, in welchem & eine veränderliche Grösse bedeutet, — Y, 
so ist, da der Werth von «-+bx mit x sich ändert, auch y veränder- 
lich. Da jedoch zu jedem speciellen Werthe von & aus der Gleichung 
y=ax—+-b ein bestimmter Werth von y sich ergibt, so erscheint % als 
von & abhängig. Man unterscheidet daher zwischen unabhängig und 
abhängig veränderlichen Grössen ; die ersteren sind jene, denen man 
jeden beliebigen mit ihrer Natur verträglichen Werth beilegen kann, 
die letzteren solche, deren Werthe durch jene der unabhängig Ver- 
änderlichen bestimmt werden. Die zwischen denselben stattfindende 
Gleichung drückt das Gesetz. der Abhängigkeit aus. — Welche 
der in einer Untersuchung vorkommenden veränderlichen Grössen als 
1 * 
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die unabhängig, welche als die abhängig Veränderlichen zu nehmen sind, 
bestimmt sich in jedem besonderen Falle aus der Natur der Aufgabe. 


4. Um auszudrücken, dass eine veränderliche Grösse «' von einer 
oder mehreren anderen abhängig sei, sagt man, die erstere sei eine 
Funktion der letzteren und bezeichnet dies durch eines der Symbole: 

uw—=f(2), v—=Fl(e), u—=gp(& Y;u—Ule Drrae 
indem man den in Klammern eingeschlossenen und durch Beistriche 
getrennten unabhängig veränderlichen Grössen einen der Buchstaben 
f, F, Q, w, ... (als Funktionszeichen) vorsetzt. Dabei bedeuten diese 
Symbole irgend einen Ausdruck, welcher aus den Veränderlichen «, 
oder x, y, u. s. w. und constanten Grössen gebildet ist; z. B.: 

y=f(e2)=a+ba’; z=Fl(z, y)—=ax + bsiny; 
u—=u(,y, 2)=a"tr(1 —log2). 

5. Unter Form der Funktion versteht man die Art, wie die in 
der Funktion vorkommenden constanten und variablen Grössen mit 


einander verknüpft sind. Funktionen, welche sich nur durch die, die 
Variablen bezeichnenden Buchstaben unterscheiden, z. B.: . 
2—=f(x)— a" (a— ba?), und u—= f(y) =y"(a—by?) | 
haben einerlei Form, und werden, sobald zwei oder mehrere solche 
Funktionen in derselben Rechnung vorkommen, mit demselben Funk- 
tionszeichen bezeichnet. Man nennt sie ähnliche Funktionen. 
Symbole, wie die folgenden: 


f(@ +»), Fley), f u. del. 


stellen ebenfalls Funktionen der beiden Veränderlichen & und y vor; 
es kommt ihnen aber die besondere Form zu, dass die Grössen x #y, 


xy, — wie eine einzige Veränderliche in dieselben eingehen; setzt man 
Y 


% i 
z. B. 2 an die Stelle von +9, yx, Si so nehmen dieselben die Form 


/(z) an und erscheinen sofort als Funktionen der einen Veränderlichen 2. 

Bei manchen Untersuchungen ist es nöthig, die Anwesenheit con- 
stanter Grössen in einer l'unktion ersichtlich zu machen; dies geschieht 
dadurch, dass man dieselben unter das Funktionszeichen in die Klammer 
autnımmt.; 2. B. y — fie, 0% | 


L 


6. Eine Funktion « einer oder mehrerer Veränderlichen kann 
entweder entwickelt (gesondert, explieit) oder unentwickelt 
(ungesondert, implieit) gegeben sein, je nachdem die Gleichung, welche 
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das Gesetz der Abhängigkeit der Funktion « von den unabhängig 
Veränderlichen ausdrückt, in Bezug auf « aufgelöst ist, oder nicht. In 
den obigen Beispielen ($. 4) sind hiernach %, z, w entwickelte Funktionen 
beziehungsweise von x; x und y; x, y und 2. Hingegen ist durch die 
Gleichung 9? — 2ay + 2? —= 0, y als unentwickelte Funktion von x: 
durch die Gleichung: u? — («+ y) sina + «®=0, w als unentwickelte 
Funktion von x» und y dargestellt. . Allgemein werden unentwickelte 
Funktionen durch Gleichungen von der Form: 
190. Elu 0 y)=0, Bley, 2)>>=0; ete. 

ausgedrückt. 


7. Eine Funktion heisst einwerthig, wenn sie für jeden beson- 
deren Werth der Veränderlichen nur einen Werth anzunehmen ver- 
mag; im Gegentheile vielwerthig oder vieldeutig und insbesondere 
zwei-, dreiwerthig u. s. w., wenn jedem speciellen Werthe der unab- 
hängig Veränderlichen zwei, drei, u. s. w. Werthe der Funktion ent- 
sprechen. So ist in obigem Beispiele: y? — 2ay-H 2?—=0, y eine zwei- 


wertnige Funktion von x; denn löst man diese Gleichung für y auf, so 
erhält man y=a-+ Va?— x}, woraus man sogleich erkennt, dass jedem 


Werthe von x, zwei Werthe von y: «+YVa?— 2? und a«— Va? —.x? 
entsprechen. Die Funktionen arcsinz, arccosx, etc. sind, wie aus der 
Trigonometrie bekannt, vieldeutig, da zu jedem Werthe eines Sinus, 
Cosinus, u. s. w. unendlich viele Bögen gehören. 


8. Hat man die zwei Gleichungen z=f(y) und y=Y(x), so ist 
auch z—=f[p(x)] und man sagt in diesem Falle, 2 sei eine Funktion 
einer Funktion. In gleicher Weise folgt aus 

:=Flay, 2e=glt,y—ul): 
= Fl, vlt); 
z erscheint hier als Funktion der zwei Veränderlichen x und %, welche 
selbst wieder Funktionen von £ sind, so dass auch 2 eigentlich nur 
Funktion der einen Veränderlichen £ ist. 


9, Man theilt die Funktionen in algebraische und transcen- 
dente. Algebraische Funktionen heissen jene, in welchen die veränder- 
lichen Grössen nur den (sogenannten algebraischen) Operationen der 
Addition, Subtraktion, Multiplication, Division und Potenzirung zu 
constanten und rationalen Exponenten unterworfen sind; z. B. 


3 
Z 


RE ehe ? 
y=a+be; —-—ava+y’+b=0; 
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alle anderen Funktionen heissen transcendente, unter welchen die 
Exponentialfunktion y=a#, d.i. die Potenz mit veränderlichem 
Exponenten, die logarithmische Funktion y==logzx, ferner die 
trigonometrischen Funktionen sinx, cosxz, tgx=, etc., und deren 
Umkehrungen, die eyklometrischen Funktionen: arc sin, 
are cos®, arctgx, etc. für uns vorläufig die wichtigsten sind. 

Man erkennt leicht, dass den algebraischen Funktionen, sie mögen 
was immer für eine Form haben, zuletzt die einfache Funktion 9 = x" 
zu Grunde liegt, wo «a eine beliebige ganze oder gebrochene, positive 
oder negative, jedoch beständige und rationale Zahl bedeutet. — Nennen 
wir übrigens einfache Funktionen jene, welche durch eine einzige mit 
der Variablen vorgenommene Operation zu Stande kommen, so können - 
wir als einfache algebraische Funktionen folgende aufführen: 


a 
a+ 2, a —% an, —, a, 
x 


welche, wie man sieht, sämmtlich in der Form (A Bx")" enthalten 
sind, während die oben angeführten Beispiele zusammengesetzte Funktionen 
darstellen. Analog hiemit haben wir als einfache transcendente Funktionen: 
a®, logx, sinx, arc sinz, 

zu welchen man, ihres häufigen Gebrauches wegen, noch cos und 
arc cosz zählen kann, wiewohl sich diese, so wie alle übrigen trigono- 
metrischen Funktionen bekanntlich durch sinz, die cyklometrischen 
durch arc sinx ausdrücken lassen. 

Die Entwickelung der Eigenschaften der verschiedenen Funktionen 
und ihrer Beziehungen zu einander bildet den wesentlichen Inhalt der 
Analysis, daher auch diese häufig die Lehre von den Funk- 
tionen genannt wird. 


10. Die algebraischen Funktionen werden in rationale und 
irrationale, ganze und gebrochene Funktionen unterschieden. 

Unter einer rationalen Funktion versteht man jene, in welcher, 
nachdem sie möglichst reducirt worden ist, die veränderlichen Grössen 
unter keinem Wurzelzeichen oder, was dasselbe ist, mit keinem gebro- 
chenen Exponenten behaftet vorkommen; im Gegentheile heisst die 
Funktion irrational. So sind von den Funktionen: 


Ya (a ir bar)", Fire Zi p ı JE + Vai—°, 
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7 
Unter ganzen Funktionen versteht man solche, welche die ver- 
änderlichen Grössen in keinem Nenner oder, was dasselbe ist, mit keinem 
negativen Exponenten behaftet enthalten; ist dies hingegen der Fall, so 
heisst die Funktion gebrochen. Von obigen vier Funktionen sind die 
erste und dritte ganze, die zweite und vierte gebrochene Funktionen. 
Die allgemeine Form einer ganzen rationalen algebrai- 
schen Funktion einer veränderlichen Grösse ist: 


y—=4A-+DBre+ (Cx?+ Da’+..... + Mx", 
wo A, B, C,....M constante von. x unabhängige Coefficienten sind. 
Der Exponent der höchsten in der Funktion vorkommenden Potenz 
von x bestimmt den Grad der Funktion. Obige Funktion ist also vom 
mten Grad. Die Funktion des ersten Grades y—= A + Bx nennt man 
auch häufig (aus geometrischen Gründen) lineare Funktion. 
Die allgemeine Form einer gebrochenen rationalen Funktion ist: 


A+BE+ Ca +..... + Pen 
“tr be 4-0?” +... + gar 
sie heisst echt gebrochen, wenn der Nenner von höherem Grade ist, 
als der Zähler, ‘im Gegentheile unecht gebrochen. 





11. Unter Dimension eines Ausdruckes, welcher aus constanten 
und variablen Faktoren besteht, versteht man die Summe der Expo- 


nenten der veränderlichen Faktoren. So sind die Ausdrücke ax’, abxy?z, 
R 
ax” y beziehungsweise von den Dimensionen 3, 4, 4. Hieraus erhellt, 


dass nach dem Begriffe eines Quotienten und .einer Wurzelgrösse die 
Dimension eines Bruches gefunden wird, wenn man von der Dimensions- 
zahl des Zählers jene des Nenners abzieht; jene einer Wurzelgrösse 
hingegen, wenn man die Dimensionszahl des Ausdruckes unter dem 
Wurzelzeichen durch den Wurzelexpnnenten dividirt. Der Ausdruck 
axy? 





ist hiernach von der 2ten, Yax”y?” von der dritten Dimension. 
zZ 


Dies vorausgesetzt, heisst eine Funktion zweier oder mehrerer 
Veränderlichen homogen, wenn alle Glieder derselben von gleicher 
Dimension sind; im entgegengesetzten Falle wird sie heterogen 
genannt. Die Dimensionszahl eines Gliedes bestimmt den Grad oder 


die Ordnung der homogenen Funktion. So sind: 
= +ay+y;u—=&c+ Vor + y 

. eV + 
Fe Yaertyrt: 


homogene Funktionen beziehungsweise vom 2te, ten und Zen Grade. 





” 
Ka 


a re. 


Diese Eigenschaft der Homogeneität lässt sich leicht auf einen 
analytischen Ausdruck bringen. Die Funktion f(x, y, 2,....) ist näm- 
lich homogen und vom »'" Grade, wenn sie für jeden Werth von £ 
der Bedingung: 

files ig, 12.2...) Day ee 
genügt, wo f eine neue von den andern unabhängige Veränderliche ist. 
Wie man leicht sieht, ist die frühere Definition in dieser allgemeineren 
eingeschlossen. Nach letzterer erkennt man z. B., dass die Funktion 
f(z, u) = log®e — logy homogen vom OWı Grade ist; denn setzt 
man ix, ty an die Stelle von x und %, so erhält man f (ix, ty) = logtx — 
kogty = loge — logy = fa, y) = 1fle, 9). 

Periodische Funktionen werden solche genannt, welche in 
regelmässiger Wiederkehr immer dieselbe Reihe von Werthen durch- 
laufen, wenn die unabhängig Veränderliche fort und fort zunimmt, so 
dass allen Werthen der letzteren, welche um gleiche Intervalle von 
einander entfernt sind, gleiche Funktionswerthe entsprechen. Die 
trigonometrischen Funktionen gehören in diese Klasse; denn es ist z. B. 
bekanntlich 
sine — sin (& + 277) = sin (@ + 40) = sin (@ + 637) — ae w.*) 


12. Eine Funktion zweier oder mehrerer Veränderlichen heisst 
symmetrisch, wenn dieselbe bei beliebigen Vertauschungen der Ver- 
änderlichen unter einander keine Aenderung ihres Werthes erleidet. Z. B. 

? v—= x’ + ay + y?; u = 2ay + 2x2 4 2yz; 

ua. y®; u — 082.008 y — (sin? + sin y?). 

Bemerkenswerth sind insbesondere die algebraischen rationalen sym- 
metrischen Funktionen, in Bezug auf deren Bau sich aus obigem Begriffe 
folgende Eigenthümlichkeiten ergeben. 

1) Besteht die Funktion nur aus einem Gliede, so müssen sämmt- 
liche Faktoren (Elemente), von einem etwa anhaftenden Coeffieienten 
abgesehen, gleiche Exponenten haben. Z. B. u —= Ax’y?z?. 

2) Besteht die symmetrische Funktion, wie gewöhnlich, aus meh- 
reren Gliedern und ist V eines derselben, welches durch eine beliebige 


*) Mit dem Buchstaben z werden wir ausschliesslich, wie dies gewöhnlich 
geschieht, das Verhältniss der Kreisperipherie zum Durchmesser bezeichnen. 
Für den Halbmesser = 1 drückt daher == 3,14159265 ... die Länge der 
halben Kreisperipherie aus, welche dem Winkel «= 180° entspricht. Eben so 
bezeichnet , den dem Winkel — 90° entsprechenden Bogen, 27 die ganze 


_ 


Peripherie = 360°, u. s. w. 
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Vertauschung der darin vorkommenden Elemente in W übergeht, so 
muss das Glied W auch unter den Gliedern der symmetrischen !'unk- 
tion vorkommen. 5 

3) Alle Glieder einer s. Funktion müssen daher gleichviel Elemente ent- 
halten, und diese in allen Gliedern mit denselben Exponenten behaftet sein. 

+) Hieraus folgt sogleich, dass jede s. Funktion gegebener Ele- 
mente durch irgend eines ihrer Glieder, und jedes Glied — daher auch 
die ganze Funktion — durch die Exponenten der Elemente bestimmt 
ist. Hierauf gründet sich eine einfache Bezeichnung der symmetrischen 
Funktionen, wenn die Elemente bekannt sind; man schreibt nämlich 
bloss die Exponenten eines Gliedes, durch Beistriche getrennt, in eine 
eckige Klammer, wie folgende Beispiele zeigen, welche s. Funktionen 
der drei Grössen a, b, c darstellen. 

Heard rc [2] =’ +’ +0, nt +" +; 
1, 1]=ab +ac+ be; [2, 1] =a?b + ab? -+a?c + ac? + b’c+be?; 
Baer abe; [2, 1,1] >= a’de £ ab?e + abe?. 

Aus der Anzahl der Exponenten in der Klammer erkennt man die An- 
zahl der Grössen, welche in jedes Glied eintreten, und es erübrigt nur 
noch anzugeben, wie die verschiedenen Glieder gebildet werden. 

Beenin, Dic,id,..v.). k, I die n Grössen, aus welchen die 
symmetrische Funktion [«,, &, &,,.. . . .@.] erzeugt werden soll, wo @,, 
Gr. die Exponenten, r an der Zahl, bedeuten, welche in jedem 
Gliede vorkommen. Man bilde zuvörderst alle Combinationen der rt" 
Classe ohne Wiederholung aus den » Elementen «a, d, c,...%, 2; sodann 
alle Permutationen der r Exponenten &. &,,...«,, und verbinde endlich 
jede dieser Complexionen in der Form von Exponenten mit jeder ein- 
zelnen Combination der Elemente. 

Z. B. Aus den Grössen a, b, c, d. die s. Funktion [3, 2, 1] zu bilden. 
Man findet: 

Combinationen‘ der 3'" Classe | Permutationen der Exponenten 





der Grössen a, b, 6, d. ° | Ir Stufe): 
BD. € 5 Inne a er 
E RE, | 
a,c,d 22212780 
Breayp.d Re eh: 
somit ist | 


[3, 2, 1] = ab?e? + ab?e? + a?be? + a?b’e + a?be? + a?b?e + ab?d? + 


ab’d? + a’bd? + a2b’d + a’bd? + a?b?d + ac?d? + ac’d? + 
a?cd? + a?c?d + a°cd? + a?c?d + be?d? + be?d? + b?cd? + 
b?c?d + b’ed? + b°e?d. 


ER 


7° 
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Wie leicht einzusehen, ist die Anzahl N aller Glieder gleich der 
Anzahl der Combinationen, multiplieirt mit der Anzahl der Permutationen; 
also für n» Elemente und r Exponenten : 


On DIOR Be 
yo rn Zr) DR) er 
1 a I N; 


—— nn —Nn—2)....n—r-+1) 
vorausgesetzt, dass die Exponenten alle verschieden sind. Befinden sich 








aber unter denselben mehrere Gruppen von », 9, 5, .. . gleichen Zahlen, 
so ist bekanntlich die Anzahl aller Permutationen 
I.22 Or Be } 


somit 
RL, - 1) mn —2)....n—r-+1) 
eeerreo 

Die Summe der Exponenten in einem Gliede bestimmt den Grad 
oder die Ordnung der s. Funktion. In die Klammer pflegt man die 
Exponenten vom grössten angefangen der Ordnung nach zu schreiben, 
und sagt, diejenige s. Funktion sei von einer höheren Klasse, welche 
in der Klammer einen grösseren Exponenten hat. So ist [3] von höherer 
Klasse als [2, 1], diese von höherer als [1, 1, 1]. 

Eine s. Funktion heisst zusammengesetzt, wenn sie aus mehreren 
Theilen besteht, die für sich symmetrisch sind. Besteht die s. Funktion 
aus mehreren rationalen Brüchen, so lässt sie sich, indem man dieselben 
auf einen gemeinschaftlichen Nenner bringt, in einen einzigen Bruch 
zusammenziehen, dessen Zähler und Nenner, für sich allein betrachtet, 
ganze rationale s. Funktionen sind. 


13. Die unabhängig veränderliche Grösse x einer Funktion y—= f(x) 
wird immer als stetig (continuirlich) veränderlich gedacht, d. h. so, 
dass dieselbe von irgend einem Werthe x = x, zu einem anderen & —%, 
nicht übergehen kann, ohne alle zwischen liegenden Werthe zu durch- 
laufen. Diese Eigenschaft der Stetigkeit liegt schon im Begriffe der 
unabhängig veränderlichen Grösse, als einer solchen, welche entweder 
ohne alle Einschränkung oder wenigstens innerhalb gewisser Grenzen &,, 
x, jeden beliebigen Werth annehmen kann. Bezeichnen wir nun mit y, 
und y, jene Werthe der Funktion y= f(x), welche den Werthen &, 
und x, der unabhängig Veränderlichen x entsprechen, so heisst die 
Funktion y = f(x) innerhalb der Grenzen x, und x, stetig, wenn sie, 
während x von x, in x, also auch y von %, in %, übergeht, bei diesem 
Uebergange alle zwischen y, und y, liegenden Werthe durchläuft. Die 








ik}: 


Lehren des folgenden Kapitels werden uns ein einfaches Mittel darbieten, 
den Begriff der Stetigkeit der Funktion analytisch auszudrücken. 


14. Um sich von dem Verlaufe einer Funktion y==f(x) d. i. von 
der allmäligen Aenderung der Werthe, welche die Funktion y annimmt, 
wenn & andere und andere Werthe erhält, eine deutliche Vorstellung 
zu machen, könnte man zu beliebig gewählten Werthen von x: 


Ele Ra De: 
die zugehörigen Werthe von y: 


£ Yrr. Ya: Usı Ara a 
aus der Gleichung 

| A MEZ nlE WE. 0) 
berechnen; wählt man dabei die Werthe von x in gleichen Abständen, 
so wird man aus der Uebersicht der Werthe %,, %,, Y%3, ... . eine 
genügende Vorstellung über den Verlauf der (Fig. 1.) 


Funktion sich bilden können. 

Ein viel anschaulicheres und zugleich der 
Natur der Sache höchst angemessenes Mittel 
zu diesem Zwecke bietet uns jedoch die Geo- 
metrie durch die Construction dieser Funktions- 
werthe dar. 

Man betrachte die Zahlenwerthe von & 
und y als Längen gerader Linien, ziehe eine’ 
Gerade von unbestimmter Länge, XX’ (Fig. 1) 
als Axe (die Abseissenaxe), wähle in derselben 
einen festen Punkt A, den Anfangspunkt, und 
trage hierauf nach irgend einem beliebigen 
Maassstabe die Werthe von z auf der Axe 
XX' von A aus auf, die positiven etwa in der 
Richtung AX, die negativen in der Richtung 
AX'’; in den Endpunkten dieser Strecken, 
welche Abseissen senannt werden, errichte 
man Perpendikel, auf welchen sofort die zu- 
gehörigen Werthe von y, die Ordinaten 
Yı> Yas Y5, - . . aufgetragen werden, und zwar 
die positiven etwa oberhalb, die negativen 
unterhalb der Axe XX’. Man erhält hiedurch 
in der Ebene der Zeichnung eine Reihe von 
Punkten, deren jeder durch ein Paar zusammen- 
gehöriger Werthe von x und y bestimmt wird, 
welche nach einem durch die Gleichung («) 














EEE 

I; 

EH 

EN I AR 5 
ach Rt: PER 


12 


ausgesprochenen Gesetze auf einander folgen und, durch einen continuir- 
lichen Zug verbunden, irgend eine gerade oder krumme Linie erzeugen, 
welche das geometrische Bild der Funktion f(x) ist, und mit einem 
Blicke den Lauf der Funktion übersehen lässt. Auf diese Art ist in 
Fig. (1) die Funktion 

y=a’ + 20” — 52 —3 
construirt, welche für 





De) Ya SE 
ed Ya N ZALN 
NW Re ne a 
ee ei Y— 4,2790 
u. 8. w. u. 8. w 
a BES E Yet Re ol 
a 
De 3-48; Y— 08 
e—= —4 A4' Ve 
u. 8. w. SS W 


gibt. Auf diese Art lässt sich jede Funktion einer Veränderlichen in 
einer Ebene construiren. Die algebraische Funktion des ersten Grades 
y== ax + b erzeugt eine gerade Linie, wodurch sich der Name „lineare 
Funktion‘ erklärt; alle anderen Funktionen erzeugen im allgemeinen 
krumme Linien. 


geometrisch darstellen; da jedoch hier drei Veränderliche zu construiren 
sind, so reicht hiezu die Ebene, welche nur zwei Dimensionen hat, 
nicht aus, sondern die Construction muss im Raume vorgenommen 
werden. Denken wir uns (Fig. 2) drei auf einander senkrechte 
Ebenen, XAY, XAZ, YAZ, welche sich in den aufeinander senkrechten 


(Fig. 2.) Geraden (den Axen) AX, AY, AZ und in 
Z dem gemeinschaftlichen Punkte A, dem Anfangs- 
M punkte schneiden. Trägt man nun nach einem 


beliebigen Maassstabe zwei willkürliche Werthe 
von x und 9%, 2. B. & = a — AR w zo 7 
auf den Axen AX und AY auf, zieht in der 





4 Rue ve X [ibene XAY Pm, Qm beziehungsweise zu AY 
DEN und AX parallel, so bestimmt sich dadurch 
BA m ein Punkt m in der genannten Ebene; in die- 
X, sem Punkte errichte man eine Senkrechte auf 


die Ebene XAY, und trage auf derselben den den Werthen x = a, 
y— b entsprechenden Werth von 2=c, nämlich ce = f(a, b) = mM 











ERSTES KAPITEL. 


VON DEN UNENDLICH GROSS UND UNENDLICH KLEIN WERDENDEN GRÖSSEN UND 
DEN GRENZWERTHEN DER FUNKTIONEN. 


15. Da eine veränderliche Grösse im Allgemeinen jedes beliebigen 
Werthes fähig ist, so kann man sich den Zahlenwerth derselben fort 
und fort wachsend vorstellen, so dass er endlich grösser wird als jede 
denkbare noch so grosse Zahl; man sagt in diesem Falle, die Grösse 
wachse unendlich oder sie werde unendlich gross. Eben so 
kann man sich vorstellen, dass der Zahlenwerth einer variablen Grösse 
fort und fort abnehme, so dass er endlich kleiner wird, als jede 
beliebige noch so kleine Zahl; die Grösse heisst in diesem Zustande 
eine unendlich abnehmende oder unendlich klein werdende 
Grösse. Der Kürze wegen nennt man gewöhnlich Grössen, welche im 
Zustande des unendlichen Wachsens oder Abnehmens begriffen sind, 
schlechthin unendlich grosse und unendlich kleine Grössen. 


16. Diese Erklärungen führen unmittelbar zu folgenden Sätzen: 

a) Die Summe mehrerer mit demselben Zeichen behafteten unend- 
lich wachsenden Grössen wird selbst unendlich gross; die Summe zweier 
mit entgegengesetzten Zeichen. behafteten unendlich wachsenden Grössen 
hingegen kann unendlich gross werden, constant bleiben, ja selbst 
unendlich abnehmen. 


b) Die Summe einer endlichen constanten und einer unendlich - 


wachsenden Grösse wird unendlich gross. . Daraus folgt, dass eine 
unendliche, d. h. im Zustande des unendlichen Wachsens begriffene 
Grösse durch Addition oder Subtraktion einer endlichen weder vermehrt 
noch vermindert wird und daher in der Summe ®w + a die constante 
endliche Grösse a gegen die unendlich wachsende « verschwindet. 

c) Die Summe einer endlichen Anzahl gleich oder entgegengesetzt 
bezeichneter unendlick abnehmenden Grössen wird unendlich klein. 

d) Das Produkt mehrerer unendlich werdenden Grössen oder einer 
solchen mit einer constanten Grösse wird unendlich gross; das Produkt 
unendlich kleiner Grössen, oder solcher mit constanten Grössen nimmt 
unendlich ab. 
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e) Da der Werth eines Bruches mit constantem Zähler immer 
grösser oder kleiner wird , wenn der Nenner fortwährend ab- oder zu- 
nimmt, so wird ein solcher Bruch unendlich klein oder gross, je nach- 
dem der Nenner unendlich zu- oder abnimmt. 


f) Eine Potenz mit constantem positiven Exponenten wird unend- 
lich gross oder unendlich klein, je nachdem die Wurzel unendlich gross 
oder unendlich klein wird; das Gegentheil findet statt, wenn der 

BL E 
Exponent negativ ist, da ww" —= a 

9) Ist a” eine Potenz mit constanter Wurzel und veränderlichem 

Exponenten, und a > I, so wird die Potenz unendlich gross, wenn w 


positiv ist und unendlich zunimmt; ist hingegen der Exponent negativ, 


. 1 ; ; x x 
so wird a® — - : bei unendlich wachsendem 0 unendlich klein. Ist 
a” 

1 u g F BR : 
a<{ 1, so setze man a —= y’ wo nun 5b > 1 sein wird ; hiemit wird 
y I: . . & 
A welcher Ausdruck mit unendlich wachsendem @ unendlich 


bw 2 
klein oder gross wird, je nachdem w positiv oder negativ ist. 

h) Die Verhältnisse’ w?:, w°:w?, u. s. w. ändern sich offenbar 
nicht und bleiben immer gleich dem Verhältnisse w : I, wie gross man 
auch @ annehmen mag; wird daher diese Grösse gegen die Einheit 
unendlich gross, so muss auch w? im Vergleiche zu w, eben so w® im 
Vergleiche zu w?, u. s. w. unendlich gross werden. Man nennt «w*, 
w®,... unendliche Grössen der 2ten, Zten .... Ordnung mit Bezug auf 
w, als eine unendlich wachsende Grösse der 1F*" Ordnung. Ist umge- 
kehrt w eine unendlich abnehmende Grösse, so wird w? gegen w, w? 
gegen ww”, u. s. w. unendlich klein, da die Verhältnisse w?: w, w’:w?, 
u. Ss. w. auch bei dem unendlichen Abnehmen von « dem Verhältnisse 
w:1 stets gleich bleiben. Man nennt w”, w®, ... unendlich kleine 
Grössen der 2ten, Zten, ... Ordnung, wenn man w als ein unendlich 
Kleines der ersten Ordnung betrachtet. Eine unendlich kleine Grösse 
höherer Ordnung verschwindet gegen eine unendlich kleine Grösse 
niedrigerer Ordnung; das umgekehrte findet bei unendlich wachsenden 
Grössen statt. 

i) Ist 

Ar" + Brent + Oxrm-2 + NEE + Pr + M) 
eine ganze rationale Funktion von x, in welcher die Coeffieienten A, 
B, €, .... P,@ von «& unabhängig sind, so wird nach obigen Sätzen 
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f(x) beim unendlichen Wachsen von & selbst unendlich gross. Man 
kann für «© immer einen hinreichend grossen endlichen Werth an- 
geben, welcher das erste Glied Ax" numerisch grösser als die Summe 
aller folgenden, und somit das Zeichen des ganzen Ausdruckes von jenem 
des ersten Gliedes abhängig macht. 

Denn es sei, ohne Rücksicht auf das Zeichen, @ der numerisch 
grösste der Üoefficienten A, B,...@, so geschieht der Forderung: 


Axt > Bar + 00" + ....4+ Pe +Q 
offenbar Genüge, wenn wir 
A Gani + Ga" + ...+6G2 46, 
021; Aa" > G (ori + a"? +... +2 +1) 
oder, da bekanntlich 








gm _—_ 1 
zgm—1 + gm—2 + gem—3 - ee + X + 1 ; ist, 
A — 
BE gm _— |] 
Ar Az 
el 


setzen. Um so mehr wird dies der Fall sein, wenn wir 


(Go 


I SER, 
AR 1 d. en 





nehmen. Hiemit ist jedoch nicht behauptet, dass das erste Glied Ax" 


in besonderen Fällen nicht auch schon für kleinere Werthe von &, als 
Y 


der eben ausgemittelte - z + 1, grösser werden könne, als die Summe 


aller folgenden, was namentlich dann der Fall sein wird, wenn unter 
diesen Gliedern sich negative befinden. 


k)-Eiben so folgt aus den früheren Sätzen, dass eine ganze rationale 
Funktion von der Form: 
Fi) — Axt + Ban+ı + Oxmt2 + BR + Prnm+r 

beim unendlichen Abnehmen von x unendlich klein wird. Auch kann 
man immer für x einen so kleinen Werth angeben , welcher das erste 
Glied dieser Funktion oder irgend ein beliebiges grösser macht als die 
Summe aller folgenden. Denn die Forderung: 

Ag > Bart + Oxcn+2 + ARE E 4 Pan+r 
wird gewiss erfüllt, wenn wir & so wählen, dass: 
Axt >= Gamt1 + Gem +2 —— ie — Gent, 


d.ı. AmrZ—gnti He +24... +02), 
oder AS IN EEER 
1 


real, 











17 
werde, wo wieder @ der numerisch grösste der Coefficienten B, 0,. 
P ist. Dieser Bedingung wird aber um so mehr ein Genüge geschehen, 
wenn wir setzen: 
RG BERA, 
A —— di 2 << -——. 
BR EA +6 
Man kann daher in einem Ausdrucke obiger Form, welcher nach 
den steigenden Potenzen von x fortschreitet, © immer so klein wählen, 
dass das Zeichen der Summe aller Glieder mit dem Zeichen des ersten 
Gliedes übereinstimmt. 


17. Bisher haben wir solche. Funktionen betrachtet, welche bei 


der unendlichen Zu- oder Abnahme der variablen Grösse selbst unendlich 


einer bestimmten Grenze mehr und mehr nähert, je grösser oder 


gross oder klein werden, oder umgekehrt. Dies findet aber keineswegs 
immer Statt. Eine Funktion „ —= f(x) kann bei unendlich gross oder 
klein werdendem & fort und fort wachsen oder abnehmen, ohne jedoch 
selbst unendlich gross oder klein zu werden, indem sie sich nämlich 


2 1 } : 
kleiner & wird. Ist z.B. y=a-+ — und x eine unendlich wachsende 
E 


De Ä 
Grösse, so wird offenbar — immer kleiner und kleiner und der Werth 
x 


von y nähert sich immer mehr und mehr der constanten Grösse a, ohne 


sie doch je zu erreichen. Man nennt daher die Grösse a die Grenze, 


i i PER 
welcher sich die Funktion a + >e für unendlich wachsende x ohne 


Ende nähert. Um eine solche Beziehung zu bezeichnen, bedient man 
sich des Zeichens: lim (von limes, die Grenze) und schreibt: 


1 
lim (a + = — a (für wachsende x). 


Eine unendlich abnehmende Grösse hat offenbar die Null zur 
Grenze. Für eine unendlich wachsende Grösse hingegen gibt es keine 
Grenze, und es geschieht nur der Kürze und Bequemlichkeit des Aus- 
druckes wegen, wenn man auch für unendlich wachsende Grössen eine 
Grenze fingirt, welche durch das Zeichen & vorgestellt, und geradezu 
eine unendlich grosse Grösse genannt wird. Ist also z. B. x eine 
unendlich abnehmende Grösse, so schreibt man 


1 


y 


lım 





= mn, 


S 


| ISSN 
d. h. wollte man die Grenze sucken, der sich die Funktion = für 


Herr, Höh. Mathematik, I. 3. Aufl. 2 
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unendlich abnehmende Werthe von & nähert, so müsste man über jede 

noch so grosse angebbare Zahl hinausgehen. Hieraus folgt, dass mit dem_ 
Zeichen © nicht ein bestimmter, wenn auch noch so grosser Werth 

bezeichnet wird, und daher mit demselben nicht nach den Regeln der 
Arithmetik, wie mit einer Zahl, gerechnet werden kann. 

Beispiele von Grenzwerthen finden sich schon in den Elementen. So 
ist der Bruch 4 als die Grenze zu betrachten, welcher sich der Decimal- 
bruch 0,333 ...., oder die Summe der Glieder 

3 3 3 3 

10 7 10: 7 103 7 Jo8 DER 
mehr und mehr nähert, je grösser man die Anzahl der Decimalstellen 
oder der Glieder der Summe nimmt. Eben so ist die Peripherie eines 
Kreises die Grenze, welcher sich die Perimeter der um- und einge- 
schriebenen regulären Polygone bei unendlich wachsender Seitenanzahl 





unendlich nähern ; u. Ss. w. 

Die Aufgabe, die Grenze anzugeben, welcher sich eine Funktion 
bei der unendlichen Zu- oder Abnahme der Variablen nähert, bietet 
sich in der Analysis häufig dar, daher wir im Folgenden Jdie wichtig- 
sten hieher gehörigen allgemeinen Sätze anführen. 


18. Es seien (x) und (x) zwei Funktionen von x, welche sich 
bei unendlich abnehmendem x beziehungsweise den Grenzen a und 5 
nähern, so dass 

limg(x) = a, lim W(x) = b (1) 
ist. Bezeichnet man nun mit « und % zwei mit & gleichzeitig ver- 
schwindende Grössen, so kann man 

9y)=atuya)=b+L (2) 
setzen, welche Gleichungen bei dem Uebergange zur Grenze in die 
Gleichungen (1) übergehen, wie es sein muss. 

Geht p(x) in eine constante Grösse c über, so folgt aus der 
Gleichung: p(x) =limg(x) + «, lime=c, da in diesem Falle &, 
wovon die Veränderlichkeit von p(&) abhing, = 0 gesetzt werden 
muss; die Grenze einer constanten Grösse ist also diese Grösse selbst, 
wie dies an und für sich klar ist. | 

a) durch Addition oder Subtraktion der Glgn. (2) erhält man 

ya) LY@W=arb+(atß) 
folglich, wenn man zur Grenze übergeht, d. h. x (somit auch @ und ß) 
unendlich abnehmen lässt: 


lim [p (2) £ u (x)] = lim (x). + lim u (e). (3) 
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Diese Gleichung, welche sich leicht durch Worte ausdrücken lässt, 


‚kann, wie leicht einzusehen, auf eine beliebige endliche Anzahl von 


Funktionen ausgedehnt werden, gilt aber nicht mehr allgemein, wenn 
die Anzahl der Bestandtheile unendlich wird, da es sehr wohl sein 
kann, dass die Summe einer unendlichen Anzahl unendlich abnehmender 
Grössen sich einer von 0 verschiedenen Grenze nähert. 
b) Multliplieiren wir die. Glgn. (2), so kommt: 
p(X).v(e)=ab af +ba + aß, 
somit, da nach $. 16. d, lim(aß + ba + aß) = 0 ist, 
lim[p (x). w(x)] = ab, d. i. [Gl. (1)]: 
lim [p (x) . w(&)] = lim gp (x). imw(«). (4) 
Der in dieser Gleichung ausgesprochene Satz gilt ebenfalls für jede 
beliebige endliche Anzahl Faktoren, nicht aber allgemein für eine 











unendliche. 
c) Durch Division der Glgn. (2) ergibt sich: 
Plz). a ta: En at 
vie) 5+B bb +) 
Geht man nun auf die Grenzen über, so nähert sich der Zähler des 
ne 
Bruches he: der Nulle, der Nenner der Grösse b?, so dass man 
bb +P) 
also hat: 
. ab — Pa 0 i 
lim IC m Be BR — (), somit: 
f 
Per a ng) (5) 


va) bo Nmp(e) 
d) Ist «a eine unveränderliche und x eine unendlich klein werdende 
Grösse, so ist 
lim (as) —=.1; (6) 


denn bezeichnet « eine positive oder negative Grösse, so kann man 


immer setzen: 
a@—=1-+ 0, (n) 
da für jeden Werth von x diese Gleichung durch gehörige Wahl von « 
erfüllt werden kann. Mittelst der Substitution < = - verwandelt sich 
dieselbe in 
am —=1-+eodra=(1-+ 0"; 
da nun bei dem unendlichen Abnehmen von &, m unendlich gross wird, 


so muss in Folge der letzten BRD c@ mit & gleichzeitig unendlich 
9* 


er An EN apa an, ng 2 
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20 
klein werden, da sonst der Ausdruck (1 + «)" [nach $. 16, g)] unend- 
lich wachsen würde und der constanten Zahl a nicht gleich sein könnte. 
Wird aber « zugleich mit = unendlich klein, so folgt aus (n) : lim (a®) 
—limi1+o)=1. | 
e) Es ist | 
lim [p(a)"] = [limgp(a) GE 
Die erste der Glgn. (2) gibt, zur m*®" Potenz erhoben: 
pen —(a + er. 
Nimmt man von beiden Theilen dieser Gleichung die Logarithmen 
aus einem beliebigen Systeme, dessen Basis B ist, so erhält man: 
log |[p (x)"] = mlog(a + 0); | 
nun ist offenbar lim [m log(a + «)] = mloga; man kann daher 
mlog(a + a) = mloga + Ö setzen, wo d eine mit x und @ verschwin- 
dende Grösse ist; somit hat man: 
log [p (z)"] = mloga + Ö, 
oder pe BDERERFO Tee, B® 
— Bloe(«") BO — am. B®. 
Geht man nun beiderseits auf die Grenzen über, so erhält man, 
wegen lim a”. Bd — lim a”. lim Bd —= a". 1, und a=limg(e): 
lim [p (x)"] = [lim p (x) ]". 
f) Eben so leicht beweist man, dass 
lim [A990] — Alina) ; (8) 
denn in Folge der ersten der Glen. (2) ist 
AFFEN FAST AA 
woraus, da lim A“— 1, durch den Uebergang zur Grenze die Gl. (8) folgt. 
9) Es ist ee 
lim [p (2)”] = [lim p (er); (9) 
denr behält man die Bezeichnung der Glgn. (1) und (2) bei, so hat man 
EN" — (a + = (a + a). (+ a); 
beim Uebergang zur Grenze werden x, « und % gleichzeitig unendlich , 
klein, somit nach früheren Sätzen: | 
lim [p (#)"®] — lim (a + @)’. lim (a + ar —ad, 12 0 | 
— Imoplorare | | 
h) Liegt der Werth der Funktion f(x) zwischen den Werthen 
der Funktionen (x) und ı (x), so dass also 


see) Sta) Lu) 
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ist, und nähern sich die beiden Funktionen p (x) und ı" (x) bei unend- 
lich abnehmendem x beide derselben Grenze a, so ist auch 
im fie) —= 0. 

Denn bei der vorausgesetzten Beschaffenheit der drei Funktionen 

kann man setzen: 
f«)= pe) +elvea) - Pal, 

wo o irgend einen positiven echten Bruch bedeutet, welche Gleichung 
bei dem Uebergang zur Grenze, da limv(x)=lmp(x) = a, die 
Gleichung limf(x) = «a darbietet. | 


19. Mit Hilfe des Begriffes der unendlich kleinen Grössen lässt 
sich nun auch der Begriff einer stetigen Funktion auf folgende Weise 
darstellen. Sei y=f(x) eine Funktion der Veränderlichen x, und lassen 
wir, von irgend einem bestimmten zwischen den Grenzen x, und x, 
liegenden Werth von x ausgehend, diese Variable um die unendlich 
kleine Grösse d wachsen, so nimmt die Funktion selbst um die Differenz: 


fa +0) — fe) 
zu, und die Funktion wird von &=%, bis = x, stetig sein, wenn 
für jeden zwischen diesen Grenzen liegenden Werth von x, obige 
Differenz mit Öd unendlich klein wird. 


w* : 
Für die Funktion y= f(«) = erhält man z. B.: 


: a a ao 
re eruree, 2 nl) 
welcher Ausdruck für jeden Werth von & mit Ö unendlich klein wird, 
ausgenommen für den Werth 2 = 0, für welchen derselbe unendlich 
gross wird. Diese Funktion ist daher stetig von 2 —= — x» bis 20, und 
von <=0 bis 2—=+», erleidet aber für £==0 eine Unterbrechung 
der Stetigkeit, indem sie für diesen Werth von & unendlich gross wird. 
Man sagt: eine Funktion y=f(x) ist in der Nähe eines besonderen 
Werthes 2a stetig, wenn sie es zwischen zwei diesen Werth a ein- 
schliessenden Grenzen’ ist, wie enge man auch diese Grenzen zusammen- 








ziehen mag. 


Eigentlich unstetige Funktionen wären solche, bei welchen sich 
kein Werth der unabhängig veränderlichen Grösse angeben lässt, in 
dessen Nähe die Funktion stetig ist. Solche Funktionen lassen sich 
zwar bilden (z. B. y= (— a)”, wenn «a wesentlich positiv), kommen 
jedoch in den Anwendungen der Mathematik auf Naturerscheinungen 
nicht vor. Im Gegentheile haben die Funktionen im Allgemeinen die 
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Eigenschaft, in ihrem ganzen Verlaufe stetig zu bleiben, und nur 
gewisse Funktionen erleiden für einzelne besondere Werthe der Ver- 
änderlichen eine Unterbrechung der Stetigkeit, welche fasst immer darin 
besteht, dass sie für diese besonderen Werthe unendlich werden. 





ZWEITES KAPITEL. 


VON DEN UNENDLICHEN REIHEN IM ALLGEMEINEN. 


20. Eine Folge von Grössen, welche hinsichtlich ihres arithme- 
tischen Baues nach einem bestimmten Gesetze fortschreiten, wird eine 
Reihe genannt. Die einzelnen Grössen selbst heissen Glieder der Reihe. 

Um allgemein irgend eine Reihe darzustellen, bezeichnet man 
zweckmässig sämmtliche Glieder durch einen und denselben Buchstaben 
und unterscheidet die einzelnen Glieder durch diesem Buchstaben ange- 
hängte Stellenzeiger, durch welche zugleich der Ort des Gliedes in der 
Reihe bestimmt wird. Hiernach stellt die Folge der Symbole. | 

U Ude, Uus alla Uns Wa 
jede beliebige Reihe vor. Nach demselben Gesetze, nach welchem die 
Glieder der Reihe in der Richtung von w,, gegen %,, !,,.... fort- 
schreiten, kann man sich aber die Reihe auch nach entgegengesetzter 
Richtung fortgesetzt denken, wodurch Glieder entstehen, die folgerichtig 
mit to, U_1, W_2,.... zu bezeichnen sind. 

Im allgemeinen ist jede Reihe eine unendliche, d. h. mit 
unbegrenzter Anzahl der Glieder, da nichts hindert, mit der Bildung 
der Glieder nach dem ausgesprochenen Gesetze ins Unendliche fortzu- 
fahren. In besonderen Fällen, oder wenn die Natur der Aufgabe nur 
die Betrachtung einer endlichen Anzahl von Gliedern erfordert, entstehen 
aus den unendlichen Reihen endliche; Beispiele von solchen sind die 


aus den Elementen bekannte arithmetische und geometrische Progression. 


21. Eine Reihe ist als bekannt anzusehen, sobald das Bildungs- 
gesetz derselben gegeben ist, Dieses kann auf zweifache Weise 
dargestellt werden. Entweder ist irgend ein Glied der Reihe z. B. «, 
als Funktion seines. Stellenzeigers gegeben, so dass man hat: 


n—=fin), 





Tr 
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oder als Funktion eines oder mehrerer der unmittelbar vorausgehenden 
Glieder, also: 

Un BUN, WRBR EN AR 
in beiden Fällen nennt man den Ausdruck von «,„ das allgemeine 
Glied der Reihe; im ersten Falle sagt man, es sei in indepen- 
denter, im zweiten, es sei in rekurrirender Form oder durch 
Rekursion gegeben. So ist für die geometrische Progression : 


DE 1 REIN. 





De Un—ı h 
0 die independente, u = ini . x, oder w = —— die 
Un—2 


rekurrirende Form des allgemeinen Gliedes. Wie man sieht, erfordert 
die Berechnung irgend eines Gliedes der Reihe mittelst der rekurrirenden 
Form des allgemeinen Gliedes die Kenntniss aller vorausgehenden Glieder, 
also zuletzt die Kenntniss so vieler Anfangsglieder, als die Rekursion 
überhaupt Glieder in Anspruch nimmt; während die independente Form 
jedes beliebige Glied der Reihe unabhängig von allen übrigen darbietet. 
Statt der in der rekurrirenden Form von «,„ erscheinenden voraus- 
gehenden Glieder #„_ı, etc. enthält die independente Form gewisse 
Constanten, welche in jener fehlen. 

Aus dem independenten Ausdruck des allgemeinen Gliedes lässt sich 
die rekurrirende Form immer mit Leichtigkeit finden, indem man in 
jenem n—1, n—2, etc. statt » substituirt, und aus den so erhaltenen 
Gleichungen eine oder mehrere Constanten eliminirt. So hat man für 
die obige geometrische Reihe: 

ne ae uns 3: 
die Elimination von «a aus den zwei ersten Gleichungen liefert sofort 


die erste, die Elimination von a und x’ aus allen dreien die zweite der 
schon oben angeführten rekurrirenden Formen des allgemeinen Gliedes. 


22. Addirt man nach und nach 2, 3, 4,....n Glieder der unend- 
lichen Reihe 


$ Een 
“ o 
so erhält man die Summen von 2, 3, 4&,... n Gliedern, welche wir 
mit 8,, S,, S,,.... 8, bezeichnen wollen, so dass also 
| Su Fu, Fu +u4+....: + u. 


Eine Funktion des allgemeinen Stellenzeigers 2, welche für jeden 
beliebigen Werth desselben die Summe von » Gliedern der Reihe angibt, 
heisst das Summenglied, das summatorische Glied oder die 
Summenformel der Reihe. So hat man für die geometrische Pro- 
gression, wie aus den Elementen bekannt ist: 
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S)=atar tar tat... ta! — Be nt 
für die arithmetische Progression: 
Ss, =atla+N+(la +2d) +(a+3d) +... 
+fa +(n— 1)d’—=n[a + $(n — 1)d]. 

Die Aufgabe, die Summenformel einer vorgelegten Reihe zu finden, 
nennt man die Summirung der Reihe; sie ist oft mit grossen 
Schwierigkeiten verbunden. Ist hingegen das Summenglied einer Reihe 
bekannt, so ist hierdurch auch die Reihe selbst gegeben. Denn es ist: 


S=u +% + + rt: + Hr um 
Sa=uwFt+% ty Fat: 
somit durch Subtraktion beider Gleichungen: 
un = ı— SI—ı- 
Setzt man also in der Summenformel S,, » — 1 an die Stelle von n, 
und subtrahirt den so erhaltenen Ausdruck von S,„, so ist die Differenz 
das allgemeine Glied, aus welchem die Reihe leicht construirt werden 
kann. : Dieses Verfahren ist jedoch an die Bedingung gebunden, dass 








ur eil, 2%, =D a a Pe Werde, 
; b N 
Sucht man z. B. die Reihe, deren Summenglied $, —= a ‚© so 
N n—|1 . 
findet man: u, = I, — Sn-ı = ——— — = 2 
„+1 IP n(n +1) 


die zugehörige Reihe, indem man in dem gefundenen Ausdrucke von 
ü, für. n der Reihe nach 1, 2,3, ». . substituirt: 
1 1 1 1 1 
Bub Au [2 Rdn 


23. Die Summenformel liefert, wie man sieht, die Summe von » 
Anfangsgliedern der Reihe, wo » eine beliebige aber endliche ganze 
Zahl bedeutet. Hieran schliesst sich ganz natürlich die Frage nach der 
Summe einer unendlichen Reihe, d. h. nach derjenigen Summe, die 
man erhalten würde, wenn man sämmtliche, unendlich viele Glieder 
der Reihe addiren könnte. Es handelt sich hier zunächst darum, den 
Begriff der Summe einer unendlichen Reihe festzustellen. 

So wie nun die unendliche Reihe: 

uw +w ++... ++ ws +... 
aus der endlichen: | 
u, r% u ru +: 7% 
dadurch entsteht, dass wir die Gliederzahl % ins Unendliche zunehmen 
lassen, so muss offenbar auch die Summe S der ersteren aus der 
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Summe 5, der endlichen Reihe dadurch hervorgehen ‚ dass wir in 
letzterer » unendlich wachsen lassen. Bezeichnen wir daher, gemäss den 
Lehren des vorhergehenden Kapitels, mit lim $, das, was aus S, wird, 
wenn » unendlich zunimmt, so haben wir: 


S=imn, =w+tu,+uw,+Ww+ ....: ++... in inf. 

Unter der Summe einer unendlichen Reihe verstehen wir 
daher die Grenze, welcher sich die Summe von » Gliedern bei dem 
unendlichen Wachsen von » mehr und mehr nähert. 

Es entsteht nun sogleich die Frage, ob ein solcher Grenzwerth 
für jede unendliche Reihe existiren müsse? Dies- ist offenbar nicht 
der Fall. So haben wir oben für die arithmetische Reihe $, = 
n[a-+3(n—1)d] gehabt, ein Ausdruck, welcher mit » selbst unendlich 
gross wird, also keiner bestimmten Grenze sich nähert; eine unendliche 
arithmetische Reihe hat daher auch keine Summe. Die unendliche Reihe: 


tratstst + a: 


n(n- : se) 
hingegen ist Be und zwar ist ihre Summe —=1; denn für diese 
nt, N 1 En; 3 
Bene, — 7-2 somit fürn == oo, lim 8, it. Inder 
n—+1 1% 1 
n 
That find ER ER, 
at findet man successive ee bung; N r U... We 


Werthe, welche sich immer mehr und mehr der Einheit nähern, je 
mehr Glieder man addirt. 

Endlich kann der Fall eintreten, dass die Summe $,, je nach der 

Beschaffenheit der Zahl », verschiedene Werthe annimmt, wie dies 
z. B. bei der Reihe: 
Se Er | I1+(-1W-1.nn +1 2 
DEREN SFT ET Tue n(n +1) + (8) 
stattfindet, welche aus der Reihe («) entsteht, wenn man zu den auf- 
einanderfolgenden Gliedern abwechselnd + 1 und — 1 addirt, und für 
welche die Summe $, bei dem unendlichen Wachsen von n sich den 
Werthen 1 oder 2 nähert, je nachdem » gerade oder ungerade, weil 
im ersten Falle die hinzugefügten Einheiten sich paarweise aufheben, 
im letzteren eine positive Einheit übrigbleibt. 





24. Hiernach zerfallen die unendlichen Reihen in drei Olassen : 
1) Reihen, deren Summe eine bestimmte endliche Grösse ist; man 
nennt sie convergente oder convergirende Reihen. Solche Reihen 
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sind demnach immer summirbar, indem man sich dem wahren Werthe 
ihrer Summe um so mehr nähert, je mehr Glieder man zusammen 
addirt, so dass der Fehler, welchen man begeht, indem man die Summe 
einer gewissen endlichen Anzahl von Anfangsgliedern der Reihe für den 
wahren Werth der Summe nimmt, dureh Addition von hinreichend vielen 
Gliedern kleiner gemacht werden kann, als jede beliebige noch so 
kleine Grösse. | 

2) Reihen, bei welchen die Summe von n Anfangsgliedern beim 
unendlichen Wachsen von » über jeden angebbaren Werth hinaus zu- 
nimmt; man nennt dieselben divergent. 

3) Reihen, deren Summe zwischen mehreren bestimmten Werthen 
schwankt, daher dieselben oscillirende Reihen genannt werden. 
Man sieht übrigens leicht ein, dass dieser Fall nur bei Reihen mit 
positiven und negativen Gliedern eintreten kann, weil, wenn sämmtliche 
Glieder gleiches Zeichen haben, die Summe nicht abwechselnd ab- und 
zunehmen kann. | 

. Da die Summe einer convergirenden Reihe mit jedem beliebigen 
Grade der Genauigkeit angegeben werden kann, so ist eine unbekannte 
Grösse oder Funktion als bekannt anzusehen, sobald es gelingt, sie. 
durch eine convergirende Reihe darzustellen. Viele Funktionen, z. B. 
die transcendenten, lassen sich nur durch unendliche Reihen ausdrücken; 
häufig werden auch Funktionen, die in geschlossener Form vorliegen, 
der Bequemlichkeit der Berechnung wegen in unendliche Reihen auf- 
gelöst. Dadurch kommt man auf Gleichungen von der Form 
Tu + tw tm + --::. in inf. 

Ist nun die Reihe rechts vom Gleichheitszeichen eine convergirende, 
so hat sie eine Summe, und diese Summe ist eben die Funktion D, 
deren Werth durch Addition einer hinreichenden Anzahl von Gliedern 
mit jedem beliebigen Grade der Schärfe gefunden werden kann. Divergirt 
hingegen die Reihe, oder oscillirt dieselbe, so hat sie keine bestimmte 
Summe, und kann daher auch der endlichen bestimmten Grösse U dem 
Werthe nach nicht gleich gesetzt werden. Solche Reihen sind daher 
zur Berechnung von Grössen oder Funktionen nicht brauchbar, sondern 
nur als Umformungen derselben zu betrachten, welche gewissen allge- 
meinen analytischen Bedingungen Genüge leisten. Hieraus geht von. 
selbst hervor, wie wichtig es sei, beurtheilen zu können, ob eine 
vorgelegte Reihe convergire oder divergire. Die folgenden Untersuchungen 
werden biezu für die meisten Fälle ausreichende Mittel darbieten. 

Uebrigens mag noch bemerkt werden, dass bei der Untersuchung 

einer Reihe in Bezug auf ihre Convergenz oder Divergenz, wenn die- 





RR u A nr ae FE 
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selbe positive und negative Glieder enthält, weder eine Aenderung an 
der gegebenen Ordnung ihrer Glieder, noch eine Vereinigung von 
Gliedern mit verschiedenen Zeichen vorgenommen werden darf, weil 
hiedurch die Beschaffenheit der Reihe sich ändern kann. Zieht man 
z. B. in der obigen oseillirenden Reihe (#) je zwei aufeinanderfolgende 
Glieder in eines zusammen, so entsteht die Reihe: 


7 nt: = en +, m anna 


welche Nur wenn die der Reihe schon erwiesen 





ist, kann man aufeinanderfolgende mit verschiedenen Zeichen behaftete 
Glieder in beliebiger Anzahl zusammenziehen, weil, wenn die Summe 
der unendlichen Reihe einen bestimmten Werth hat, man sich diesem 
Werthe bei der Summirung einer beliebigen Anzahl von Anfangsgliedern 
offenbar unbegrenzt nähern muss, gleichgiltig, ob man diese Glieder 
einzeln oder gruppenweise addirt. Eben so kann, wenn eine conver- 
sirende Reihe nur positive Glieder enthält, durch Versetzung der 
Glieder —- vorausgesetzt, dass hiebei Glieder, welche einen endlichen 
Werth haben, in einer endlichen Entfernung vom Anfangsgliede bleiben — 
weder die Convergenz der Reihe aufgehoben, noch der Werth der 
Summe geändert werden, weil man sich diesem Werthe gewiss um so 
mehr nähert, je mehr Glieder man addirt, in welcher Ordnung man 
auch die Addition vornehmen mag. 


VON DEN KENNZEICHEN DER CONVERGENZ UND DIVERGENZ UNENDLICHER 
REIHEN. 


25. Schon aus dem Begriffe der Convergenz folgt, dass die Glieder 
einer convergirenden Reihe immer kleiner und kleiner und zuletzt 
unendlich klein werden müssen, Soll nämlich die Summe $, bei dem 
unendlichen Wachsen von » einer bestimmten Grenze $, welche die 
Summe der unendlichen Reihe selbst ist, immer mehr und mehr sich 
nähern, so muss offenbar die Differenz 


5 — = insı + Wr + inı3 +: . (1) 
bei der unendlichen Zunahme von » unendlich klein werden, was nur 
dann sein kann, wenn die Glieder 41, “nz. . . selbst unendlich klein 
werden. Da diese Eigenschaft die nothwendige allgemeine Bedingung 
der Convergenz ist, so können wir bei den nachfolgenden Betrachtungen 
die vorliegende Reihe immer als eine solche voraussetzen, deren späteste 
Glieder unendlich klein werden. Solche Reihen sollen in der Folge 
kurz fallende Reihen genannt werden. Sie sind jedoch wohl von 
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jenen Reihen zu unterscheiden, deren Glieder gleichfalls beständig 
abnehmen, ohne jedoch unendlich klein zu werden, indem sie sich 
nämlich fortwährend einer bestimmten von Null verschiedenen Grenze 
nähern: derartige Reihen sind selbstverständlich divergent. | 

Dass übrigens diese Eigenschaft allein zur Convergenz nicht hinreiche, 
ersieht man schon aus dem obigen Ausdrucke (1), da man offenbar a 
priori nicht behaupten kann, dass die Summe von unendlich vielen 
Gliedern unendlich klein werde, wenn dies auch mit jedem einzelnen 
Gliede der Fall ist. Vielmehr ist es zur Convergenz der Reihe uner- 
lässlich, dass die Summe 

Enz+ı = Unsı 4 Wnı2 + Wis + :... in inf, 

welche wir die zum Zeiger n + 1 gehörige Ergänzung der Reihe, 
oder die Summe der spätesten Glieder nennen und mit Ey;ı 
bezeichnen werden, beim unendlichen Wachsen von » selbst unendlich 
klein werde. Die Bedingung der Convergenz einer unendlichen Reihe 
lässt sich daher auch so aussprechen: dieSumme ihrer spätesten 
Glieder muss unendlich klein werden. 


26. Um daher von einer unendlichen Reihe behaupten zu können, 
dass sie convergire, muss man beweisen, entweder, dass die Summe 
von n Anfangsgliedern beim fortwährenden Wachsen von n sieh einer 
bestimmten Grenze nähere, oder, dass die Summe der spätesten 
Glieder = O sei. | 

Der erstere Weg lässt sich natürlich nur bei solchen Reihen betreten, 
deren Summenformel man kennt, was nur selten der Fall ist. Die geome- 
trische Reihe bietet hierzu ein Beispiel dar. Für diese ist bekanntlich: 








: Ä E ax" —1 
S)=atax ta tar + ...... tan? + ac! = - 7 ) 
welche Summe man auch unter den Formen: 
ax" a u ax" 
Dal ER n ld; ER RBLV- u) 


a 
darstellen kann. Ist nun, ohne Rücksicht auf das Zeichen, der Zahlen- 


} } ax" . ; 
werth von &<{ 1, so wird x", somit auch RE: beim unendlichen - 


Wachsen von » unendlich klein [$. 16. 9] und die Summe $, nähert 
sich daher, wie aus (2) erhellt, immer mehr und mehr der bestimmten 


r | 
Grenze EEE in diesem Falle ist daher die geometrische Reihe con- 
ll 


vergent und ihre Summe 5 = ——.. 
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N 
Ist hingegen dem Zahlenwerthe nach & > 1, so wird — ı ri 





SsO- 


. d . D % . . 
mit nach (1), da Rt von n unabhängig also unveränderlich ist, 
De 


auch S, bei unendlicher Zunahme von » unendlich gross und die Reihe 


divergirt. 
. Für 2 = + 1 geht obige Reihe über in: 
ata+ta-+r..., 
welche Summe offenbar unendlich gross wird. Für <= — 1 endlich 
_ erhält man die Reihe: 
a—ata—a+ta—..., 


welche wegen des Schwankens ihrer Summe zwischen O0 und + a 
oseillirt und daher gleichfalls keine bestimmte Summe hat. 

Eine unendliche geometrische Reihe ist daher nur 
‘dann convergent, wenn ihr Quotient kleineristals die 
Einheit. 


27. Zur Erläuterung der zweiten oben angedeuteten Beweisart 
wählen wir die sogenannte natürliche harmonische Reihe: 






































1 1 T 1 
ar A er Det A 
ats ti thst...4- er Ä 
1 
welche Reihe wegen lim«,„ = lim re O offenbar eine fallende ist. 
Es ist: 
1 1 1 1 1 F 
En4ı = - - ——+..+— + —-+..., 
ot Te 
also offenbar 
Ze + + sr.d 
inte na 2n' 
somit um so mehr 
2% si 
da der B ee ls jeder der Brüche i S 
r Bruch — r ist, als jeder rü s RER 
uch >. kleiner ist, als jede a Sag 
Die Anzahl der Brüche rechts vom Zeichen > ist aber —=n, somit 


1 & t 
Enz >N.22: Er. En +ı nr 


Die Summe der spätesten Glieder dieser Reihe wird also nicht unend- 


J ai 1 j 
lich klein, sondern bleibt immer grösser als 2° wie gross man auch n 


RER 


wet A Be re ER 
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nehmen mag, woraus die Divergenz dieser Reihe folgt. Die harmonische 
Reihe bietet uns sonach ein Beispiel, dass das Fallen einer Reihe die 
Convergenz derselben nicht nothwendig nach sich ziehe. 


28. Der eben betretene Weg, nämlich die Betrachtung des Ergän- 
zungsgliedes, führt auch noch zu folgendem allgemeinen Lehrsatze: 
Jede fallende Reihe, deren Glieder, wenigstens voneiner 
bestimmten Stellean, das Zeichen regelmässig wechseln, 
ist convergent. 

Denn es sei: 
% — tu — + --.. Fu FE Wr FF Wr E.... 
eine fallende Reihe mit regelmässigem Zeichenwechsel, so ist: 

En+1 Ar Un+1 + Un+2 E Un+3 + Unr+s ka Un+5 + Pan 
wei [un +1 — Un+2 + Un+3 —— Un+4 us Un+5 + +" 2; 


welche Reihe von Gliedern man auch unter folgenden Formen schreiben 


| 


kann: 

En+ı = + [Un+ı — (Un+2 — Un+3) — (Uns — Un+5)— ....)|, und 
En+1ı = + [(Un+ı — Unze) + (Un+3 — Un+a) + Un+5 — Un+s) +...) 
Da nun die Reihe, der Voraussetzung nach, eine fallende ist, so sind 
zuvörderst die in den runden Klammern stehenden Differenzen sämmt- 

lich positiv, daher ist nothwendig dem numerischen Werthe .nach: 
Una > Imaı > (Unzı Eu Un+2); 
in Folge der erwähnten Voraussetzung ist aber lim «4,41 = 0, ebenso 
lim (+1 — Un+2) —= 0, woraus [$. 18..%] lim E,;ı = 0 und hiermit 
die Convergenz der Reihe folgt. | 
Der Beweis wird auf ähnliche Weise geführt, wenn mehrere 
positive mit einer gleichen Anzahl negativer Glieder regelmässig 


wechseln. 
1 1 t 


1 
So convergirt die fallende Reihe 1 — 5 + 5 = a 
während wir dieselbe, wenn die Glieder sämmtlich dasselbe Zeichen 
haben, im vorigen $. als divergirend erkannt haben. 


29. Da nach dem eben bewiesenen Satze fallende Reihen mit 
regelmässigem Zeichenwechsel immer convergiren, so können wir uns 
im Folgenden auf solche beschränken, deren Glieder mit gleichem Zeichen 
behaftet sind. Durch die Vergleichung solcher Reihen mit anderen, 
deren Convergenz oder Divergenz bereits erkannt ist, gelangt man zu 
allgemeinen Kennzeichen der Convergenz, indem man dabei von folgendem 


‘ aus dem Begriffe der Convergenz fliessenden Satze ausgeht: 





Den Se EP 
2 Bi n- y = a 
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a) Eine Reihe, deren Glieder, wenigstens von einer 
gewissen Stellean, sämmtlichkleinersind, als die corre- 
spondirenden, mit gleichem Zeichen versehenen Glieder 
einer convergirenden Reihe, 
eine Reihe, deren 
an gleiches Zeichen haben 


und 
gewissen Stelle 
und grösser sind, als die 
correspondirenden Glieder einer divergirenden Reihe 
divergirt. 

Es seien nämlich die beiden Reihen: 

„tw t+WwHt.. ++ Wrı + Wr2 +...(1) 

BIST HL +. UF Hair + re +: (2) 


Par —Unsı # ıaı2 + Wırs + - - - 
a bu+1 bu+2 -r bu+3 -E: 2 
Bla Una << ur Un << rs U. 5. W. 80 ist, 
wenn die Glieder der Reihe (2) durchaus gleiches Zeichen haben, noth- 
wendig A,;ı< E'.;+1, gleichgiltig, ob die Glieder der Reihe (1) gleiches 
Zeichen haben oder nicht, somit, wenn die Reihe (2) convergirt, wegen 
lim #’,4ı = 0, auch lim E,41ı==0, folglich auch die erste Reihe 
convergent.. Ist im Gegentheile %,+1ı > burı, Un+2 > bu+2, Uns > Lurs 
u.s. w. und die Reihe (2) divergent, so ist, wegen der vorausgesetzten 
gleichen Bezeichnung der Glieder der Reihe (1), nothwendig E, 4, >Ehn+ı; 
somit, weil lim #',+1>0, auch lim E&,;1>>0, daher auch die Reihe (1) 
divergent. 
Man kann diesen Satz auch noch auf folgende, für die Anwendung 
nicht selten bequemere Weise ausdrücken: 
b) Die Reihe (1) convergirt oder divergirt zugleich 
mit der Reihe (2), je nachdem von einer bestimmten 


convergirt .ebenfalls; 
Glieder von einer 


und 

















Stelle an 
Un+1 3 tur oder ee tu+1 
Un tb 7} b,, 
bleibt. 
Denn im ersteren Falle ist: 
Un+i u +1 Un+?2 tn +2 Un+3 L, +3 
<— 4 — y = <, sr m ’ U. S: W 
Un by, Un+t by +1 Un+2 2, +2 


Multiplieirt man die zwei ersten dieser Ungleichungen miteinander, 
sodann das Produkt derselben mit der. dritten, u. s. w., so erhält man 


successive: 


Un-+2 





In+2 Un+3 


= 





tn +3 Un+4 Cn +4 
en Eule 





- er 
Un I Un MM 


r/ 
Un t,, 


und durch Addition dieser Ungleichungen: 








Er N N a 
Pu ER DT Fe PER BE, Fear TE) 
E - Be N ne 


.- 
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Un+2 + Un+3+ Uns AR PER zZ In +2 + tu+3 r bu+4 7 RL 
Un | bu 
oder 


U 
Un+?2 + Un+3 + Un+4 + 2 -<—— (42 + tu+3 + In +4 + = a" > 
n 


Ist nun die Reihe (2) convergent, so hat die Summe i,+2 + tu+s3 + 
tn+za + .:. einen bestimmten endlichen Werth; dies muss daher um 
so mehr bei der kleineren Summe: #42 + %ı+3 4 Una + : . . der Fall 
sein, somit die Reihe (1) gleichfalls convergiren. 

In gleicher Art wird der Beweis für den zweiten Fall geführt. 


30. Setzen wir an die Stelle der Reihe (2) eine geometrische Reihe: 


atax + ar” tar” +... 
deren Convergenz nach $. 26 an die Bedingung: & <“ 1 gebunden ist, 
| In+1 ax" 





und: vergleichen wir damit die Reihe (1), so ist FRE se: 
n #% 


die Reihe (1) wird somit convergiren, wenn, von irgend einer Stelle 
Un+i 
DR 


und & > 1 ist; Bedingungen, welche sich bequemer durch folgenden 


Satz ausdrücken lassen : 
Die Reihe 


vutu,+u+r%+-::: 1% + Wirt .-- 


convergirt, wenn bei dem unendlichen Wachsen von 2 





Un+i1 F e £ . 
angefangen, — - < x und z<{1, sie wird divergiren, wenn z 
Un i 








: Un+i : ? N ; He ; 
lim —— <1ist; sie divergirt, wenn liim— >71, wobei 





Un Un 
wieder, wie bei der geometrischen Reihe nur der Zahlenwerth von 
. U +1 .. . ie nd 
lim —-, ohne Rücksicht auf das Zeichen, in Betracht kommt. 

Un 


Re > 
Denn wenn der Quotient —" — zum Behufe der Convergenz von 


In 
irgend einem Werthe des Stellenzeigers n —= m angefangen kleiner sein 
und auch für alle folgenden Werthe n—= m +1, m + 2, u. S, w. in 
inf. kleiner bleiben soll, als die Einheit, so muss er sich offenbar bei 
dem unendlichen Wachsen von n einer bestimmten Grenze nähern, die 


n+] 


kleiner ist als 1. Ist hingegen lim un > 1, so muss nothwendig der 


n 


3 u » : ’ 
Quotient —"" früher oder später grösser werden und bleiben als die 


n 
Einheit und somit die Reihe divergiren. 
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Beisp. 1. Die Reihe 
1 # 1 








1 Ir. | 
ss ta at Tas... BER cT* 


convergirt, denn es ist 


Un+1 a 1 E 1 
2723. (n—1)n 1.2.3...(n —1) 











1 
==, somit: 
N 


2) Die Reihe 


Dass h IN ER 
1 Sa ae er RE 
T5 sa tya Bet 4.6 7.5 








Ye 1.3.5...(2n — 3) 5 1 
2.4.6.. 2(n — 1) (2n — 1) 20-1 


convergirt; denn man findet: 


ge 
4 





EN: 


1 1 
1—— + —, 
n eh An? 
; 1 1 
n? —M RE 
ir 2 2N 


ein Ausdruck, welcher, beim unendlichen Zunehmen von n, 3 zur 
Grenze hat. 
Dieses Kennzeichen, in sehr vielen Fällen anwendbar, wird un- 


7 


Un-+1 (Re 1 
Un 





Un+i 





brauchbar, wenn lim 
Iı 
zum Ziele. 


31. Die Reihe 
„ww, +, +%+--: (1) 


convergirt oder divergirt gleichzeitig mit der daraus 
abgeleiteten Reihe: 


“+ 2u, + 4u, + 8u, + 16u, + --- (2) 
Der Beweis ist folgender. Da wir die Reihe (1) als fallend voraussetzen, 
so ist ' uU.—U, 
sg 2uU, > U + u, 
4u,>u, +, ww + % 
u >uUu u +... %,; 
164,5, > Us + Yır tt: 4%, 
LRSAR EN 


Durch Addition dieser Relationen "erhalten wir: 
Merr, Höhb. Mathematik, I. 3. Aufl. 3 


—1 ist. Dann führt bisweilen folgender Satz 


nen Ya Bari yiay's 


E23 
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„+ 2u, +4u, +8, +... > tw tu, ++... (@); 
es ist daher die Summe der Reihe (1) kleiner als jene der abgeleiteten 
(2); ist also die letztere eine bestimmte endliche Grösse, d. h. conver- 
girt die Reihe (2), so muss die Summe der Reihe (1) ebenfalls eine 
bestimmte endliche Grösse sein, und somit diese Reihe ebenfalls con- 
vergiren. Umgekehrt, wenn die Reihe (1) divergirt, so wird auch die 
abgeleitete Reihe (2) divergent sein, da in Folge der Relation («) die 
Summe der letzteren zugleich mit cat der Reihe (1) unendlich wird. 
— Es ist aber auch: 
u, < 2u, 
2U, = 2U, 
4u, < 2u, + 2u, | 
Su, < 2u, + 2u, + 2u, 4 2% 
164,5 < 2% + 2u, 4 .- + 245 
u. S, W., 
somit: 

“+ 2u, +4u, + Su, + ....<2le +, +0, +, 4 ...), 
woraus man, ähnlich wie oben, schliesst, dass, wenn die Reihe (1) con- 
vergirt, auch die abgeleitete (2) convergent ist und dass umgekehrt 
aus der Divergenz der abgeleiteten Reihe die Divergenz der Reihe (1) 
folst. Somit sind immer beide Reihen gleichzeitig convergent oder 
divergent. | 

Beisp. 1) Sei die ie: 


Itststgtct 
gegeben, so ist die ee ana Reihe: 


de 


in welcher man sogleich eine ne Reihe erkennt, deren Ex- 
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. 


au & 2 3 | 
ponent 2=e7, ist. Soll diese convergiren, so muss 5 a Ei | 


sein; unter derselben Bedingung convergirt daher auch die vorgelegte 
Reihe; für jeden anderen Werth von r < 1 divergirt sie; für r —1 
geht sie in die natürliche harmonische über, deren Divergenz schon 
früher auf anderem Wege bewiesen wurde. 
2) Die gegebene Reihe sei: 
1 i 1 
SEE 2 (log 2)" 735 (log 3)" al 4 (log 4)" 


so ist’ die abgeleitete Reihe: 


BR, 











A r 3 5 ae Yale, a en 
1 3 Babe een ra ee a = BEE Fe a 
ee}, K al A Be “ i . > a 


+ 
2 


1 1 1 
ET (iog 2m F Top an fogan ro 


welche man, da (log 2" — g" o 2)” ist, leicht auf die Form: 


1+ ar (: en 5m en n eye 2 1 ) 


bringt; da nun die Reihe in der Klammer für m > 1 convergirt, so 





gilt dies auch von der vorgelegten Reihe. Für m <1 ist dieselbe divergent. 


3) Untersuchen wir noch die Reihe: 


+. 


so erhalten wir als abgeleitete Reihe: 


le 


welche wieder leicht auf die Form: 


(log 2.)0 Ja 3a n& 
teen ti 


gebracht werden kann. Für die eingeklammerte Reihe hat man nun: 














Us mM+1) n" EA IR 1 E\e 
RR a: Yn(a—1) 2 Y(n—1)(a—1) a Ja—ı x np ut l ar n ! 
und es ist: 


1 er 1 
im zu (1 +,) Fer 
dieser Grenzwerth ist kleiner oder grösser als 1, je nachdem a grösser 
oder kleiner als 1; die abgeleitete Reihe, und mit ihr die vorgelegte, 
convergiren daher, wenn a >1; sie divergiren für a<{1. Für «= 1 
findet gleichfalls Divergenz statt, da für diesen Werth die abgeleitete 
Reihe in die steigende Reihe: 1+-2-+3-..., deren späteste Glieder 
unendlich gross werden, übergeht. 


32. Die Reihe vv -+ u, + u, +4... convergirt, wenn für 
einen beliebigen Werth von r>1I!», der Ausdruck n’u, <h 
ist; sie divergirt, wenn, für r<1, der Ausdruck nu, > h 
ist, wobei k irgend einen angebbaren Werth bedeutet. 

Denn im ersteren Falle ist: 

h 


h 
 — n+1)'’ 


m" $) Un+2 re W.; 


BE a 


folglich : 
3% 
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1 1 1 | 
Un + Unrı + Unsg +... <h (testet 


allein die eingeklammerte Reihe ist die auf das (n — 1)t° Glied folgende 





| 
; 


1 1 
Ergänzung der Reihe 1—+ Ser: Ar +. ., und convergirt, wenn r >1 


ee. 


[$ 31, Beisp. 1)]; um so mehr muss dies bei der linksstehenden Reihe 
Un + Un+ı +... der Fall sein, gleichgiltig, welchen bestimmten Werth 
auch A" haben mag, da ihre Summe kleiner ist. 


I 


Im zweiten Falle ist: 


1 .. 
Un Sr Un+1 — Un+2 +- > .—h (e + (n +1) + Loy .. ) s 


die eingeklammerte Reihe divergirt aber, wenn » < 1 und ihre Summe 


Bl Zi ae 0 7 SO Zac Zn Alm 0 2 m ho 










wird mit wachsendem » unendlich gross; um so mehr wird die Reihe 
linker Hand, deren Summe grösser ist, divergiren. 


Beisp. Die vorgelegte Reihe sei: 














Br 44 DB (n + 1)* 
& ex De a N u 
an, PET he et a ne+ß Tess 
unter «@ und ? positive Zahlen verstanden, so wird: 
1\« 
1 EN 
.n+1) ( +,) 
NM MRS : 
ne*? nen 
; DARAE Be Be 
Da nun jedenfalls (i + ) >>:1.: 50, It Nu Be setzt 
RR nen 


man also r = Pf, so wird n".u, > 1 und die Reihe divergirt daher, 
wenn Pß—=r <l1. 
Et 1\« ! 
Anderseits ist, von dem Werthe n—2 an, stets [I + — } <{2“, somit 
N 
I 
ne" 


wenn noch ? =r > 1, die Reihe convergiren, 


; setzt man wieder r—=Pß, so wird n".u, < 2°, folglich, 


ale 


33. Aus dem im vorhergehenden $. entwickelten Kennzeichen ergeben 
sich als specielle Fälle noch folgende Sätze: 

a) Die Reihe u, + u, + u, +... convergirt, wenn, für 
einen beliebigen Werth von r >1, der Ausdruck: mn’. 
beim unendlichen Wachsen von na unendlich klein, also 
lim n’.u, == 0 wird. ; 
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Denn in diesem Falle wird offenbar der Ausdruck n".«w, stets 
kleiner sein, als irgend ein bestimmter Werth A, und somit die Reihe, 
unter der Voraussetzung r — 1, convergiren. 


Der Satz darf jedoch, wie aus dem vorhergehenden $. erhellt, 
nicht umgekehrt werden. 


b) DieReihew, u, +u,+...divergirt, wenn lim n.u, 
— hist, und h einen von Null verschiedenen Werth hat. 


Da nämlich die Reihe, wenn sie convergiren soll, nothwendig eine 
fallende sein muss, so hat man: 


Unaı I Uns2 + Unıss +... 4 Um >N.un, 4. I. > 3(2n. us). 


Ist daher, wie vorausgesetzt wurde, lim (2n. u) —=h>>0, so bleibt 


die Summe von » Gliedern, wie gross man auch n nehmen mag, und 


um so mehr die Summe der spätesten Glieder, stets > 53h, woraus 
die Divergenz der Reihe folgt. 


So ist z. B. für die harmonische Reihe: 1 #4 +14... limn.w, 
1 ’ : ö x : : 
= Jim (" =) — 1; dıe Reihe ist daher divergent, wie bereits früher 
n 
auf anderem Wege gefunden wurde. 


Auch dieser Satz lässt sich nicht umkehren, indem sehr wohl 
lim».u, = 0 sein und dennoch die Reihe divergiren kann. Zwar wird 
in diesem Falle, da 


Unsı F Uns? + Un+s + --- + Um <IN.Unsı <R.Un 


ist, die Summe dieser aus »n Gliedern bestehenden Reihe beim unendlichen 
Wachsen von %» sich unbegrenzt der Nulle nähern; da jedoch die Reihe 
aus unendlich vielen solchen Gruppen besteht, so kann ihre Summe 
gleichwohl über alle Grenzen hinaus wachsen. Ein Beispiel bietet 
die Reihe: | 











1 1 1 
2log2 31log3 Te Alog se 
1 1 
- für welche lim ».u, = lim (n m ) — me 22220 8jst, und 
nlogn log n 


deren Divergenz bereits früher [$. 31, Beisp. 2)] erwiesen wurde. 


34. Das in $. 30 entwickelte Kennzeichen reicht, wie schon bemerkt, 


: : . _ Un+i f > 
in dem Falle nicht aus, wenn lim ——- = | ist, was nicht selten und 


U 
namentlich immer eintritt, wenn der Quotient +1: % die Form 
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n" + An ! + Anl? +... +4 
"tan Ham"? +... + 
annimmt. Führt nun in einem solchen Falle der in $. 31 entwickelte 
Satz nicht zum Ziele, so bedarf man anderer Hilfsmittel, die wir im 
Folgenden nach Gauss entwickeln wollen. 
Es sei demnach die unendliche Reihe 
+ tw tut... ++ Wirt: .- (1) 


so beschaffen, dass der Quotient 


Uni | ne + Am An Sa P (2) 
Un "Han La,n"? +... + m p 


ist, wobei die Coefficienten A,, Ay, . . An, 4, Ag, -». . 4, vonn unab- 
hängig sind, und der Kürze wegen 


"+ Ant + An + ...+A=P (3) 
n" an + a"? +..+=pP (4) 
gesetzt werden mag, so gelten folgende Sätze: 
1) Ist die Differenz A, — a, > 0, also positiv, sonek 
die Reihe (1) eine steigende, und die spätesten Glieder 
werden unendlich gross. 
a) Ziehen wir (4) von (3) ab, so kommt: 
P—p=(A —a)n"!+(4A,— a)? +...+ 
+ (4A, — 0,)"9 +...+ (A— Mm) (5) 
Da der Voraussetzung nach (A, — a, ) positiv ist, so wird früher oder 
später, wenn nur » hinreichend gross genommen wird, der ganze zweite 
Theil dieser Gleichung positiv, weil das erste Glied (A, —a,)nk 1 
positiv ist, und [$. 16, i] endlich grösser wird als die Summe aller 
folgenden Glieder. Dann ist aber auch P — p positiv, also P>p, d.h. 
nach (2): Ur > %n, die Reihe (1) somit eine steigende. 


%) Vergleichen wie ferner die Reihe (1) mit folgender: 
k 


E us u: Un ZOEN, 
er ve er En (6) 
welche der Kürze wegen mit 


GH + ro +... eu 
bezeichnet werden möge, und wo % eine ganze positive Zahl bedeutet. 
Man kann nun, unter der Voraussetzung, dass A, — a, positiv, k 
immer so wählen, dass die Reihe (6) eine steigende wird. Denn man 
hat mit Rücksicht auf (6) und (2): 











U k k k 
n+l _ Um ‚Un NM. NUn+1 


TEE EL Ina 














2. a. AUF 1 Be, Fe Mf re = un Minnie Tesiiltie = „1, 200 ch Fi Pen U Ad 
” Den Brren ” re a le Fa A ® ” 
. “ Rare a Dr f . 
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n(n" + Ant + An? + ...4+ A) 
(nn +1)" tan! Han"? +... ta) 
Nun ist nach dem binomischen Lehrsatze, der für ganze und positive 
Werthe des Exponenten aus den Elementen bekannt ist: 


(MA nt HAM +... + An) 
— In" + (Ant + An? +...+ An) 
— nk A) (Ani +... + A)+:.. 
somit, wenn man bei .den zwei ersten Gliedern stehen bleibt und 
endlich mit » multiplieirt, der Zähler des obigen Bruches 


| — nl 4 kA" + .. 

Entwickelt man auf gleiche Weise den Nenner, so findet man: 
Re hl, nk 4 Re 

Ur nA (ak H1)n" +... 


nach («) ist aber die Reihe (6) eine steigende, wenn in dem Quotienten 











-_ die Differenz: kA, — (ka, +1)=k(A, —a,)— 1, positiv ist. 

Da nun A, — a, positiv vorausgesetzt wurde, so kann man %k immer so 

wählen, dass k(A, — a,) — 1 positiv, somit die Reihe (6) steigend ist. 

Sollen aber die Glieder der Reihe (6) immer grösser werden, so muss 
k 

im nt" Gliede n beim unendlichen Wachsen des Nenners n noth- 


wendig auch der Zähler u somit auch y u — it, unendlich gross wer- 
den, d. h. die spätesten Glieder der Reihe (1) müssen unendlich 
gross werden. 

2) Ist die Differenz A, — a, < 0, also negativ, so ist 
die Reihe (1) eine fallende, und die spätesten Glieder 
werden unendlich klein. 

7) Der erste Theil dieses Satzes erhellt sogleich wieder aus Gl. (5), 
deren zweiter Theil früher oder später das Zeichen des ersten Gliedes 
(A, —a,) n'-1 annimmt, also negativ wird; daraus folgt P<p, d. i. 
Un+ı < Un; d. h. die Glieder der Reihe (1) nehmen fort und fort ab. 

ö) Vergleichen wir ferner die Reihe (1) mit folgender: 


au A a tat N) ws Hi... (MD 
deren Glieder wir wieder mit U,, U,, Us, ... U, ... bezeichnen wollen 
und wo %k eine positive ganze Zahl ist. Es ist nun wieder leicht zu 
zeigen, dass man % immer so wählen kann, dass die Reihe (7) eine 
fallende werde. Denn für diese Reihe finden wir: 





Yo) 
3 


ENTE ER 


k EN w 
x 
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Un nr 1)um4ı a ea 


U En 
es hängt somit das Steigen oder Fallen der Reihe (7) von der Differenz 
Ak+1—ak=1—kla —A,) 
ab, und man kann, da a, — A, der Voraussetzung nach positiv ist, X 
immer so wählen, dass diese Differenz negativ, somit die Reihe (7) 


nach 7) eine fallende werde, Sollen aber die Glieder dieser Reihe 








Kir. 5 3 a = 5 
U,== nu, immer kleiner werden, — gleichgiltig, ob sie dabei unend- 
lich klein werden oder sich einer bestimmten Grenze nähern, so muss 


nothwendig, wegen des unendlichen Zunehmens des einen Faktors 
k 


n, der andere un, folglich auch Vu %, unendlich klein werden. Ist 
demnach A, — a, < 0, so werden die spätesten Glieder der Reihe 
unendlich klein. 

3) Ist die Differenz A, — a, =.0, so nähern sich die 
Glieder der Reihe (1) beim unendlichen Wachsen von n 
einerbestimmtenGrenze, undzwarsteigend oderfallend, 
je nachdem die erste nicht verschwindende Differenz 
zweier gleichnamigen Coefficienten im Zähler und Nen- 
ner des Quotienten (2), z. B. A,— a, positiv oder nega- 
tiv ist. 

Sei demnach A, — a, =0, A, —4a,=0,u. s.w. und A, a, die 
erste nicht verschwindende Differenz, so wird aus (5): 

P—-p=(4,— a)" +... A — a), 

und es folgt nun ganz auf dieselbe Weise, wie wir unter a) und y) 
geschlossen haben, dass die Reihe (1) steigend oder fallend sei, je nach- 
dem die Differenz A, — «, positiv oder negativ ist. Dass aber in unserem 
jetzigen Falle, wo A, — a, = 0 vorausgesetzt wurde, die spätesten 
Glieder nicht unendlich gross oder beziehungsweise unendlich klein 
werden, sondern einer bestimmten Grenze sich immer mehr und mehr 
nähern, erhellt aus folgenden Betrachtungen: 

Sei zuerst A, — a, > 0, also die Reihe (1) steigend und ver- 
gleichen wir dieselbe mit folgender: 


2 k 3 k 4\, W | ”W 1 k iR 
2) (ra (Heel) CE Jenni 


so haben wir, wenn die Glieder derselben mit U, bezeichnet werden, 
Dass AM&— 1 la an HAn Hr. .+A) 
nn Han! +... + a) 


U, nm’ U 


somit, wegen: 
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Men m LI ih, ,, 


nach verrichteter Multiplikation im Zähler und Nenner: 

BAR ER nah TAN EN + (A, el k) yk+h—2 + REN, 

ah mkah—ı n2k+h—2 

U, NT ER 
Da nun A, — a, —= 0, so hängt das Steigen oder Fallen der Reihe (8) 
von der ersten nicht verschwindenden Differenz gleichnamiger Coeffi- 
cienten ab; diese ist bier: 

| A, kh— ,=(4, 9%) —K 

und man kann % offenbar immer so gross wählen, dass diese Differenz 


negativ, und dadurch die Reihe (8) eine fallende wird.“) Nun ist aber, 








: 5 < n k P ; 
da n eine positive ganze Zahl, immer ) Un > Un, 4. h. die Glie- 
| n 


der der fallenden Reihe (8) sind fort und fort grösser als die corre- 
spondirenden der steigenden Reihe (1), woraus folgt, dass die Glieder 
der ersteren nicht unendlich klein, die der letzteren nicht unendlich 
sross werden können und daher einer und derselben bestimmten Grenze 
sich nähern müssen. 


Sei ferner A, — a,<{ 0, somit die Reihe (1) eine fallende und 
vergleichen wir dieselbe mit der Reihe: 


ST 2 \ı 3\r, n—1\k nk 
Ö, (>)'w, (Su 2) u; ae eo) Uns (,) Uni. 2% 19 


Für diese Reihe wird 


2k , 2k 
Unz+ı n°*. Uni ne ( 


a + Ant! + An? + ...4+ An) 





U er u, (— 1A Ham Tan... + m) ' 





und nach gehöriger Enntwickelung: 
Ussy a + ER ae + DE + VER 





U, Rn pzı+h - a, yzkah —1 - (4, BUT ee 4 Er 
Das Steigen oder Fallen der Reihe (9) hängt nun, dd A — a, =0, 


von der Differenz (A, — a,) + %k ab, und man kann offenbar k immer 
so gross wählen, dass diese Differenz positiv wird. Dann ist aber die 





. . . . NN t A . . . 
Reihe (9) eine steigende, und da B — ) .%, Immer < u, die Glie- 





N 
der dieser steigenden Reihe somit immer kleiner sind als die corre- 
spondirenden Glieder der fallenden Reihe ah so schliesst man wieder, 
*, Ist, wie oben vorausgesetzt wurde, A, — d, = 0, so genügt jeder 
positive Werth von % dieser Bedingung. 
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wie im vorigen Falle, dass die Glieder beider Reihen sich einer und 
derselben bestimmten Grenze nähern müssen. 


4) Die bisherigen Untersuchungen geben über das Steigen oder 
Fallen der Reihe (1) zuverlässige Auskunft, und man sieht, dass die 
Reihe nur dann convergiren könne, wenn A, —a, <O0, 
oder negativ ist, weil nur in diesem Falle die spätesten Glieder 
unendlich klein werden. Ueberdies wird zur Convergenz der 
Reihe (1) noch erfordert, dassa — A >-+1 sei. 

Um dies nachzuweisen, vergleichen wir die Reihe (1) mit der Reihe: 


v.2#u,,. 3u,, u, 2. nun, nn (10) 
deren Glieder wieder mit U, bezeichnet werden mögen, so haben wir: 


Uns __ Be 1)" Uns. RD ra "+4, I 


U 











ER nk. un nk(n" Lan Lan L.... 4%) 


d. i. gehörig entwickelt: 


EBEN, Be nlı+k ar (A, ..- k) nl tk—1 +. 
STR T yhı+k SE A, pr kl Er 
Ist nuna, — A, > 1, so kann man immer k > 1 und so wählen, 
dass die Differenz A +%k — a, =k — (a, — A,) negativ werde; dann 
werden aber, vermöge 2), die Glieder der Reihe (10) beim unendlichen 
Wachsen von n a klein, so dass lim n*. u, == 0, während k >1, 
woraus nach $. 33, «) die Convergenz der Reihe (1) folgt. 





Ist jedoch a — A, < 1, und man setzt k = 1, so wird die Diffe- 
renz ik — (a, — 4A,) entweder = 0 oder > 0; im ersten Falle nähert 
sich nach 3) die Grösse »., einer bestimmten von Null verschiedenen 
Grenze, im letzteren wird dieselbe nach 1) mit wachsendem n unend- 
lich gross; in beiden Fällen hat also lim».w, einen von Null ver- 
schiedenen Werth, womit nach $. 33, b) die Divergenz der Reihe (1) 
erwiesen ist. 


Die Convergenz der Reihe (1) ist demnach an die 
Bedingung a, — 4, >-+ 1 gebunden. 


35. Zur Erläuterung mögen folgende Beispiele dienen. 
1) Die Reihe: | 
Aa x 











1 : ——t.. 
Ht+st te tgnte Fur: 
divergirt; denn es ist 
0 2n —1 —ı - 
re et — 72, mt A -a=—- La —- AH 


u,  Mm+1 oo n+} 
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die Reihe ist also zwar eine fallende, deren späteste Glieder unendlich 

klein werden, weil A, — a, <{ O,. wie man dies auch unmittelbar 

erkennt; sie divergirt aber, weil a, — A, die Einheit nicht übersteigt. 
2) Für die Reihe: 








RR 10371 en] 5% ..(2n — 3) 1 
1 Fre ; = 3 N. ..e 
8 tarsts a ne + Se asp 
findet man: 
me 2-1) n""—n+41 








U 2n(2n + En n?+4n 
3 
danın ,— A, =+ 5 >1, so ist die Reihe convergent. 


3) Betrachten wir die Reihe der Binomialcoefficienten: 











2 ne mn. 
Kane Be = (a) 


in welcher, damit die Reihe nicht abbreche, m keine positive ganze 
Zahl bedeuten soll. Man findet: 


nr mm —1)...m—n) mim —1)...(m—n +1) n—m 
ers Hl) 123 eo ni 
das negative Zeichen des Quotienten deutet an, dass die Zeichen der 
Glieder der Reihe früher oder später (und zwar sobald n>m geworden 
ist) zu wechseln beginnen, daher zur Convergenz nur noch das unend- 
liche Abnehmen der Glieder erfordert wird. Dies findet statt, wenn 
A, —a, =—m—-1 negativ ist, was dann der Fall sein wird, wenn 
m keine negative die Einheit übersteigende Zahl ist. 
Für die Reihe: 
m(m—1) m(m—1) (m — 2) 

















1— - — ER 
Bea 1.2.3 3 
6) 
n m(m— 1)... m —n+1)._ 
as, 122,8. a 
wird 
Un . RM 
ran LI 


woraus erhellt, dass der im Anfange stattfindende Zeichenwechsel, 


sobald n >> m geworden, aufhört; zur Convergenz der Reihe wird daher 


erfordert, dass „— A, =1+m>-+1 sei: diese Reihe conver- 
girt daher für jeden positiven Werth von m. 
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4) Untersuchen wir noch die Reihe: | 
rt KeleFUehrh) ste + Die DE 

1.7 2.yYyHl) 1.223 
wobei wir en dass «, Pf, 7 keine ganzen negativen Zahlen 
und von OÖ verschieden seien, damit die Reihe weder abbreche, noch 
durch Glieder, deren Nenner —=0O werden, eine Störung erleide. Man hat: 


(+1)... n— 2) 





+..., (€) 














a el SE Re ) 
"1.2.3... —- N).yYyH+1)...a nn 2) 
folglich: 
ins (ern BE Tn ZI), nen 
en n(y+-n—1) n?+(y—1)n 


Hier ist A=a+Pß—2, a =y—1, also AA —a,=a+ß—y—1; 
die Glieder der Reihe werden also unendlich gross oder unendlich 
klein, je n negativ; sie nähern 
sich fortwährend einer bestimmten Grenze, wenn +? — y—1=0, 
und zwar steigend oder fallend, je nachdem (ea — 1) (P— 1)—=aß —y 
positiv oder negativ ist. Die Reihe convergirt aber nur dann, wenn 
,— 4, >1dira+ PB —y negativ ist. 
Für #% —= 1 verwandelt sich die obige Reihe in folgende: 
1 eltern 1) At. (a) 
DENE en 
deren Glieder unendlich zu- oder abnehmen, je nachdem @ —y positiv 
oder negativ ist, und deren Convergenz an die BedinnunE v—-a>!l 
geknüpft ist. 

















36. Mit Hilfe der so eben untersuchten Reihe (d) |$. 35] beweist 
man noch leicht die folgende Regel: 

Die Reihe ww + wu, + u, +4 .... convergirt oder diver- 
girt, je nachdem der Grenzwerth: 


% 
lim n (' en 2 = ;) 
Un 


grösser oder kleiner als die Einbeit ist. 
Es sei zunächst A > 1, und 9 eine zwischen 1 und A liegende 
Zahl, so muss von irgend einem bestimmten Werthe von n = %k ange- 


n+l 


fangen, das Produkt (: a grösser als ö bleiben, weil es sich der 


ı 
Voraussetzung zufolge der Grenze A>>9 unendlich nähert. Es ist daher: 


>, («+ 1) (1-2) > 0, (+2) ( 


Uk+1 
uU. 8. W. 
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. Hieraus folgt: 


u Ur +2 rm Uri 2 is = a 
k+2—9 _k—6 k+1—6 k +2 —6 
1 2 ER 1 a mar; 
Addirt man diese Ungleichungen, mit Hinzufügung der Gleichung 
U, = %%, so kommt: 
Ur 4 UR+1 —- UR+2 77 U%+3 + ... es 
Bu ,v a Eee et ad. 
(k+1) k(k+1)(k +2) 
die Reihe in den Klammern geht. aber aus der Reihe (d) [$. 35] 
hervor, wenn man @—=k—$#, und y=% setzt, und convergirt, weil 
„—a@==# grösser als 1; mithin ist auch die Reihe. linker Hand eine 
eonvergirende. 
Ist A<1*), und 6 eine zwischen % und 1 liegende Zahl, so muss 
wieder von einem bestimmten Werthe von n = angefangen das 











Up+3< 


Ur; U. S: W. 

















Produkt » (i ei) kleiner als 6 bleiben, und man erhält nun: 


n 
ut Wrı + Wr2 + Urs + --- > WR, 
wo mit R die oben in den eckigen Klammern stehende Reihe bezeichnet 
ist. .Diese Reihe ist aber nunmehr divergent, weil d<{ 1, also divergirt 
auch die Reihe u; + w.4ı + - - - - 
Für A = 1 lässt dieses Kennzeichen die Beschaffenheit der Reihe 


e F { . Un+ı 
unentschieden ; meistens ist dann lim — 





von der Einheit verschieden, so 
Un 


dass das in $. 30 entwickelte Kennzeichen zum Ziele führt, und umgekehrt. 
So ergibt sich z. B. durch Anwendung des obigen Kennzeichens un- 
mittelbar die Gauss’sche Regel für die Convergenz einer Reihe, für welche 
A NE AR 
anti an. 
denn man findet sofort: 
x (i Br —e) An a a 
IR aan... Fa 
Bra A) 


er Fr ’ 


| x 
1 + a, BR 

















*) Da die Reihe «, -H u, + ..-, wenn sie convergiren Soll, eine fallende 
sein muss, so ist uUn+1 < Un und es kann daher h nicht negativ sein. 
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ein Ausdruck, dessen Grenzwerth =a, — A, ist; die Reihe convergirt 
also," Wenn 0. 2A, 24 


37. Wir haben schon im $. 24 bemerkt, dass bei Reihen mit 
positiven und negativen Gliedern die Ordnung der Glieder nicht ohne 
weiteres verändert werden darf, weil hiedurch die Beschaffenheit der 
Reihe sich ändern und die etwa früher vorhandene Convergenz verloren 
gehen, oder wohl auch, wenn dies nicht geschieht, die Summe der 
Reihe eine andere werden kann. 

Betrachten wir z. B. die bekanntlich convergirende Reihe: 


1 1 1 1 1 1 
ee 
D at 3 1t35 ae SYGER EN ) 
und bilden aus derselben die Reihe: 
1 1 1: 1 1 
Heer ih FE 
8 EI: 3 2 AR 5 +5 .+- a str 4AN— In (2) 


indem wir auf je zwei positive Glieder ein negatives Be lassen , so 


ist wohl auch die Reihe (2) convergent, ihre Summe S’ jedoch von 8 








verschieden. 
Denn setzen wir: 
1 ); 1 Tr 1 
Ss, = 1 T E 
& 2 ar 3852 Ra In-—1 an 
i 1 1 1 r 1; 
Sn=1+t_. -—-< Ste ie ren ee 
3 ae 1er An—ı7 >39 
h 1 
so werden sich, da beide Summen bis: zu dem negativen Gliede — EP 
fortschreiten, in der Differenz S’„ — $, sämmtliche negative Glieder 


aufheben, eben so die positiven bis zu jenem Mi. inclusive, so dass: 


el 
en +1 2n + 3 a 


Hieraus folgt beim unendlichen Wachsen von »: 


1 
Mer Se ar ABFRER, Bes: ot De —)" 








m SP Sn +.. .t — 


sn 





Die eingeklammerte Reihe enthält » Glieder und Re Werth liegt 


1 1 
nothwendig zwischen den Grenzen n . — —— und n..———— , also 
An — 1 2n +1 
\ 1 17 Be 1 % 
um so mehr zwischen den Greuzen 2. —- =— und n.— —= _, wie 
An 4 2n 2 


gross man auch » nehmen mag. Bezeichnet man diesen Grenzwerth 
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mit k, wo also % eine zwischen 4 und % liegende Zahl bedeutet, 
so Ist: 

rt %, 
woraus folgt, dass die Reihe (2) zwar convergirt, wie die (1). ihre 
Summe aber eine andere ist. 


Der Werth von % lässt sich leicht bestimmen. Da wir nunmehr 
der Convergenz beider Reihen versichert sind, so steht nach dem am 
Schlusse des $. 24 Gesagten nichts im Wege, die Glieder in Gruppen 
zu vereinigen und zu setzen: 


al en mer, ech 
1 1 1 n 
an SE (an —2) Hr a) ER 


1 1 l RE 1 1 
—=(1+.—.)+1lz DE 
( = 3 ;) 3a (: 17 „+ + en + 
Hieraus folst: 











De 
++ nn .)+- Hu tz + 
(— u) + + ut 


n 
rl re 

















Es ist demnach gs! 


Ein anderes Beispiel bietet die Reihe: 

E 1. 1 1 1 

5 +- Fe +... pe 4, ,,, 5) 
UBER A Van—ı Van e) 
welche, zufolge $: 28 convergirt. Versetzen wir wieder die Glieder wie 
im vorhergehenden Beispiele, so erhält man die Reihe: 


Ser — 1 




















.\ 1 1 1 ii | 1 1 
1 _ — Se een — — 
ve va oe Vai 
1 
ES HN Aa) 
Von 


1 SR bi; be 2 ‚ ‚v6 
ee 7: en - ; 
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von deren Divergenz man sich leicht auf folgende Weise überzeugt. 
Bezeichnen wir wieder mit S, und 8’, die Summe der Anfangsglieder 


beider Reihen bis einschliesslich zum Gliede ee so erhalten wir 


2m 





auf gleiche Weise wie oben: 

1 1 1 1 
— 2} _ 2 p 2 ee 
Yar+1.. Var 3 Vor VY4n-—1 
Diese Summe besteht aus » Gliedern und ist nothwendig grösser 


1 N n 
als 2. ————, also um so mehr grösser als —- ein ‚ welcher 
yYAn—1 Yan 2 
Ausdruck mit rn unendlich gross wird. Man hat also im I, = S + » 


woraus die Divergenz der Reihe (4) folgt. 


en ua S, 

















Durch Verallgemeinerung des in diesen Beispielen angewendeten 
Verfahrens lassen sich nun leicht allgemeine Sätze über die Beschaffen- 
heit der Reihen gewinnen, welche aus anderen durch Aenderung in der 
Ordnung der Glieder entstanden sind. 


Es sei: 
S=ut+%w+Ww+:...+W.-+:.. (A) 
eine convergirende Reihe mit positiven und negativen Gliedern, aus 


welcher durch Versetzung der Glieder nach einem bestimmten Gesetze 
die Reihe: 


S=-v+, +%,4+..:+mt::: (B) 
gebildet werden möge. Endlich sei: 
yo ti u free (6) 


die aus (A) entstehende Reihe, indem man alle Glieder positiv nimmt. 
Die Reihen (A) und (C)) unterscheiden sich also nur durch das Zeichen 
einzelner Glieder, so dass, vom Zeichen abgesehen, allgemein u, = t,. 
Mit S, S', X mögen die Summen der drei Reihen bezeichnet werden, 
wenn dieselben convergiren. Es können nun zwei Fälle eintreten: 


1) Die Reihe (C) sei convergent. Dann convergirt noth- 
wendig auch die Reihe (B), wenn man alle Glieder positiv nimmt 
[$S: 24], um so mehr daher bei dem stattfindenden Zeichenwechsel. Die 
Summen NS, S, 5’ haben daher bestimmte endliche Werthe. 

Es seien nun I, und E,„;ı die Summe von » Anfangsgliedern 
und die zugehörige Ergänzung der Reihe (C), so ist 

S,=1b+, +..2..+ m Dh ha tue rer 


lim =. = TR lim org uns 0, 











n en FR 
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Ebenso sei $, die Summe von n Anfangsgliedern der Reihe (A), also: 
Sn — U, -F U, +...+ 1%; ESS Aber 
Setzen wir, was immer möglich, die Reihe (D) so weit fort, dass unter 
ihren n + % ersten Gliedern sich die » ersten Glieder «,, %,,... %, der 
Reihe (A) befinden, und nennen S’,.. die Summe’ dieser » + % ersten 
Glieder der Reihe (PB) so ist: 
td 
on ee Su + 6, 
wo 8, die Summe der den beiden endlichen Reihen gemeinschaftlichen, 
0 die Summe der übrigeu % Glieder ist. Lässt man » unendlich gross 


_ werden, so folgt aus dieser Gleichung: lim $’„;. = lim $, + lim o, d.i. 


S’=5- limo. Da aber die ersten » Glieder U, %yr. - Un, und nur 
diese, auch in der Summe >, enthalten sind, so muss 0, wenn man 
nöthigen Falles alle Glieder positiv macht, nothwendig einen Theil der 
Ergänzung E,;ı bilden und somit, da lim &,4ı = 0, um so mehr 


lim © —=0, also $S’ = $ sein. Hieraus folgt der Satz: 


Der Werth der Summe einer convergirenden Reihe, 
welche positive und negative Glieder enthält, ist von 
der Ordnung der Glieder unabhängig, sobald die Reihe 
convergent bleibt, wenn man alle Glieder mit positiven 
Zeichen nimmt. 

Die beiden Reihen (1) und (3) in den obigen Beispielen genügen 
dieser Bedingung nicht, indem sie, wenn man allen Gliedern das 
positive Zeichen gibt, sich in Reihen verwandeln, deren Divergenz für 
die erstere in S. 27 nachgewiesen wurde, für die letztere mittelst des 
im S. 31 vorgetragenen Kennzeichens leicht erkannt wird. 

2) Die Reihe (C) ist divergent. Setzen wir die Reihe (B) 
so weit fort, dass darin alle negativen Glieder vorkommen, welche in 
den % ersten Gliedern der Reihe (A) enthalten sind, und keine anderen 


negativen Glieder; sind nun hiezu k + 1 Glieder der Reihe (B) erforder- 


lich, so werden sich die Summen S, und S’,...ı nur dadurch unter- 
scheiden, dass in der einen eine Anzahl positiver Glieder fehlt, welche 
in der anderen enthalten sind. Nennen wir daher die Summe der 
letzteren 0, so ist: 


Sr N ai 
Lassen wir nun % unendlich gross werden, so sind drei Fälle 
möglich: 
a) Ist im = 0, so wird lim $’;+.ı = lim $;, somit, da der Voraus- 


setzung zufolge lim S;, = S5 eine bestimmte endliche Grösse ist, auch 
Henr, Höh. Mathematik, I. 3. Aud. 4 


SE I UETEIE EEE EN 
a KR g £: 
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S'—= 8; die Reihe (BD) ist daher convergent und ihre Summe gleich 
jener von (A). 

b) Ist limo==h ein endlicher bestimmter Werth, so wird’ —=S-+h; 
die Reihe (B) convergirt daher gleichfalls, sie hat jedoch eine andere 
Summe, als die Reihe (A). 

c) It imo =», so wird °—=8-+ ©, und die Reihe (B) ist 
divergent. 

Die beiden letzteren Fälle sind durch die zwei obigen Beispiele 
vertreten; um auch den. ersten Fall zu erläutern, bilden wir wieder 
aus der Reihe (1), welche durch Beseitigung des Zeichenwechsels 
divergent wird, die Reihe: 

1 1 1 1 











1 1 1 x 
le ES air ae ... te 


indem wir immer je zwei aufeinanderfolgende Glieder versetzen, SO 


wird Tür # 2% 











1 J 1 1 1 1 
—/]| — H en, ee 
> 2 zu 3 4 „ 5 + 2n 1 2n 
1 ji‘ 1 i 1 1 
’ INH SH Eu yet RR 2 re 
Del ste ae 2n —3 Mm’ 
1 
folglich S,..7 Br ge ee und limo — 0. Die Reihe (5) 


ist daher convergent und hat mit (1) die gleiche Summe. 


38. Von besonderer Wichtigkeit ‘sind in der Analysis jene unend- 
lichen Reihen, deren Glieder nach den steigenden mit positiven ganzen 
Exponenten versehenen Potenzen einer Variablen x fortschreiten, also 
von der Form: 

+ a2 + a,0” Ha +... + An" + act +... (1) 
sind, wobei die von x unabhängigen Coefficienten qa,, Q,, 4, u. 8. f. 
wieder für sich eine Reihe darsteilen 

Da & eine veränderliche Grösse vorstellt, so kann nur die Frage 
sein, für welche Werthe von x die Reihe (1) convergire. Hiezu wird 
nach dem in $. 30 entwickelten Kennzeichen erfordert, dass | 











1 
el ER e Q,+1 .: On+i 
lim = — lm or ern —z. lim ——<z5 
Uu An» %" Ay Ay 
Ou+1 = 


— A setzen, 





somit, wenn wir der Kürze wegen lim 
ı 


1 
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sei. Die Reihe (1) convergirt daher für alle Werthe von 


$ £ 3 1 ü 
2, welehe numerisch kleiner sind als 7’ d.h. welche zwi- 


AEE 1 1 
schen den Grenzen — Zi und fer, liegen. Für alle ausserhalb 
derselben liegenden Werthe von x divergirt sie. Das Verhalten der 
“ 1 3 
Reihe, wenn man darin 2 = + 7 substituirt, muss nach den früher 


entwickelten Vorschriften besonders untersucht werden. 
Wie man sieht, können daher solche Reihen immer convergent 
gemacht werden, indem man x hinreichend klein nimmt; vorausgesetzt, 





a 
dass der Quotient 
On 


lich wird, wie dies ‚z. B. bei der Reihe: 1+1.22% 41.2.3” + 
Bear... der Fall- wäre, 
Beisp. 1) Für die Reihe: 
3 »* a" 


x x 
ne 
een sd, ee Se 








a, ; 1 | R 
ist A—lim =" — lim —— —0; die Reihe convergirt daher für alle 
On n+1 
| 1 1 
Werthe von x, welche zwischen Ei und Es d. h. zwischen — » 


und +4 liegen; also für jeden beliebigen positiven oder negativen 


Werth von &. | 
2) Für die Reihe: 


a 


. In-+1 N 
hat man A ==lim —- — Jim 


An n-+1 
Werthe von x, welche zwischen —1 und +1 liegen. Für 2=1 geht 
die Reihe in die divergirende natürliche harmonische über; für 
2 = —1 in die wegen des unendlichen Abnehmens der Glieder und 


| 1 1 
des Zeichenwechsels convergirende Reihe: — 1 + BUS nu EN 





— 1; daher convergirt sie für alle 








i 3) Für die Reihe: 





m m (m — tar: nm —1)(m 2 
1.2223 
findet man A —lim "+! — Jim = 7) — — 1; diese Reihe con- 
n n 
4* uiveR® 
ol 





1 « F ° : 
beim unendlichen Wachsen von n nicht. unend- 


02 


vergirt daher ebenfalls nur für Werthe von x, welche zwischen ET 
und + 1 liegen. Für == + 1 selbst haben wir das Verhalten dieser 
Reihe in $. 35 untersucht. 


39. Wenn zwei Reihen: 
„tae +0,” ta +... +0 #77 (1) 
u, +2 +ba” + ba? +... + ba Kr (2) 

für einen bestimmten Werth von x convergiren, So ist 
auch diedurch Addition odef Subtraktion dieserReihen 
enststehende neue Reihe für denselben Werth von & 
convergent. 

Denn es sei: 

S=a,+tw2+02° +a,.’+...4+ a." 
n=b, +br +ba® + ba? +... 4 am, 

somit: 

5, ED=(a +5) re +b)2e + 0 er 

1: (ay_ı + PER 

bezeichnen wir nun mit $ und T die Summen der beiden unendlichen 
Reihen (1) und (2), so dass also $ — lim $,, 7’ = lim T,, so geht die 
letzte Gleichung, wenn man in derselben » unendlich wachsen lässt, 
wegen lim 085 + TI) =eim se cr a I Dee über in: | 
St T=(a, +b,)+(a + )c#... +4 be 
woraus erhellt, dass die Summe der rechts stehenden Reihe an die 
Grenze S + T gebunden ist, die Reihe somit convergirt. 


40. Wenn die beiden Reihen: 
tar ta +0 +... + mar +... EN 
u, tb + be? + bat... +"... Bez 


für einen bestimmten Werth von x convergiren, der 


allen Gliedern gleiche Zeichen ertheilt, so ist das Pro- 


dukt derselben wieder eine convergente Reihe, und 


deren Summe gleich dem Produkte der Summen der 


beiden Reihen. 

Setzen wir für die (n + 1) ersten Glieder beider Reihen: 
=, +4x° + a2: ta, +... mer 

T,=b, + 5,2 + b,r® + b,2° + .. + bu", 


so erhalten wir durch Multiplikation : 
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= ad, + (ad + ab) +... ++... 
+ a,b,)&" + ...4 ba", 
somit ist, wenn wir die Summe der n +4 1 ersten Glieder des Produktes 
mit P, bezeichnen, also 


Pr, = ab, + (a0 + ab) +:::- + un +... + mb,)e" (3) 
setzen, offenbar 

4% — I N, 
da die auf das mit x" behaftete Glied im Produkte $,7', folgenden 
und in P, fehlenden Glieder der Voraussetzung nach sämmtlich positiv 


; h 5 > PL x N 
sind. Sei ferner m die grösste in 5 enthaltene ganze Zahl, also m = 5 
n—|1 . 

oder = ae nachdem n gerade oder ungerade, und 

Sn=a, tar + a.” + a,’ +... + au8" 

Ti = b, a b,% = b,x° -F b,0® ar ET. 1 Dnx", 
somit 

SuTn= ad, + (ad, + ab,)ceHt.:: 4 anne", (4) 

so ist: 


En E>. un {8 D 


wovon man sich durch Vergleichung der beiden Ausdrücke (3) und (4) 
leicht überzeugt. Es ist daher: 
Sen. She; 

lassen wir nun m, folglich auch m unendlich wachsen, so nähern sich 
die Produkte S,, T,. und $, 7, beide der Grenze ST, wenn wir wie- 
der mit S und 7’ die Summen der beiden unendlichen Reihen (1) 
und (2) bezeiehnen, somit muss auch lim P, = ST sein, da P, immer 
zwischen den Grössen 5, 7. und 8, 7, eingeschlossen ist; womit der 


ausgesprochene Satz bewiesen ist. 


Haben die beiden Reihen für den besonderen Werth von & nicht 
durchaus ‚gleiche Zeichen, so können in dem Produkte &, 7, unter 
den, auf das mit x" behaftete, folgenden Gliedern auch negative vor- 
kommen, so dass dann nicht nothwendig P, <T S, 7, sein muss und 
die folgenden Schlüsse nicht mehr zulässig sind. In einem solchen 
Falle muss daher das Produkt der beiden Reihen in Bezug auf seine 
Convergenz besonders untersucht werden. 

Nur in dem Falle kann man noch der Convergenz des Produktes 
im voraus versichert sein, wenn zwar die beiden Reihen (1) und (2) 
mit wechselnden Vorzeichen versehen aber so beschaffen sind, dass sie 
auch noch convergent bleiben, wenn man sämmtlichen Gliedern gleiche 








Daichen ertheilt. Denn das Produkt würde dann convergent sein, wenn 2 
alle Glieder in den Faktoren gleiche Zeichen hätten, folglich um so 
mehr, wenn Zeichenwechsel eintreten. ä 


41. Wennin der unendlichen Reihe: 


oo ta + 1% +a0 +... 4 matt... 3 

















® da +1 .. ® = (4 
der Quotient —- für jeden Werth von n kleineristals E 
n x F 
eine endliche, übrigens willkürliche Grösse A, so ist f 
bei dem: unendlichen Abnehmen von & die Grenze der = 
Summe dieser Reihe =a,. 4 
Denn der Voraussetzung zufolge ist: 3 
a 2 =: | 
a, < Aa,, somit auch a, < Aa, und a,x” < 4qa,« { 
2 m3 Br ber 
A ee N a Ara: re 
43 4 3 4 3 
a, Ho, en < Aa 2 ae ae 3 
u. Ss. W. DS u. Ss. W. | 


Addirt man diese Relationen und gibt zu beiden Seiten a,2 = a,® 
hinzu, so folgt 


024 4,2? + a,0° ta, +... <axl1 +Ar + 4’%%’+ AR...) 
somit, wenn wir, was immer möglich ist, Az << 1, d. i. 2< = wählen, 


damit die in den Klammern stehende unendliche geometrische Reihe 





convergire, 
% Ä 1 
2 y3 4 : 
a, 6:4 0,8” +0,24 00° 2.8 PR 
Br 1 
e da nun beim unendlichen Abnehmen von x, lima,x. Tre 0 
— 4x 


wird, so ist auch 
lim(a,2 + 0,2? + a,0°® + a,x* + ...)=0, folglich 
ino+a2+a.? +8 +...) 4; 


ALLGEMEINE BEMERKUNGEN ÜBER DIE ENTWICKELUNG DER FUNKTIONEN IN 
REIHEN. — UNBESTIMMTE COEFFICIENTEN. 


42. Es sei: | 
otra2z tar” +a2°4+...+ me 4... 


eine nach steigenden Potenzen der Veränderlichen x fortschreitende 
Reihe, welche für alle Werthe von x, die zwischen den Grenzen 
— A und ri A liegen, convergirt, also eine bestimmte Summe hat. 


RR 
En R 








Letztere wird offenbar eine Funktion von & sein, so dass die Gleichung 
besteht: 

fea)=a,+tr2 + ar” +02 +... in za Fe (1) 

2 —= + 4A 

Man nennt die unendliche Reihe rechts vom Gleichheitszeichen die 
Entwickelung der Funktion f(x); der Werth der letzteren 
kann für jeden zwischen — A und + A liegenden Werth von x mit 
Hilfe der Reihe berechnet werden, und zwar mit jedem beliebigen Grade 
der Genauigkeit, indem man eine hinreichende Anzahl von Anfangs- 
gliedern addirt. Für Werthe von x, welche ausserhalb obiger Grenzen 
liegen, hört die Gleichung (1) auf, giltig zu sein; daher man die 
Grenzwerthe von x, innerhalb welcher die Gl. (1) zulässig ist, beizu- 
fügen pflegt, etwa auf die oben in (1) angedeutete Weise. 

Eine bestimmte Funktion f(x) kann nur auf eine 
Art in eine nach den steigenden Potenzen der Veränder- 
lichen x fortschreitende Reihe entwickelt werden. Denn 
hätte man z. B. nebst obiger Gleichung auch noch folgende: 


fl) =b, +b2 + b,0? + br? +... R 5 re z (2) 


so müsste für alle innerhalb der Grenzen — A und + A, — Bund + B 
gleichzeitig liegenden Werthe von x nothwendig 
„tar +02? +a0%° +..=b +2 +b2? +b2° 4... 
sein, also auch für x = 0, woraus sogleich [$. 41] a, = b, folgt. Dann 
ist aber, für jeden Werth von x innerhalb obiger Grenzen: 
az ta.” +a0 -...=b2 +b,.” + bad +... 
oder 

a tr +a0” +...) )=elb, +62 +6,87 4...) 
folglich auch 2 

a ta2 +a2°4+...=b +br +ba’+..., 

woraus wieder für 2 =0: a, —=b, folgt. Auf dieselbe Weise fort- 
schliessend, erhält man a, =b,, a, = b,, u. s. w., so dass also die 
beiden Entwickelungen (1) und (2) nothwendig identisch sind. Man 
kann daher auch folgenden Satz aussprechen: 

Besteht die Gleichung 
ta +0,” +00 +...=b, tb tb? be +... 
für alle Werthe von, welche zwischen denGrenzen — «& 
und +a liegen, wo eine dieser Grenzen auch —=0 sein 


y 
ER 


u 
A 





x 


ER 


kann, so sind die Coefficienten der gleichnamigen Po- 
tenzen von x einander gleich, d. h. esist: 


Ay SH a, = Dr A, a UM —b,, U. S. W 


Dieser Lehrsatz ist unter dem Namen: Satz der unbestimm- 


ten Coefficienten bekannt, und bietet ein sehr bequemes Mittel 
zur Entwickelung der Funktionen in Reihen dar. | 
Eine unmittelbare Folge dieses Satzes ist, dass, wenn die 
Gleichung: 
0=m+t ac + aa” +a,e® +... in inf. 
für jeden Werth von «& bestehen soll, nothwendig 
a a N N 


43. Zur Erläuterung der Anwendung des Satzes der unbestimmten 
Coeffieienten mögen folgende Aufgaben dienen: 
1 Aufgabe. Die gebrochene rationale Funktion 


in eine nach steigenden Potenzen von x geordnete Reihe zu entwickeln. 
Man setze: 


— u +0&24+082%° +.:..4 9,014 ver Ber 


so folgt durch Multiplikation mit a, + a, ®: 


A=u, Fo, | Hr me| 2 +... 4% x" eere 

| + mal Ha] er + hl 
somit, da diese Gleichung für jeden Werth von & gelten muss, nach 
dem Satze der unbestimmten Üoefficienten : 


A, = my EL +0, =0, 0,0, + ao, SO 


und allgemein: 
a, + 4, &n-ı = 0, 
woraus man 


Eis or ee De RE w 
REN I ZERO u. gr Bl S. 
o 0 0 
und allgemein: 1% 

re | 

1EiG, 1 

Te (m) 

Rs 


findet. Wie man sieht, erhält man jeden Coefficienten der Reihe, vom 





. 3 . £ d e BR 
zweiten angefangen, indem man den vorhergehenden mit — -! multi- 
n x 0 P 


a 
plieirt. 
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Eine Reihe von der Form: 


ont ae + a2 ++... + uw" 
heisst überhaupt eine rekurrente (oder rekurrirende, rück- 
laufende, wiederkehrende), wenn von einem bestimmten Gliede 
angefangen der Coefficient «, jedes folgenden Gliedes eine lineare 
Funktion der Coeffieienten einer bestimmten Anzahl von vorhergehenden 
Gliedern ist; wenn man also hat: 


On == pP kn-ı + Pokn—a + P3&n-3 a RE 
Die in diesem Ausdrucke vorkommenden ÜOoveftieienten 


| DELDIRDEE IN Bis, 
sind positive oder negative Zahlen, welche in ihrer bestimmten Auf- 
einanderfolge. die sogenannte Relationsscala der Reihe bilden; die 
Anzalıl derselben bestimmt die Ordnung der rekurrenten Reihe. Die 
Bildung des Coefficienten eines Gliedes einer rekurrenten Reihe der 
m‘ Ordnung nimmt daher die Coefficienten von m vorhergehenden 
Gliedern in Anspruch ; das Bildungsgesetz kann daher erst mit dem 
(m + 1)" Gliede beginnen. | 

“Diesen Erklärungen zufolge führt also die FEntwickelung der 


A | | 
Funktion -  ° auf eine rekurrente Reihe der ersten Ordnung, deren 
aut 4% 
Relationsscala: — — ist, wie aus (m) erhellt. 
eo | 
4,4+ 4,3 





‚Entwickeln wir noch die Funktion f(x) = — -— —— - 


setzen wir: 


er 4 a8 ir === mN—2 NL Aa 
en HART + 9% a a + 0,% +..., 


so erhalten wir durch Multiplikation mit dem Nenner: 
A, + A2 = a, + a0, | 2 Ht+...-+ a, \ en 
+ a,0,| + Aa | | 


x + A, An 
somit: 


| A,=4a,0, Aa, 4 a8 -. OA + am + Qgu-2, 
woraus 


A, Br 4, a0, 
v VE ; 
A, A, 
und 
a, A, 
On =, d—1 re Ün—2 
a a 





LE 


IR 
JE 5 


Rue % 





folgt. Der Ausdruck von «, zeigt, dass die Entwickelung der vorge- 
legten Funktion eine rekurrente Reihe der zweiten Ordnung mit der 
Relationsscala: 


Beer. 
Go ao SL 
ist. Das Bildungsgesetz beginnt hier mit dem 3'en Coefficienten «,, 
und es ist: 
: A, a, A, 
I, — — 0, I, 4, a, U. S. W. 
do a, an I, 








Allgemein lässt sich zeigen, dass die echt gebrochene rationale 
Funktion: 
A, + A8% + Ar +... + Am! 
ot a2 + ar +.:.4+ an" 


eine rekurrirende Reihe der n'%" Ordnung erzeugt, deren Relationsscala 





EL. ds; a4 An 





U, a, a, a 

ist, so wie, dass umgekehrt jede nach aufsteigenden Potenzen von & 
geordnete rekurrente Reihe, insofern dieselbe convergirt, einen ratio- 
nalen Bruch zur Summe hat. 

Einige Aufmerksamkeit auf den Gang der Rechnung in obigen 
zwei Beispielen zeigt, dass man in der angenommenen Reihe: 

ot +, +. 

nur so viele Anfangsglieder anzusetzen nöthig hat, als der Zähler Glieder 
besitzt, und nur so viele allgemeine Glieder, als der Nenner Glieder 
hat, die zwischen den äussersten Gliedern etwa fehlenden mitgezählt. 


2'° Aufgabe. Die unendliche Reihe: 
A, +40 + 4A,” + A? +... 
durch die gleichfalls unendliche Reihe: ; 
a + a2 + a2? + a0 +... 
zu dividiren, 
Da, wie schon in den Elementen gezeigt wird, das Produkt zweier 
Polynome: 
(„+a24+a,2°+..+ m") (+ MC H+ RR +... + mx") 
wieder ein Polynom von derselben Form A,+ A,e + 4,2” +... ist, 
so können wir den gesuchten Quotienten von der Form: 
ta tar’ +... 


annehmen, also 





ne wu rt um 
ET 
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| | 2 m3 
AA Aa +... ; N 3 

A a Te N A e nL AR he a An 
De RE a0 -Fr:: 
setzen, WO &y, %&%, Gy, &y, ... noch unbestimmte Coefficienten bedeuten, 
welche zu bestimmen sind. Multiplicirt man zu beiden Seiten mit dem 


Divisor, so kommt: 
4+42+42e +42 +..=(, + ar + 0,2” +0,0° +...) 
„tar ta8® +2” +...) 
— a, Tan) 2 ta) 2° + aa) 2° -+..., 
+ :4,0, + a0, | + a,o, 
+ a,%, + 4% 
20; 


woraus, da die Entwickelung für jeden Werth von x gelten muss, 





BR — 4,% 
A, =4a% + %% 
4, = +4 +4 9% 
ar A nn + mo, a0. + 0,0; 


DISS W: 
folet. Man erhält auf diesem Wege so viele Gleichungen, als man 
Coefficienten bestimmen will, aus welchen diese, da jene vom ersten 
. Grade sind, leicht erhalten werden. Man findet nämlich: 





A 06% A a a, 
A ea 1 — 2 ,+—u. s. w., 
a a a a a 
0 0 0 0 0 0 
und allgemein: 
a a a, 7 A, 
xt In 2 3 r % 
nn nen, 
Ay ri Ay Ay A, 


nach welchem einfachen Rekursionsgesetze die Coefficienten der Reihe 
nach leicht gebildet werden können. 

Wie man sieht, wird die Auflösung unmöglich, wenn a, — 0 und 
nicht gleichzeitig auch A, = 0 ist, indem dann die Coefficienten unend- 
lich würden; dieser Umstand deutet an, dass in diesem Falle der 
(Juotient nicht die vorausgesetzte Form @, + @,2 + @,2? +... haben 
kann. In der That überzeugt man sich leicht durch gewöhnliche Divi- 


{ A 
sion, dass er für a =:0 mit dem Gliede — — 


R RER 
müsse, welches Glied aber in der angenommenen Form nicht vorkommt 
und also auch nicht erhalten werden konnte. Man sieht leicht, dass 
mindestens eben so viele Anfangsglieder im Dividende —= 0 sein 
müssen, als deren im Divisor fehlen, wenn der Quotient die Form 


ot ME + %x” +... haben soll. 


#! beginnen 





> 
Ds 
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Wollte man übrigens z. B. den Quotienten: 


A,+rAe Ar An Hr... 
a2 + a,” Ha” + .... 

entwickeln, so setze man 

Asch A, 2 dA 

4 9,2 +0,20” +a0 +... 
bestimme sofort die Coefficienten «&,, &,,... wie oben, so ist: 
A A + 42°7 + Art. 1 
et a = a sr = — —(% +98 + ge 
4% + a,2° + a,%° + aX0° +... % 








—+ta2 + a +... 





Aus dem Gesagten geht demnach hervor, dass bei dem Gebrauche 
der Methode der unbestimmten Coefficienten zur Entwickelung der 
Funktionen in Reihen, die Form der zu entwickelnden Reihe 
im voraus bekannt sein muss, zu welcher Kenntniss in der 
Regel eine vorläufige Discussion der -vorgelegten Funktion ohne 
Schwierigkeit führt. Hat man die Form der Reihe unrichtig gewählt, 
so gibt sich dies bei der Auflösung der Gleichungen zur Bestimmung 
der Coeffieienten in den meisten Fällen wohl zu erkennen; doch gibt 
es auch Fälle, wo dies nicht geschieht und daher die Methode der 
unbestimmten Coefficienten zu unrichtigen Resultaten führt; ein Umstand, 
der vorzugsweise Veranlassung gab, dieser sonst durch ihre Einfachheit 
namentlich dem praktischen Mathematiker sich empfehlenden Methode 
strengere zu substituiren, welche jener-Vorwurf nicht trifft. Ueberdies 
hat man zu untersuchen, für welche Werthe von x die gefundene Reihe 
convergirt, denn nur für solehe ist sie zur numerischen Rechnung 
geeignet. ; 


5t° Aufgabe. Es sei die Gleichung gegeben: 


y=ax + ba”--+ ex? + de! + ead + ge (1) 
es soll umgekehrt x durch eine Reihe ausgedrückt werden, welche nach 
den steigenden Potenzen von % fortschreitet. 


Man setze 


x — 0y + Ay? + yy° + Wi + y 
so muss dieser Ausdruck von x offenbar die Eigenschaft haben, in die 
Gleichung (1) substituirt, diese zu einer identischen zu machen. Entwickelt 


man daher die aufeinanderfolgenden Potenzen von x, indem man dabei 


bis zu einer gewissen Potenz von % fortschreitet, nämlich: 








2? — ady? + 2apyd + a an PH... 


+ 20 + 2Py 
a —ady? + Ba’ßy: + 3op?l y +. 
+5 a2 | 
— ag HAaBy’ + .. 
ady? +... 


und substituirt diese in (1), so kommt: 


Rn 
| 


y=ay-tap|y tar |’ ni > E25 ae |’ a 
+ ba? 4 + 20aß 9 + 2bad 
+ ca? | # ne | + 20#y | 
+ 3ca”ß | + 3caß? 
+ da* + 3ca®y 
+ 4da®P | 
+ ea? 


Durch Gleichsetzung der Coefficienten der ann Potenzen von % 
erhält man sofort folgende Gleichungen : 


1 =/a0 | 
0 = aß + be” 
0 —=ay + 2boß + ca? 
0 —= ad + bP? + 2bay + 3ca?P + da! 
0 = ae + 2bad + 25Py + 3caß” + 3ca”y + Ada3ß + ea? 
| u. Ss. W. 
aus welchen sich die Coefficienten @, P, y, ... der Reihe nach mit 


Leichtigkeit ergeben. Diese Aufgabe ist, so wie die folgende, ein 
speeieller Fall des unter dem Namen: Umkehrung oder Reversion 
der Reihen bekannten Problemes. 

Ist, um ein besonderes Beispiel zu geben, die Reihe: 


x” 23 a 
SEE BITE UTEPIEW LT 


umzukehren, so erhält man: 


12.3 Is$r 1 
1—=y—,yV + BU 





Aus einigen wenigen Anfangsgliedern lässt sich übrigens mit 
Sicherheit kein Schluss auf das Bildungsgesetz der umgekehrten Reihe 
ziehen; und dies ist ein Grund, warum man auch diese wichtige Auf- 
gabe mit Umgehung der Methode der unbestimmten Coeffieienten auf 
anderen Wegen zu lösen suchte, wovon jedoch erst in der Folge die 
Rede sein kann. 








Hat die umzukehrende Reihe die Form: 


y=zatbe+ ca +da + ent +..., 
in welcher auch noch ein von & freies Glied a erscheint, so bringe man 
dieses zuerst auf die linke Seite der Gleichung, und hat dann, wenn 


man 9% — a = 2 setzt, die Reihe: 
2 —=bz + ca? + de? + ex! +... 
umzukehren. Die umgekehrte Reihe hat nun die Form: 
2— 02 + Pe + y®d Hd +..., 
wo die Üoefficienten nach obiger Vorschrift zu bestimmen sind. Durch 
Wiederherstellung des Werthes von 2 erhält man endlich: 


«—=o(y—a)+Ply— a)” + yly 0 ee 
Das Gesetz, nach welchem die Exponenten der Potenzen von y in 
der umgekehrten Reihe aufeinanderfolgen, hängt übrigens von jenem 
ab, nach welchem die Exponenten von & in der gegebenen Reihe fort- 
schreiten. Ist diese allgemein: . | 


JE anxk + bak+h + ek +2h + deck +3h + Se 
so hat die umgekehrte Reihe folgende Form: 
1+h 1 +2h 1+3h 


1 
may + Hut Hay +... 
4te Aufgabe. Es ist die Gleichung gegeben: 
ay + by? +ey®+dyt+eyP+..—Ar + Ba®+ Ca’ + Der + Bed t.. 


man soll y durch eine nach Potenzen von & fortschreitende Reihe aus- 


drücken. 


Setzt man: 


y=ax + Pa? + ya? + dat Head + ..., 
so muss dieser Werth von % die Eigenschaft haben, in die gegebene 
Gleichung substituirt, diese identisch zu machen. Entwickelt man daher 
die aufeinanderfolgenden Potenzen von %, (wie in der vorigen Aufgabe, 
nur © mit 9 vertauschend) und substituirt dieselben in die gegebene 


Gleichung, so erhält man zur Bestimmung von «@, P, y,.. . folgende 
Gleichungen: 5 

A—=.04 

B=aß-+ be? 


C=ay-+ 2baß + ca? 
Dad + 5?” + 2bay + 3ca?ß + da 
E= ae + 2bad + 2bPy + 3caß? + 3ca”y + Ada?ß + eo®. 


u. S. W. 
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DRITTES KAPITEL. 


VON DEN IMAGINÄREN GRÖSSEN UND DEN ALGEBRAISCHEN FUNKTIONEN MIT 
IMAGINÄREN VERÄNDERLICHEN. 


44. Schon in der Elementar-Mathematik begegnet man Zahlen von 


on 


der Form Y — a, womit, nach dem Begriffe einer Wurzelgrösse, eine 
Zahl bezeichnet werden soll, welche zur 2n'®" (also einer geraden) 
Potenz erhoben, ein negatives Resultat — a gibt. Eine solche Zahl 
existirt aber bekanntlich weder in der Reihe der positiven noch nega- 
tiven Zahlen, daher man Grössen von obiger Form imaginäre 
Grössen genannt hat, im Gegensatz zu den reellen Grössen, deren 
Werth durch positive oder negative Zahlen entweder genau oder mit 
beliebigem Grade der Annäherung ausgedrückt werden kann. 


Während man aber in den Elementen nur gelegentlich, 2. B. bei 
Auflösung der Gleichungen des 2°" Grades Veranlassung findet, imagi- 
näre Zahlformen zu betrachten und dort das Erscheinen solcher Grössen 
in dem Resultate einer Aufgabe ganz einfach als Kriterium betrachtet 
wird, dass der vorgelegten Aufgabe durch reelle Werthe nicht genügt 
werden kann, spielen diese Grössen in der Analysis eine höchst wichtige 
Rolle, deren Umfang in der Folge deutlich hervortreten wird. 


45. Die allgemeine Form, auf welche, wie sich später ergeben 
wird, jede imaginäre Grösse gebracht werden kann, ist p + g ai, 
wo p und qg reelle Grössen bedeuten. Unter dieser Form ist übrigens 
auch jede reelle Grösse begriffen, wenn man q = 0 denkt. Man nennt 
häufig Grössen dieser Form complexe Grössen, zum Unterschiede 
von rein imaginären, in welchen der reelle Theil fehlt. Die imaginäre 


Einheit VY— 1 pflegt man häufig der Kürze wegen mit dem Buchstaben 
i zu bezeichnen und es ist mit Rücksicht auf den Begriff der Wurzel- 
grösse: 


i—= V—1, 1? 


> 


| 
| 
ll 
-- 
} 
| 
| 
+ 


ER TTEER 
a a 7 a a 


EN eh ED ET 


ar r 
nk a! 


GA 


46. Unter Summe, Differenz, Produkt und Quotienten complexer 
Grössen versteht man die Resultate, welche erhalten werden, wenn man 
dieselben den Operationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation 
und Division nach denselben Regeln unterwirft, welche die Aritlimetik 
für reelle Grössen aufstellt. Hiernach ist: 

++ + etr)ta + HMi=rr% 

Pr - ee +d=R-rP) + Ni=P+W 

++ ler — a) ++ ae )i—=P+ Ki, 

Pte _ PHrÄWe— an) _ meta ta Tre T 

+ DH N »? + g° 
er ne ae 

a A a 


woraus man zugleich ersieht, dass die Summe, die Differenz, das 














Produkt und der Quotient zweier oder mehrerer complexer Grössen 
wieder eine complexe Grösse von derselben Form P + ®: ist. 


47. Soll die Gleichung 


. r » 
Prti-rHtrei (1) 
bestehen, so muss nothwendig 
. ’ 4 [9 
Pe (2) 
€ x ru, Det j . r 
sein, weil sonst ? = —— # folgen würde, was ungereimt ist, da die 
70:0) | | 


imaginäre Grösse ö—= V— 1 durch reelle Grössen nicht ausgedrückt 
werden kann. 

Setzt man in (1) 2==g’—=0, :so findet man mit Rücksicht auf 
(2), dass die Gleichung 


P+gi=0 (3) 
die Gleichungen 
P=0, 40 (4) 
zur nothwendigen Folge hat. Von diesen in den Gleichungen (1), (2) 
und (3), (4) ausgesprochenen Sätzen werden wir oft Gebrauch machen. 
Als eine Folge hievon kann bemerkt werden, dass man zwei Gleichungen 
A=—0, B=0, wo A und B was immer für reelle Ausdrücke bedeuten, 
immer in die eine: A + Bi == 0 zusammenziehen kann. 

Zwei complexe Grössen, wie + gi und p — gi, welche sich nur 
durch das Zeichen des imaginären Theiles unterscheiden, heissen con- 
Jugirt. Wie man sieht, ist ihre Summe = 2p, so wie ihr Produkt 
— 9»? + 9°, reell. 
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48. Jede complexe Grösse p + gi kann auf die Form r (cosp + ising) 
gebracht werden, wo r eine positive Grösse und ( einen reellen Bogen 
bezeichnet. Denn damit 


pt gdi=r(cosp + isingp) (1) 
werde, muss in Folge des vorigen 8. 
D—r6059, d=rsnp (2) 


sein, und die Werthe von r und lassen sich immer so bestimmen, 
dass diese zwei Gleichungen erfüllt werden. Quadrirt und addirt man 
nämlich die Glen. (2), so erhält man, weil cosp” + sinp® —=1: 
r? —=p” + g°, woraus 











— Vortr () 
folgt, welche Grösse nothwendig reell ist. Ferner folgt aus (2): 
Sin p = g .— en = COS ER == en (4) 
r Vr+2Q "r Vrr+g 


welche Gleichungen, da Vp? Eu 2 ist, immer erfüllt werden können. 


Auch ergibt sich durch Division der Glen. (2): 
q q 
tg p = —, und g =artge —, 5 
NE EN, (5) 


woraus man ebenfalls erkennt, dass, da die Tangente jedes Werthes 
von — © bis + © fähig ist, immer ein Bogen @ existirt, welcher 
der in (5) ausgesprochenen Bedingung genügt. 

Man nennt die Grösse r—=Yp?+ den Modulus der com- 
plexen Grösse 9 + gi, und nimmt, wie gesagt, denselben immer positiv. 
Für 9=0 geht die complexe Grösse p + gi in die reelle p, und der 


Modulus in r — Yp? — p über, d. h. der Modulus einer reellen Grösse 
ist diese Grösse, ihrem absoluten Werthe nach, selbst. Auch sieht man 
leicht, däss zwei eonjugirte Ausdrücke denselben Modulus besitzen. Das 
Binom cos@ + :sing heisst der reducirte Ausdruck. — Mit Hilfe 
dieser Umformung gestalten sich die Rechnungen mit imaginären Aus- 
drücken in der Regel weit einfacher. 


49. Es sei: 
2 + &i=r(c0sp + isinp), 
p» + gi=r(cosp + ising'), 
so erhalten wir durch Multiplikation: 
(+4) (pP + di) = rr' (cosp + isinp) (cosp' + Äsing'), 
und es kommt nun nur auf die Bildung des Produktes der reducirten 
Ausdrücke an. Es ist aber: 
Henn, Höh. Mathematik, I. 3, Aufl. ö 








(cos p + äsingy) (cosy' + ising') = cospcosp — sinpsing' .- 
+ i(singpcosp + cos psing'), 
somit nach einem bekannten goniometrischen Satze : 
(cosp + ising) (cosp' + isinp)—=cos(Pp+ gp)-+isin(p + g). (1) 
Multiplicirt man dieses Produkt mit einem ähnlichen dritten Faktor, 
so erhält man durch zweimalige Anwendung von (1): 
(cosp + isingp) (cosp + ising') (cosp” + isinp") = 
— !cos(P + p) + Äsin(P + Y')} (eosp” + ssing") 
=osp+PFFY) tin tr P) 
und da wir denselben Vorgang offenbar auf beliebig viele Faktoren 
ausdehnen können, so ist: 
(cosp + isinp) (cosp’ + isinp) (cosp”’ Hising”)...... = 
—cs(y+tp +g"+..)+isnag+P+g9"+...) (2) 
woraus man sieht, dass sich die Multiplikation reducirter Ausdrücke in 
eine blosse Addition der Bögen verwandelt. 
Setzt man in (1) — g' an die Stelle von g, so kommt, weil 
bekanntlich cos (— 9’) —= cos p' und sin (— 9) = — sing’ ist, 
(cosp + isinY) (cosp' — isin p') = cos(pP — P') + isin(p — Q)), (3) 


und wenn man in dieser Gleichung p — @ setzt: 


(cosp + ösinp) (cosP — isinp) — 1, (4) 
woraus man erkennt, dass das Produkt zweier conjugirter reducirter 
Ausdrücke immer — 1 ist, wovon man sich auch durch unmittelbare 


Multiplikation leicht überzeugt. 

Mit Hilfe der Gl. (4) erhält man ferner: 
cosp' +isinp 
cosp + sin 

folglich mit Rücksicht auf (3): 
cosp' + isinp' 
cosp + sing 

welche Gleichung die Regel für die Division zweier reducirter Aus- 
drücke enthält. 





(cosgp’ + ising') (cos p—isinp), 





50. Man beweist leicht folgende Sätze: 

1) Der Modulus des Produktes zweier complexer 
Grössen ist gleich dem Produkte der Moduli der Fak- 
toren. 

Denn setzen wir: 


00 (y—g)+isn(P—g, 6) 


ER ee er 








» Ttüi=r(csp +isinp) a) 
p + gi=r(cosp' + isin g), 
so ist: 
(v +)? +dÜ=rr[feospy tg) +isinp + N]; 


bezeichnet nun o den Modulus des Produktes, so ist: 


o—=YV|(rr)?cos(p + 9)? + (rm)? sin(p + g)} = rr' 

d. h. = dem Produkte der Moduli r und r’ der Faktoren. Dass der 
Satz nun auf eine beliebige Anzahl von Faktoren ausgedehnt werden 
kann, ist für sich klar. Setzt man diese Faktoren einander gleich, so 
ergibt sich sogleich folgender Satz : 

2) Der Modulus der „te Potenz einer complexen 
Grösse, (unter n eine positive ganze Zahl verstanden) 
ist gleich der n!® Potenz des Modulus der Wurzel. 

3) Der Modulus der Summe mehrerer von einander 
verschiedener complexer Grössen ist stets kleiner als 
die Summe der Moduli der einzelnen Summanden. 

Denn es folgt aus den Gleichungen (1): 

+ a) + (pP + gi) = (recosp + r!cosg‘) + i(rsinp + r'sing‘); 
ist aber wieder o der Modulus der Summe, so hat man: 
o= Vi(rcosp + r’ cosp')? + (rsinp + r’ sin p')2} 
SE VI: cosp? + r?sinp?® + r*cosp* + r’* sin p'? 
+ 2rr' (cos p cos’ + sing sin p')} 
— Vir? + v2 + 2rı! cos(p — PN}. 
Da nun, so lange p nicht — g', immer cos(P — pP) <L1 ist, 
so ist auch: | 
r2 + r'? + 2rr' cos (p ne p') <r:+ r'? + 2ır'! — (r ee 2, 
Or. e<r-+r. 

Auch dieser Satz lässt sich, wie leicht einzusehen, auf eine 

beliebige Anzahl von Summanden ausdehnen. 


VON DEN ALGEBRAISCHEN FUNKTIONEN MIT IMAGINÄREN VERÄNDERLICHEN. — 
MOIVRE’SCHE BINOMIALFORMEL. 


51. Erhält die unabhängig veränderliche Grösse x einer Funktion 
y= f(x) einen imaginären Werth x = u + vi, so bieten sich in Bezug 
auf eine solche imaginäre Funktion zunächst zwei Aufgaben dar: 


1) dieselbe in zwei Theile zu zerlegen, deren einer reell, der andere 
5* 





E 
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mit dem Faktor ? = ya behaftet ist; d. h. also die Funktion auf 
die Form: 
fu +tvw)=gplu v) +iW(u, v) 

zu bringen, wo p(u, v) und W(u, v) reelle Funktionen von « und ® 
bedeuten; 2) zu untersuchen, ob die für reelle Werthe der Variablen 
statt findenden Eigenschaften der Funktionen (für die Potenz z. B. die 
Eigenschaft: 2". y" — (xy)") giltig bleiben, wenn die Veränderlichen 
imaginäre Werthe erhalten. Wir wollen in dieser Beziehung zunächst 
die algebraischen Funktionen betrachten. 

Diesen Funktionen liegt, wie schon in der Einleitung bemerkt 
wurde, die Funktion y = x", d. i. die Potenz mit variabler Basis und 
constantem Expönenten zu Grunde; setzen wir demnach z =u + vi 
— r(cos@ + isin«), so wird 

y—an —rmleoso Fun a® (a) 
und wir haben es daher nur mit der Entwickelung der . Potenz 
(cosa@ + ösin«)" zu thun. | 

Nach .Gl. (2), 8: 49 ist: 


(cosa@ + isina) (cosß + isinß) (cosy +isiny)..... 
— cos (@ Re +isne HP +Yy...) 
Setzt man nun a=ß=y==...und die Anzahl der Faktoren = m, 


so geht diese Gleichung in folgende über: 

(cosa + isina)" = cosma —+ isinme, (1) 
welche wichtige Formel unter dem Namen Moivre’sche Binomial- 
formel bekannt ist. Ihre Richtigkeit erhellt aus der gegebenen 
Ableitung für jeden beliebigen Werth des Bogens «, und für jeden 
ganzen und positiven Werth des Exponenten m. Sie gilt aber auch für 
gebrochene und negative Werthe von m. R | 

Aus (1) folgt nämlich, indem man aus beiden Theilen die m*t® Wurzel 


zieht und gleich transponirt: 
1 
(cosma + isinme)"— cosa + isin«, 


: ; ? & : 
und wenn man in dieser Gleichung — statt _«@ schreibt: 
m 


1 
— a ee, 
COS 4 3.58 6)? —= 608°. 28105 
( ar ) m Y m” 
erhebt man beide Theile dieser Gleichung zur n‘*" Potenz, so erhält 


man, wenn n eine ganze positive Zahl ist, nach (1): 
N 


Eba e N , 
(cos + ösin a)" — 008 = a 4. i sin 0; 
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diese Gleichung resultirt aber aus (1), wenn man dort an die Stelle 


n £ Re 
von m» den Bruch er treten lässt; somit gilt (1) auch für den Fall, 


wenn der Exponent ein rationaler positiver Bruch ist. 
Nach Gl. 4, $. 49, hat man ferner: 
SE 1 
coS& — sine = ——— —— , oder 
cos@ + ö sin« 

(eos + ösin@)! —= cosa — isina = cos(— a) + isin(— e); 
erhebt man beide Theile dieser Gleichung zur m!" Potenz, wo m eine 
ganze oder gebrochene positive Zahl, so kommt 

(cosa@ + i sine)" — [cos(— a) + isin(— a)]", 
d. i. wenn man auf den zweiten Theil die Gl. (1) anwendet: 
(cos@ + isina)-" — cos(— ma) + i sin (— ma); 
diese Gleichung geht aber auch aus (1) hervor, indem man — m statt 


+ m schreibt; folglich gilt (1) auch für negative Werthe des Expo- 
nenten m. 





Ist endlich m eine rationale veränderliche Zahl, welche sich der 
irrationalen Zahl +. ohne Ende nähert, so kann man m—=r-+Ö setzen, 
wo d eine unendlich abnehmende Grösse ist; führt man diesen Werth 
in (1) ein, so folgt: 

(cosa + © sina)'+0 — cos(r + d)a +isin(r + d)a, 
welche Gleichung, wenn man 0 unendlich klein werden lässt, in 
(cos + i sin a)" = cosra + i sinra 
sich verwandelt Es gilt demnach die Gl. (1) für jeden ganzen oder 


gebrochenen, positiven oder negativen, rationalen oder irrationalen Werth 
des Exponenten m. 


Setzt man in (1) — « an die Stelle von «, so folgt: 
(cos — i sina)" — cosma — i sin me, 
welcher Ausdruck aus (1) auch dadurch hervorgeht, wenn man — 


an die Stelle von © treten lässt. 

Mit Hilfe der Moivre’schen Binomialformel geht die Gleichung (a) 
über in: | 

| Hu am — gm (cosmp + i sin mp) 

a AL HN ZI ee a A sin mp, 

woraus man schliesst, dass die Potenz x", somit auch jede zusammen- 
gesetzte algebraische Funktion von x auf die Form p + gi gebracht 
werden kann, wenn & imaginär wird. 
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Ist ferner: 
»—r(cosp + isinp) y=r'(cosp' + i sing"), 

so ergibt sich, mit Rücksicht auf Gl. (1), $. 49: 

am, ym — [r(eosp + i sin p)]". [r’ (cosp' + i sing)" 

— rm (cosmp + i sin mp) (cosmop' + i sinmgp') 

mr mlcosm(p + p') + isinm(p + @)] 
— My mfeos(p + Y) +isin(p + pP)" 
[er feos(p +p) +isin(p + gryrm 
[r(eosp + isinp).r’(cosp + isingp')"—= (x. y", 
so dass also die für reelle Werthe.von x und % stattfindende Gleichung 
am, ym — (ey)", somit auch die übrigen Eigenschaften der Potenzen 
für imaginäre Werthe der Wurzel giltig bleiben. 


’ 


| 


I 


52. Die im vorigen $. entwickelte Mojvre’sche Binomialformel 
führt zu wichtigen Folgerungen, mit deren Auseinandersetzung wir uns 
nun beschäftigen wollen. | 

Da bekanntlich allgemein, wenn: r eine positive oder negative 
ganze Zahl bedeutet, 

sin(@ + 2rsr) = sine, und cos(@ + 2rsr) = cos « (2) 
ist, so folgt aus (1), wenn @ + 2rsr statt «a gesetzt wird: 

(cosa + i sine)" = cosm(@ + Zr) + isinm(a + 2rı). (3) 

Diese Gleichung muss als der allgemeinere Ausdruck der mt 
Potenz des Binoms cosa@ + i sin« betrachtet werden,. während die 
Gl. (1) zwar für jeden Werth von m richtig, aber nur unter der 
Voraussetzung, dass m eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet, 
vollständig ist, wie aus folgenden Betrachtungen erhellt. 

Bezeichnet in (3) m eine positive oder negative ganze Zahl, so 
geht diese Gleichung, weil bei dieser Voraussetzung sin (ma + 2rmzr) 
—=sin ma und cos (ma + 2rmsr)—=cosma ist, in die Gl. (1) über, und 
die Gl. (3) liefert in diesem Falle trotz der völligen Unbestimmtheit 
der ganzen Zahl r nur einen Werth der Potenz (cosa + isina)". 

Es sei aber nun m ein auf seine kleinste Benennung gebrachter 


rationaler Bruch = a so ist: 
| Ä 
(ecos@ + isina)I — 005°, (a + 2rze) + isin? (@ + 2rıı), (4) 
q 


und da nun die Bögen, welche aus dem Ausdrucke 


» p P 
ZH 4 Ye ee — = „Dr 
AN ei re 
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hervorgehen, wenn man der Zahl r verschiedene Werthe beilegt, im 
Allgemeinen verschiedene Sinusse und Cosinusse haben, so muss man 
aus Gl. (4) schliessen, dass die Potenz 
p 
(ecose + isina)t (5) 
mehrerer verschiedener Werthe fähig, also eine vieldeutige Grösse sei. 
In der That, es lässt sich leicht zeigen, dass die Potenz 
p 
(eos@ + isina)@, wo p und q relative Primzahlen bedeu- 
ten, q verschiedene Werthe besitze, weder mehr noch 
weniger, und dass diese erhalten werden, wenn man im 
zweiten Theile der Gl. (4) für vr nach und nach die Zah- 
ee ER 2 Hr Fu RE (g — 1) substituirt. 
Denken wir uns nämlich diese Zahlen in (4) wirklich substituirt, 


so sind: 
1) die Substitutionsresultate, qg an der Zahl, sämmtlich von einander 
verschieden. Denn wären irgend zwei darunter, etwa für r = 9 und 


r —h einander gleich, wo g und h zwei Zahlen der Reihe 0,1,2,3,..(9 —1) 
vorstellen, so müsste 


ic af 2) = (« + Ahr) + 2kıe 


sein, wo % irgend eine ganze Zahl, weil nur solche ‚Bögen, welche 
um eine Anzahl ganzer Peripherieen von einander verschieden sind, 
gleiche Sinusse und Cosinusse haben. Aus dieser Gleichung folgt aber 
p(g — k) = qk; der zweite Theil dieser Gleichung ist durch g theilbar, 
folglich müsste dies auch mit «dem ersten Theile der Fall sein, und da 
der Voraussetzung nach p und g unter sich prim sind, so müsste 
9 — h durch q theilbar sein, was mit Rücksicht auf die Bedeutung der 

Zahlen 9 und A unmöglich ist. Hieraus folgt demnach, dass die Potenz 
(5) wirklich qg verschiedene Werthe hat, welche man erhält, wenn man 
in.(4) für r der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2, 3,....(@ —1) 
substituirt. 

2) Ausser diesen Werthen, g an der Zahl, ist aber die Potenz (5) 
- keines anderen Werthes fähig. Denn ein solcher könnte nur aus (4) 
hervorgehen, indem man daselbst statt » eine andere Zahl substituirte, 
welche in der Reihe der Zahlen 

RE N 8 
nicht schon enthalten ist. Jede solche Zahl lässt sich aber ausdrücken 
durch r = Ag + u, wo A irgend eine positive oder negative ganze Zahl 
mit Ausschluss der O, u aber irgend eine Zahl der obigen Reihe bedeutet. 








Der im zweiten Theile der Gl. (4) vorkommende Bogen „e+2R) 


wird dadurch 
=, (@ + 2ust) + DA. Dat, 
( 


welcher Bogen aber gleichen Sinus und Cosinus hat mit dem Bogen 
? (@ + 2usc), der schon einmal durch die Substitution r = u erzeugt 
q 
wurde. 


/ 


Die Anzahl sämmtlicher verschiedener Werthe der Potenz 


ie 
(ecos@ + i sina)“ 


ist also —= g, d. h. gleich der Anzahl der Einheiten, welche der Nenner 


D 
des auf seine kleinste Benennung gebrachten Bruches 4 enthält, und 


q 
somit vom Zähler p unabhängig. -— Bedeutet in (4) m eine irrationale 
Zahl, so kann man sich dieselbe immer in Form eines rationalen 
pP 5 
"Bruches —= ” vorstellen, dessen Zähler und Nenner unendlich gross 
q 


sind; so dass also in diesem Falle die Anzahl der Werthe der Potenz 
(cos@ + i sin«)" unendlich gross wird. 


53. Setzt man in Gl. (4) p—=1 und @« — 0, so kommt: 


| _ 


(+1) 


4,—— TINTE DIT | 
=/+1=ws  +isin (6) 


HD 


woraus folgt, dass die g'® Wurzel aus der positiven Einheit q ver- 
schiedene Werthe. hat, welche aus (6) hervorgehen, wenn man der 
Reihe nach r—=0, 1, 2, ... (g— 1) setzt. Damit einer derselben reell 


2rıt 2rIU hq Es 
werde, 'muss sin—— = 0, also — = —hrt oder ra sein, wo h eine 
ganze Zahl, die OÖ mit eingeschlossen, bedeutet, hier aber, wo r nicht 
grösser als 9 — 1 wird, offenbar nur — 0 oder = 1 angenommen 
werden kann, wodurch sich für r nur die beiden Werthe: r = 0 und 


=> ergeben, welche den 2'°* Theil der Gl. (6) reell ‘machen. Der 


zweite ist bei ungeradem g unmöglich ; daraus folgt also, dass, wenn q 


ungerade, unter den g Werthen von v+ 1 nur ein reeller, — +1 
(für r—0) sich befindet; die übrigen Werthe sind imaginär. Ist aber 
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q gerade, so hat V a 1 zwei reelle Werthe, nämlich 4 1 und —1, 


welche aus (6) fürr =0 und r = > hervorgehen. 


Ist % irgend eine aus der Reihe der Zahlen: 1, 2, 3,...(g—1), 
so wird 9—%k ebenfalls eine in dieser Reihe vorkommende Zahl sein; 
setzt man also k und 9— % statt r in die Gl. (6), so erhält man die 


zwei entsprechenden Werthe von Y+ 1: 
2krt 2kar 
cos ER: + sin a und 
R q 


Be, a 7 or 
08 une + isin ee ——=:.008 nn en 
1 q q y 


welche sich demnach nur durch das Zeichen von ö unterscheiden und 


somit conjugirt sind. Man kann daher die Gl. (6) auch in folgender, 


für die Anwendung bequemeren Form schreiben : 


1 
IE Aka 2kat 

(Hı=VHı=o isn ; (7) 

q 





aus welcher nun sämmtliche 4 Werthe hervorgehen, wenn man 











( 
bei geradem g für %k die Werthe 0, 1,2,... e: 
4 g— 1 
= ungeradem q - - - - al 2,6 ERERR 
substituirt. Man erhält daher folgende Werthe für 
4 — 
Vi: 
q gerade g ungerade 
+1 +1 
nr WE) 2 er 
£0B2>— Fr 2 sin nee ABI 


cos - 





At 4 
Pr Ri sın a 


hr IE 
c08—- + z sin — 


cos — + : sin — 
q 
ke ) -+i 2) ‚zur, (4 — 3) 0 
1 q 
E — 1)st et 
En 0 I, (a—1)r 
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54. Setzt man in Gl. A) p=1,a =, so folgt: 
1 
Ser 0. & > fe 
(— 1) Vie IR in RE (10) 
q 


welcher Ausdruck sofort die Werthe, 9 an der Zahl, für Ve liefert, 
wenn man darin statt r der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2,...(g—1) 
substituirt. Soll einer dieser Werthe reell sein, so muss für diesen 


a Gran,  - kan ab —- sein, wo h 
q q | nt 

eine ganze Zahl bedeutet, welche jedoch hier, da r eine ganze, (9—1) 

nicht überschreitende Zahl ist, nur —1 angenommen werden kann. Der 

einzige Werth von r, welcher den zweiten Theil in (10) reell macht, 

ist demnach —=+(g— 1), und dieser ist nur bei ungeradem g möglich. 


=——=0),.9180 


Ist daher g eine gerade Zahl, so sind die g Werthe von NEDEr sämmt- 
lich imaginär; ist aber 9 ungerade, so erzeugt die Substitution 
r=4(q— 1) den einzigen reellen Werth = — 1. 

Da auch hier wieder je zwei Zahlen aus der Reihe 0,1,2,...(9—1) 
von der Form k, und 9—1—%, für r in (10) substituirt, Resultate 
erzeugen, die sich nur durch das Zeichen von 2 unterscheiden, also 
conjugirt u so kann man schreiben: 


a8 ne EN ” Se + nach wei’ (11) 


9 





welcher Ausdruck nunmehr sämmtliche qg Werthe liefert, wenn man 


bei geradem g für k die Werthe 0. 1,2,... K ı) 





— 1 
- ungeradem g = RER (? =) 


substituirt. Hierdurch erhält man folgende Werthe von 


BET. 

















c8-——e7 + 
q 


q gerade q ungerade 
TU IC ZU EEE 
cs — + isin — cos — + : sin — 
1 q q, 
ByL PARSE BIC gt: 
cos S + ?.sin — cos — + ?sin — 
q 16 q q 
HyLn 3 dt dat 135% 
cos + isin— (\ cos — + isin ee 
—1 . ei —)2 
cos Z ARE sin’ \ Ei 
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Die Ausdrücke (8), (9), (12), (13) lassen sich auch leicht alge- 
braisch darstellen, wenn die Theilung des Kreises in 29 Theile geo- 
metrisch ausführbar ist. 


So findet man für g—=2, aus (8): er i=+1, —1ı 
Für g=3, erhält man aus (9): 


Br at 
711, — 008126% 4 i-sin 120% °— cos 120° — 5 sin 120°, 
OR: : 1 
Nun ist cos 120° — — cos Weser: sin 120° — sin WI, y3; so- 


re ER. 
mit ergeben sich für Y-+1 folgende drei Werthe, wenn man ö —y 1 
einsetzt: 





ee ENT wa 


1, 2 2 











Nimmt man g—=4, so ergeben sich aus (8) für v+ 1 folgende 
Werthe: 


1, ‚©03 90° 4 I 1 sin 90%, cos90° — V— 1 sin90°, —1,d.i. 
a AUT Erw ee VE RE 


Für 9=5 erhält man, wenn man beachtet, dass die Seite des 





RE EEE ER 1 
regulären Fünfeckes = V1ı0—2y5, somit sin = mr Vıo —2y5, 
[9] 


meer yd 
E- 4 


cos z ist, woraus man ferner mittelst der Formeln: 





sin2&% — 2 sind cost, Cos2a — cosa” — sin a? 


h ß E 270 Ast 
leicht den Sinus und Cosinus der Bögen = und = entwickelt, nach 


{9} 


(9) folgende Werthe: 


TR 1 een, Rn ERTL, 


oa. vs 1°. Vioorays. 
ST En a 4 EEE Vet 














Ref: 




















*) Es ist bemerkenswerth, dass der 3'° dieser Werthe aus dem 2°” entsteht, 
wenn man diesen zum Quadrate erhebt. Bezeichnet man also den Werth 


a eek 
u 





mit «, so sind 1, «, «* die drei Cubikwurzeln der positiven 


- 


Einheit. Es’ ist dies übrigens nur ein specieller Fall eines allgemeineren 
Satzes. 





1° a > 
vr 


N a 7) NR 
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55. Die Formeln (6) und (10) lassen sich in folgende zusammen- 
ziehen: 

(+ 1)" = cos mrse + i.sin mrit, rk) 
wo für r die geraden oder ungeraden Zahlen zu setzen sind, je nach- 
dem in (+ 1)"das obere oder untere Zeichen steht. 

Da ferner immer + A=A.+1 ist, so hat man auch: 


Vase (15) 
aus welcher Gleichung mit Rücksicht auf die Vieldeutigkeit von V +1, 
folgt, dass der g'“" Wurzel aus jeder positiven oder negativen Zahl 
A, gq verschiedene Werthe zukommen, welche man erhält, wenn man 
irgend einen derselben, z. B. die gewöhnliche oder sogenannte arith- 


metische Wurzel mit sämmtlichen gleichnamigen Wurzeln der Einheit 
der Reihe nach multiplieirt. 





IMAGINÄRE REIHEN. 


56. Sind die Glieder einer Reihe: 
Dr LP ee FO 


complexe Grössen, also die Reihe von der Form: 

(s +bi)+la, +bi)+l(a, +bi) +... + +bi)+...,(1) 
so ist offenbar. auch: 

„+, +W,4+..=(la +a,+a,+.)+i(, +b,+b,+..), (2) 
und man kann demnach eine solche,.Reihe als die Summe zweier reeller 


Reihen betrachten, deren eine mit ö== V— 1 multiplieirt ist. Bezeichnet 
S, die Summe von n Anfangsgliedern der Reihe (1), und setzen wir 


Aaa=,+% 4% +::...7% 
Bn=.b,.:.+°5'’7.6 Tees 
so ist: 
nA Dane (3) 
Die Convergenz imaginärer Reihen ist, so wie bei reellen Reihen, 
an die Bedingung gebunden, dass die Summe S, von » Anfangsgliedern 
beim unendichen Wachsen von » sich einer bestimmten endlichen Grenze 
nähere, wozu nach Gl. (3) erfordert wird, dass die Summen A, und B, 
sich solchen Grenzen nähern; hiernach kann man den Satz aussprechen . 
Die imaginäre Reihe (1) ist convergent, wenn die 
beiden reellen Reihen: 
1 u Pt u ee EEE (4) 
en ee en a 
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eonvergiren; sie ist divergent, wenn eine oder beide 
dieser reellen Reihen divergiren. 
Bezeichnet man mit 0,, 05, 0,,.... die Moduli der Glieder der 


Reihe (1), so ist wegen 0, —= Va,? —+ b,° nothwendig 


On. 9% und ‚On > du, 

daher jedes Glied der Reihen (4) kleiner als das correspondirende 
Glied’ in der Reihe der Moduli: 0,, 0,, 0, 0, :-- -- ; nach $. 29, a) 
sind somit die Reihen (4) beide convergent, wenn die Reihe der Moduli 
convergirt, und man kann folglich obigen Satz auch in folgender Form 
ausdrücken : 

Die imaginäre Reihe (1) ist convergent, wenn die 
Moduli ihrer Glieder eine convergirende Reihe bilden. 

Ist daher eine imaginäre Reihe aus der reellen 

ou tme ta ta -+. 

dadurch hervorgegangen, dass man in letzterer e— z(cosp + ising) 
gesetzt hat, und convergirt die reelle Reihe für alle Werthe von &, 
welche zwischen den Grenzen — A und + A liegen, so wird auch 
die imaginäre Reihe für alle Werthe des Modulus 2 convergiren, welche 
zwischen denselben Grenzen enthalten sind. 


57, Die imaginären Reihen finden in der Analysis häufige An- 
wendung. Um an einem einfachen Beispiele zu zeigen, wie man durch 
dieselben zur Summirung verschiedener reellen Reihen gelangen könne, 
nehmen wir die geometrische Progression : 


Ii+t2 +? + 2°?+... +1 
und setzen in derselben x — z(cosp + isinp), so kommt: 
1 + 2(cosp +isinp) + z*(cos2p +isin2p)+...- 
+ 2° 1[cos(n — 1) +isin(n —1)g] = 
1 — z"(cosnp + isinng) 
1 — z(cosp +isinp) 


1 — 2c0osp — 2" cosnp + 2"*tcos(n — 1)p 
1 — 22cosp + 3° 


1. 
Ti 


Des? 











yes 2 singp — 2" sinnp + 2"*'sin(n —1)p a) 
1 — 22 cosp-+ 2° N 

wenn man nämlich Zähler und Nenner mit 1 — 2cosp + 2.zsinp 

multiplieirt und reducirt. Diese Gleichung zerfällt sofort durch Sonde- 

rung der reellen und imaginären Theile [$. 47] in folgende: 








Vi Dr TAT 
NR 

u, Be DaF 
> 1? c L 






1 + 2cosp + 2° c0os29 +....4 2771 cos(n — 1)@ 
. 1— 20089 — 2" cosnp ı zr+l.cos(n — 1m 


- 








1 — 22 cosp + 2? 


EN 1 — 22 cosp + 2? (2) | 
zsinp+ 2’sin2p +2’sndp +.... + 2"7!sin(n —1)9@ 
2 sing — 2" sinnp + 2i*1 TR N — NR | a) | 

| 


welche Gleichungen natürlich für jeden Werth von 2 bestehen, da die 
Reihen im ersten Theile endliche sind. Die Ausdrücke im zweiten Theile 
sind die Summenformeln der im ersten Theile stehenden Reihen. | 

Diese Reihen werden zu unendlichen, wenn wir n unendlich wachsen 
lassen; dann ist aber in Folge ihrer Ableitung aus der geometrischen 
Reihe ihre Convergenz an die Bedingung gebunden, dass z ein echter 
Bruch sei. Unter dieser Voraussetzung ist lim 2” == 0, und wir erhalten 
somit aus (2) und (3): 








1-+2cosp + 2? c0os2p + 2? c0s3@ ie . inant (4) 
1 — 2cosp 
 1—- 22cop-+ @' 2>—1 
zsing + 2?sin2p + z°sindp +... in inf. Be‘: 
Fr z sin Ä 

 1— 22cosp-+ 2° J (5) 


58. Setzt man in den Glen. (2) und (3) des vorhergehenden 8. 
z2=1, so gelangt man leicht zu bemerkenswerthen Summirungen 
periodischer Funktionen, von welchen einige der am häufigsten vor- 
kommenden angeführt werden mögen. 

Durch die Substitution z==1 verwandelt sich nämlich, mit Benützung 
der bekannten Relationen: | 

1 — cosa = 2 sinte?, | 
cos ß — cosa — 2 sin}(@ + P) sint(@ — P), | 
sin« + sind —2sint!(« + ß)cos}(« — ß), a { 

der zweite Theil von (2) in: | 


1 — cosp — cosnp + eos(n —1)p _ cos (n — 1) P — cosnp . 











Ne — c08Sp) + 2(1 — cosp) _ 
ee co4 (n —1)9. 2 
Fr 2 sind 2 sind p : | 


auf ähnliche Weise wird der zweite Theil von (3) redueirt, indem man 


von den Formeln : 4 
sin & = | 
ran eye, sina — sinf— 2 cosz(ed + P) sinz(a An P) i 


Gebrauch macht. 








RR: 


Führen wir nun zur Abkürzung folgende Bezeichnungen ein: 


- uU=n—1 

1+cosp+ c05s2p +cos3p +... + cos(n — 1)g= 5 cosugp, 
u—0 
U—n—1 

sing + sin?2p + sindp +... +sio(r —1)o= X sinug, 
u=0 


wo der Buchstabe I, als Summenzeichen gebraucht, mit der beigefügten 
Bestimmung: u=0, u=n—-1, anzeigt, dass in dem unter dem Zeichen 
S stehenden Ausdrucke für ı der Reihe nach alle ganzen Zahlen von 











u=0 bis u=n—- 1 zu setzen, und alle so erhaltenen Glieder zu 
addiren sind, so erhalten wir: 
en sintnop cos4(n—1 
Dune I 20 9 (6) 
U—0 sın p2 pP 
u sind ng sind (n—1 
ZSNUD EB, 3\ IR (7) 
Lassen wir in der letzten Gleichung (7) 29 an die Stelle von 
treten und beachten, dass sinu.2p —= sin2.up = 2 sin up cosu@ ist, 
so folgt: 
re sinn sin(n — 1) 
= sinup cos up —= 2 8 
RER IT (8) 
Es ist bekanntlich: 
sin up® — 4 — $cos2ugp, cosup® — 4 + !cos 2ug. 


Setzt man in diesen Gleichungen für u der Reihe nach: 0, 1,2,3,..(n —1), 
und addirt die so entstehenden Gleichungen, n an der Zahl, so erhält 
man mit Rücksicht auf Gl. (6): 














in ID = at Se = nr 9) 
Beg 2 2sın p 

u=n—1 77) sin NY COS (n ee ° 1) p 
Sursee SE ; x 
a BP 5 ir 2sing 2 


Ferner ist, wenn r eine beliebige Zahl, « und @ beliebige Bögen 
bedeuten: 
cosr (a + up) = cosra cos urg — sinr@ sin ur; 
setzt man wieder u =1, 2, 3....(Nn—1), so findet man durch Addition 
der so erhaltenen » Gleichungen: 


k=n—1 4=n—1 u=n—1 
> cosr(a+up)=cosre 3 cosurg—sinre N sinurg, | 
u= 0) ; u —0 ww —( | 
und ebenso: (a) 
v—n—ı i u=n—1 u—n—1 | 
> sinr(atugp)=sinre N cosurp+cosre 3 sinurg. | 


u ii) Lee) M—0 








Hieraus folgt, mit Rücksicht auf die Glen. (6) und (7), wenn 
man in denselben »y statt g schreibt, und redueirt: 








ee in I nrp cosr ı(n—1 : 
See sin 5 nr cos le Di (nr —1)] a 
sm;rp | 
u—=n—1 . 3 (p si 1 BEN 
3 sinr(a + up) — ap [er 
a! sınz ro 


Alle diese Gleichungen gelten für jeden Werth von g. Setzen 
270 
wir nun = er also gleich einem aliquoten Theile der Peripherie, 
9 | | 


so wird sInznp=sinze—0, sinnp=sin27r—=0, wodurch die Glen. 
(6) bis (10) in folgende übergehen: 





u=n—1 DIE kn —i It ) i 
2 cs — —(, 2 sinu— —=6, (13) 
Le 2 uU—0 % 
ch 277 270 | 
5 sinu—.c8 ——0, . (14) 
u—0 | {27 W - 
ini 97 2 un —1 9) Q 
s ae e se R ı STIL R 
>> (si u N ——, >> (cos u ) ne (13) 
v=0 N > U—O R 2 


ı 


Lassen wir endlich in den Glen. (11) und (12) r eine ganze 


De: 
Zahl bedeuten, so erhält durch die Substitution: Q == ne der Zähler 


y RE N. 
den Faktor sin»zc —=0, und der Nenner wird =sin—-, welcher Werth 
: j! . 7 : 


von Null verschieden ist, wenn r kein Vielfaches von n; es ist daher 
unter der Voraussetzung, das r eine ganze Zahl und kein 
Vielfaches von n: 








Bu—n—1 Dt ee ; It i 
> cosrla+u == 0, 5 sinrf@e+1u—})=0. (16) 
u—0 N u=0 N 
Ist aber r = hn, unter h eine ganze Zahl verstanden, ein Viel- 
faches von n, so wird in den Glgn. (a): cosurp = cosuh. 27. —1, 
sin urg —= sinuh.. 27 = 0; mithin ist, wenn r ein Vielfaches 
von n: 
un —1 It 
SENCOER (« + u — N cosra, 
u=0 N 


_ (a7) 


VERPIEE Dr 
2 snrla-+ u—|)=n sinro. 
u—0 ” 
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> 
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VIERTES KAPITEL. 


ENTWICKELUNG DER FUNKTIONEN IN REIHEN. 


1.-Die Binomialreih.e:; 


59. Aus der Elementar-Mathematik ist bekannt, dass die n!® 
Potenz des Binoms (a — 5b), unter der Voraussetzung, dass n eine 


ganze positive Zahl, durch folgenden Ausdruck gegeben ist: 
{ a (m —1 a, er 
(a E= Aline: +. an-ıd + n(n—1) an 2b? + k (m (m ) ar- 3 b3 


N 
1.2 1) 


wer, 
Is 


ER 








EWR RE LEDR (1) 


Dividiren wir diese Gleichung durch a”, setzen — —x und be- 
u 


zeichnen wir der Kürze wegen die Binomialcoefficienten: 

no nln—1) nn—1)n—2) n(n—1)(n--2)..n—r-+1) 
P Baer N nr 

durch die Symbole: 


ee 


so geht obige Gleichung in folgende einfachere über: 


(A +aY=1+(1) 2 + (5) + (3)2°+4..+ (4) +..+0.(2) 











Die Reihe rechts vom Gleichheitszeichen ist unter der oben für » 
gemachten Voraussetzung endlich, da man, wie aus dem Baue der 
Coefficienten erhellt, nothwendig auf einen solchen kommen muss, der, 
so wie alle folgenden, im Zähler den Faktor n — nn ==0 enthält. So- 
bald aber n eine gebrochene oder negative Zahl bedeutet, findet dies 
offenbar. nicht mehr statt, die Reihe wird unendlich und es entsteht 


nun die Frage, ob das in Gl. (2) ausgesprochene Gesetz der Ent- 
wickelung : 


Herr, Höh. Mathematik, I. 3. Aufl. 6 





\e®+ (4) x? + :2.. manae83 


e+=1+(l)e+ß | 


auch für gebrochene und negative Werthe des Exponenten » Giltig- 
keit habe. 


Die Frage redueirt sich offenbar darauf, ob für jeden beliebigen 
Werth von » die Funktion (1 + x)" die Summe der Reihe: 


+ l)e+b)ertl)et.. (4) 
sei? Dass dies für ganze und positive Werthe von » der Fall ist, 
können wir, wie oben erwähnt, als aus den Elementen bekannt vor- 
aussetzen; für jeden anderen Werth von n ist die Reihe (4) eine 
unendliche, und damit diese eine Summe habe, ist vor allem nöthig, 
dass sie convergent sei, wozu |[S. 38, Beisp. 3] erfordert wird, dass 
x ein positiver oder negativer echter ‘Bruch sei. 

Wir stellen uns daher die Aufgabe, unter der Voraussetzung, dass 
x ein echter Bruch sei, und » keine ganze positive Zahl bedeute, die 
Summe der unendlichen Reihe (4) zu suchen. 

Zuvor wollen wir jedoch eine Eigenschaft der Binomialcoefficienten 
nachweisen, von welcher wir Gebrauch machen werden. 


60. Es ist nach der angenommenen Bezeichnung der Binomial- 











coeflicienten : 
(! LAU (h _ D)(h Fra N a (kh—n-+1) 
(u re On Ar BR: 
NED EN er 2)... (Re A Te 
6) a Se 


Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit n, die zweite mit 


(k — n + 1), wodurch die zweiten Theile einander gleich werden, so 


erhält man: 


.()) —(h—n-+]1) e ” ı) : | (e) 


welche Gleichung die Beziehung ausdrückt, welche zwischen zwei auf- 
einanderfolgenden Coefficienten, dem (n — 1)" und ni, der Aien 
Potenz des Binoms statt findet. Eben so hat man zwischen dem (m — 1)!” 
und m*®® Binomialeoefficienten der Akte" Potenz die Relation: 


m (4) —(k—m-+1) ( a ı) . x (P) 


DER MN 6° / 
Multiplieirt man («) mit (5) und (#) mit () und addirt, so kommt: 








r 

Y 

Be + 2 U 4 
ENTE u EI ERERNETT WERTE 








re) 


aus welcher Gleichung, wenn man gleichzeitig 
statt n der Reihe nach 7, r— 1, r—2, r—3....2, 1.0, 
2 ee url 2 BET. Taler 


’ 


substituirt und beachtet, dass vermöge der Glgn.. (@) und (): 


h\ __fk ( h k 
Ne tl ler) 9 
ist, folgende Gleichungen hervorgehen: 


(r). era, na 
y N “ Frl.) | 
Orr 


r.1.(,)= eh 


Addirt man diese Gleichungen, sondert im zweiten Theile den 


gemeinschaftlichen Faktor (k + k— r + 1) ab und dividirt durch r, 
so erhält man: 


9:04 +93 
ee .)+- 
Er 
el) 


Der in den eckigen Klammern eingeschlossene Faktor geht, wie man 
sieht, aus dem ersten Theile der Gleichung hervor, wenn man iu 
letzterem # — 1 statt » schreibt. Setzt man daher in dieser Gleichung 
der Reihe nach r— 1, r—2, r—3,.... 3,2, 1: an die Stelle von 


r, so erhält man, obige mitgezählt, offenbar r Gleichungen von der 


6* 








54 

Eigenschaft, dass der in den eckigen Klammern stehende Faktor jeder 
dieser Gleichungen den ersten Theil .der folgenden Gleichung bildet. 
Multipliciren wir daher sämmtliche » Gleichungen mit einander, so 
erhalten wir, indem sich mit Ausnahme des ersten Theiles der ersten 
Gleichung die folgenden ersten Theile gegen die eingeklammerten 
Faktoren in den zweiten Theilen aufheben, folgende Gleichung: 


(a Pauken EB Pe EEE ze 0a] un En = 


Rt) GT, Ten. (k+k—r-+]1): 
E LICHT 
der zweite Theil dieser Gleichung ist aber nichts anderes als der r'® 
_Binomialeoefficient der (h + %)'" Potenz des Binoms und somit durch 





/ / 
das Symbol (' 33 ) darzustellen; man hat daher: 


HH JOH 


welche Gleichung die gesuchte Eigenschaft der Binomialcoefficienten 

ausspricht, und den rt“ Coefficienten der (" — k)'®" Potenz aus den 

r ersten Binomialcoefficienten der AWe" und X%*e" Potenz finden lehrt. 
Kehren wir jetzt zu unserer Aufgabe zurück. | 


61. Bezeichnen wir die noch unbekannte Summe der Reihe (4), 
da sie offenbar eine Funktion.von » sein muss, mit f(n), so dass 


n dns An\ 5 
(W=1+(1)2+6)=+ (3) a (6) 
wobei wir bemerken, dass, wenn % eine ganze positive Zahl, die Form 
der Funktion f(») bekannt ist; man hat nämlich für diesen Fall laut 
Gleichung (2): | 
fa) =t1-+ 2)". (7) 
Lassen wir in (6) die ganz willkürlichen Zahlen « und % an die 
Stelle von » treten, so erhalten wir: 


Al, ++ 6) Hr) Ko 
++ ee 





Das Produkt dieser beiden convergenten Reihen wird nach 8. 40 
wieder eine convergente Reihe sein, deren Summe dem Produkte der 


Summen beider Reihen gleich ist; durch Multiplikation beider Glei- D 


chungen erhalten wir daher: 
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f(@) 91 +(‘) © + (2) + (3) het 
+0 + 
0 +00 
ah) 





d. i. mit Rücksicht auf (5): 
oe Pe eu Pre 


Die Reihe im zweiten Theile dieser Gleichung ist, wie man sieht, 
in Bezug auf (@ + £) nach demselben Gesetze gebildet, wie die Reihe 
(4) in Bezug auf n; wir haben daher in Folge der Gl. (6) ihre Summe - 
mit f(@ + £) zu bezeichnen, und erhalten dadurch: 

fo) FB) = f(e + 8). (8) 

Setzt man in dieser Gleichung $% + y an die Stelle von /, so 

erhält man fla).f(? +y) = Fe +#-+y) di weil nach (8) 
Be tHN)=rR):fln): | 
fe). A) N) =rfetrR+ N; 
in dieser Gleichung wieder y + 6 statt y gesetzt, und beachtet, dass 
fy+6)=f(y).f(d), kommt: 
fle).r(p).fy). Fe) fe t+R+Y-+ 9) 

u. Ss. w.; man sieht, dass man auf diese Weise beliebig weit fortgehen 
kann und dass folglich allgemein: 

EST DE Re — feet +Y+I+...). 9 

Diese Gleichung, welche ihrer Ableitung zufolge für jeden belie- 
bigen Werth der Zahlen «, #, y, d,.... gilt, spricht eine charakteri- 
stische Eigenschaft aus, welche der mit /f(n) bezeichneten Summe der 
Reihe (4) zukommt und in Verbindung mit der Bemerkung, dass 
f(n)=(1-+ x)" ist, wenn n ein ganze positive Zahl, hinreicht, um 
die Funktion f(n) für jeden beliebigen Werth von » zu finden. 


D 
en Veen. = 2 wo p und q 
q 


sanze positive Zahlen bedeuten, und lassen die Anzahl dieser Grössen 
— g sein, so geht diese Gleichung über in: 


KEl=ın 





BT a a a Ne ah a A a a Er er ra FE ce ge BR, Fee EL AR Ze ae Kr gi 
ru ET I Wr Ze a a | 
ef Pa EN ? ur u, E F 





RN. RT EEE RINLENN DEE SR TR N 
£ ug > ENT NIEREN I BEIN z a Aer RA 
’ x k 7 Bra - 
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woraus, wenn wir die g'® Wurzel ziehen und transponiren, folgt: 


Nun ist nach Gl. (7), da p eine ganze Zahl, f(p) = (1 + x)P, so- 
. P 
mit [/(p)] =(1 + x) ; anderseits stellt das Symbol f (2) nach Gl. (6) 


P P 


die Reihe 1 + (7) 4 () se (x) 2° + ...vor; somit folgt 
1 2 Bo) | 
aus der letzten Gleichung: 
» D 2 EI; 
1+2.)=1-+ („)r+ (0)=° + (a 
1 223 3 


womit die Richtigkeit der Gl. (3) auch für gebrochene positive Werthe 
des Exponenten »n nachgewiesen ist. 


Setzt man ferner in der Gleichung (8) «= m, wo m eine positive 
ganze oder gebrochene Zahl bedeutet, und % —= — m, so geht diese 
Gleichung über in: 


f(m). f(— m):=f(0), | 
oder, da aus (6) für n—=0, f(0)=1 folgt, f(m).f(—m)—=1,d.h. 


f(— m) —= a ae i jm n (1 +2)", 


Ar eat + X 


und wenn man statt f(— m) wieder die durch dieses Symbol vorge- 


stellte. Reihe schreibt: DIRT 
(i+ı"—=1+ Kr ")r+ (5%) ne (5 ERTL ED 
dasselbe Resultat ergibt sich aber auch aus (3), wenn man dort — m 


statt m schreibt, daher die Gl. (3) auch für negative Werthe des 
Exponenten richtig bleibt. | | 


Indem man endlich eine irrationale Zahl als die Grenze betrachtet, % 
welcher sich eine rationale ohne Ende nähert, beweist man ganz in 
ähnlicher Weise wie 8. 51, dass die Gl. (3) auch für irrationale 
Werthe des Exponenten nicht aufhört, giltig zu sein. s 


Es folgt demnach aus dieser Untersuchung, dass die unter dem 
Namen Binomialreihe, binomischer Lehrsatz, Newton’sche 
Binomialformel bekannte Entwickelung: 











£s War % - Mi . h La 
PER DE, a.) i ze y 
no R 87 
de: LEE y n b x z # r \ 
{ 


K Hy=id ()» +) +) 


für jeden beliebigen Werth des Exponenten gilt; unter der Bedingung, 
dass, wenn n keine positive ganze Zahl ist, & ein echter Bruch sei, 
damit die Reihe convergire. 


Pr Pr 


10) 


Für2—=-+ I undz = — 1 geht die Formel (10) beziehungsweise 
über in: ü 


ET HEIOEN HEHE 
-)+@)-W)+W- 


j 


0 


‚zwei Reihen, deren Convergenz respektive an die Bedingung n > — 1 


und n > 0 gebunden ist [S. 35, 3]. 


‘ Setzen wir in (10) — an die Stelle von x und multipliciren sodann 


die Gleichung mit a*, so kommt: 


naar 2 + (6) A + (6) 373 +.. (11) 


wo, wenn n keine positive ganze Zahl, x < a sein muss, damit die 


Reihe convergire. 


62. Setzt man in (10) der Reihe nach —n, 2 0,5 —. und — — 
2 Dr O2 2 


an die Stelle von n, so erhält man folgende Reihen, welche sämmtlich 
% numerisch kleiner als 1 voraussetzen und des häufigen Gebrauches 
wegen angeführt werden mögen: 


% 
. 
2 
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ee ar ar 


| RE TE ER ER N er 
+ 2227 2_..2 724, 2 2 +7=E+10A> 3: 
a SRGRCHTEN SOC TE  E 2: 





— 9, so erhält man: 





























Für negative Werthe von & ändern die Glieder mit ungeraden 














N zD 1 2% a re (@ E 1 vr < 
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Man ‚seize nun y =: wobei die Bedingung y% <T 1, an welche 


% 
1+x' 
die Giltigkeit der Gl. (@) geknüpft ist, für jeden positiven Werth von 

1 
x erfüllt ist, so wird 1— y= Re und (1 —- yJ? = (1 + eo)"; 
hiemit verwandelt sich («) in: 
& nn +1)f & ) 
eg | RES ar } ae 
Bee) + ,) 1.2 ( at 
nn + 1)(n + 2 HER Re 
eelern a, 


1,03 Ben 





— 
S 
\ 





ro 


3 % h 
woraus wieder, wenn man -- an die Stelle von x setzt: 
a 


| (a+ 2)" — ef! rn & : .) = \ 3 a n ) #7 














1:2 at % 
nn Henn +2) w.\, |) 0 
2 129.8 I) et Ba (18) 


folgt; zwei Reihen, welche für jeden positiven Werth von & conver- 
giren. 

Die Binomialreihe ist für die gesammte Analysis von der grössten 
Wichtigkeit. Hier mag nur noch des Gebrauches derselben zur Wurzel- 


ausziehung gedacht werden. Ist V A zu berechnen, so zerlege man die 
Zahl A in zwei Theile « + x, von welchen der erste « > x und eine 
der Zahl A möglichst naheliegende vollkommene g!® Potenz ist, so 


4 
dass Ya= a und « eine ganze Zahl oder ein rationaler Bruch wird ; 
man hat dann: 
%2 
sg 
EI, 


er: 


4, —— (,—— 4, 
VA=Va en Va(ı+®) == Va A| 
somit nach (13) für y = 1: 


gt ee: a : In, 
Vats—=Yalı+- (%) 1 ae 2) Ne 
q \a BE NA KIDS ENG 


63. Die Betrachtungen des $. 61, mittelst deren wir zur Summi- 
rung der Reihe: 


+) erde 


gelangten, bezogen sich einzig und allein auf die Beschaffenheit der 
Grösse n, und waren von jener der Grösse x ganz unabhängig ; dieselben 








I0 


bleiben daher in Kraft, wenn x imaginär wird, so dass die Binomial- 


formel auch für einen imaginären Werth von x giltig bleibt, unter 
der Voraussetzung, dass der Modulus desselben kleiner als 1, wenn 
der Exponent keine positive ganze Zahl ist. 


POLYNOMISCHER LEHRSATZ. 


64. Es sei: | 
y=4a ++ a2 0,224 a,0° + ax: BI (1) 


ein Polynom aus einer endlichen oder unendlichen Anzahl von Gliedern 
bestehend, und die Aufgabe gestellt, die m\® Potenz dieses Polynoms 
zu entwickeln, unter m eine beliebige positive oder negative, ganze oder 


gebrochene Zahl verstanden. Setzen wir: 


2 ‘ € 
r=a +02 +47 ta’ + ..., | (2) 
so wird y—= a, + px, und wir erhalten unter Anwendung des bino- 
mischen Lehrsatzes: 


mM Mm m 
mM m m—1n, m—2 m2m2 m-3 13m3 h 
DE, le) vr + (3)@ 2°% (3). pP?’ +... (3) 


und zwar für jeden Werth des Exponenten m, jedoch unter Voraus- 
setzung der Gonvergenz der Reihen zu beiden Seiten des Gleichheits- 
zeichens, wenn dieselben nicht abbrechen. 


Es kommt somit, wie man sieht; nur noch auf die Darstellung 


der aufeinanderfolgenden - Potenzen des Polynoms p an, d. i. allgemein 
auf die Entwickelung von 


v=l(a +2 +a2° + a2 +...) 
wobei jetzt n eine positive ganze Zahl bedeutet, Hiemit wollen 
wir uns nun beschäftigen und dabei in dem Polynom p, | 
Eos Os Oo, Gy, ses On-—1; LIT 
statt 


Ay, 0; 


99 d;, ds \ CK 09} Ans CT Yu | 


schreiben, um die. Zeiger der Coefficienten mit den Exponenten der 
Potenzen von x zur Uebereinstimmung zu bringen, wodurch die folgenden 
Betrachtungen vereinfacht werden. Setzen wir nun: 


»"—= (tar + 92” + 00 +... 
n n e n n 
> “o 
— 4A, +40 #42." + 42° +... 














2! 


welche Form der nach Potenzen von x geordneten Entwickelung, als 
einem Produkte von » Faktoren, jeder = p, nothwendig zukommen 
muss, so handelt es sich nur um die Bestimmung der Coeffieienten: 


N n 77 


AAN: 


Denken wir uns die Multiplikation der » Faktoren, jeder — p, 
wirklich ausgeführt, so folgt unmittelbar aus der Regel für die Multi- 
plikation von Polynomen, dass 1) irgend ein Glied des geordneten 


n 
Produktes, z. B. A,x" das Aggregat sämmtlicher Glieder ist, 
welche x" als Faktor enthalten; dass 2) jedes dieser Glieder ein 
Produkt aus » Gliedern des Polynoms p ist, und zwar so construirt, 
dass die Zeigersumme der in dasselbe eingehenden Üoefficienten 
« dem Exponenten r der in dasselbe multiplicirten Potenz von x 
gleich ist. 


n 
Hiernach muss der Coeffieient A, nothwendig das Aggregat sammt- 


licher Produkte sein, welche sich aus den Coefficienten : 


IE EEE E02 


12 PR) 


mit der Zeigersumme = r bilden lassen, wobei der Faktor «,, welcher 


0? 
zur Zeigersumme nichts beiträgt, mit einem solchen Exponenten zu 
versehen ist, dass die Anzahl aller Faktoren — n werde. Zerlegt man 
daher die Zahl r, so oft es angeht und ohne Wiederholung, in ihre 


ganzen Bestandtheile, so erhält man offenbar alle Complexionen von 
n 


Zeigern, welche den einzelnen Gliedern des Coefficienten A, zukommen. 


n . 
Um z. B. A, zu bilden, zerlegen wir die Zahl 5 in ihre Theile: 


BI 113,2 


ES N RE op Bi kill 





31 





39,1 





wir erhalten sofort: 


OU NET 0 WE EEE, 
und fügen endlich jedem dieser Bestandtheile so viele Faktoren, jeder 


— @, hinzu, dass die Anzahl aller Faktoren = n» werde. Die sämmt- 


Fi n 
lichen Bestandtheile des Coefficienten a sind somit: 


er rer, RR VER BR: EEE ET E20, 


n—4yr 3 nd v5 
&) ] Gl], Go) ei e 


Nun überzeugt man sich aber leicht, dass irgend einer dieser Bestand- 
theile durch den Multiplikationsprozess mehrmals gebildet wird, woraus 





aus den » Elementen «, aus welchen er besteht, gebildet werden kann, 
d. h. also so oft, als diese Faktoren, n an der Zahl, Permutationen 
ohne Wiederholungen zulassen. 


Von den oben dargestellten Gliedern des Coeffieienten A, wird 
hiernach: 


das 7: BEE Pe: n 
5 REN 





a(n — 1)(n — 2)...3.2.1 
1) 


—n mal, 
—1 —2)...3.2.1 
das 2. und 3. Gl. jedes: .., a & | Prem : SER 


—n (n—1)—=2 (2) mal, 


n(n En 1)(n A 2). 32 
1.2.3...(% — 3).1.2 


nen —1)n—2) a (3) N 
Br; et J 


12 





he, 





das 4. und 5. Gl. jedes: ... 





n(n—1)(n— 2)...3.2.1 
2a 


n(n — 1)(n —2)(n —3)  ,fr 
EEE N re 





das Hzrtshed2 0 





n(n — 1)(n — 2)..:3.2.1 
1:2.3...(n—5)1.2,3.4.5 


_nn—1)n—2) WE (3) mal, 


1005 y 


das 27.Gl1ede Sir ne 











erscheinen, und somit ist: 


n 


n Re: 
+ 4 (') tod, + (4) RE 


Es ist hiernach sehr leicht, den Coefficienten eines beliebigen 
Gliedes der »n!°" Potenz eines Polynoms zu entwickeln, wobei wir unter 


n vorläufig noch eine positive ganze Zahl zu verstehen haben. Setzt 


man daher: 


(tax +0,20’ +0,03 +.%=4, +48 + 4,8? + 4,2? HE (5) a 





aber sogleich folgt, dass er überhaupt so oft erscheinen muss, als er 


Fo 


N DE 2 
Ey +23 )a" "2(@,0, + 0,0,)+ (3) a," oa, +0,03) 7 





a 
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so ist, wie man nach dem angegebenen Verfahren sehr leicht findet: 





a 

re 

n» 

en Bl 

1 

$ n 
en eo, + () BR 0er 

4 n—1 5 n n—2 % n--3 3 | 
A; —na" 0; 2 oJ" a, + 3) a; (19 
4 # n—2 (9 2 5) n n—3 y2 
Ana, to) Rn, +) +3) arte, + 


n 


De nur, . ... wie.oben. 


UF 


Diese Entwickelung führt den Namen: Polynomial-Theorem 
oder polynomischer Lehrsatz und die in (6) entwickelten Üoeffi- 


n n 
cienten A,, A,, u. s. w. heissen Polynomial-Coefficienten. 


Wie man sieht, so enthält die durch die Gleichungen (5) und (6) 
dargestellte Entwickelung bereits die Auflösung der ursprünglich für 
das Polynom gestellten Aufgabe, nur mit der Einschränkung, dass 
der Exponent » noch eine positive ganze Zahl bedeute. Es ist aber 
jetzt sehr leicht zu zeigen, dass diese Entwickelung für jeden Werth 
des Exponenten in Kraft bleibe. In der That, setzt man in (5) und (6) 
der Reihe nach » —=1, 2, 3, u. s. w., substituirt die für », p?, p°, pt, 
u. Ss. w. erhaltenen Ausdrücke in (3). wobei wieder &,, &,,&,, .. durch 
Ay, Ay, Q@s,... zu ersetzen sind, und ordnet nach Potenzen von &, so 


erhält man: 


m m m m m 
(a, a2 + a2? + a, +..)—= 4, +42 +4,07 + A,0° +... 
m m m 


und findet, dass die Coefficienten A,, A,, A,, u. s. w. nach eben dem 
in den Glgn. (6) ausgesprochenen Gesetze gebildet sind, wo aber nun 
an die Stelle der ganzen positiven Zahl n» die jedes beliebigen Werthes 
fähige Zahl m getreten ist. 


Zwischen den in (6) dargestellten Polynomial-Coefficienten finden 
einfache Beziehungen statt, mit Hilfe deren sich jeder derselben aus 
den ihm vorangehenden Coefficienten berechnen lässt. Es ist nämlich; 
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N 


— n 
Anal 
n N = 
1, A, —nd,:.A, 


n 


„A, + (m — 1) A, 


2 5 





n N n n | | 
Ba ee. + (2n — : A, + In --2)u,4, Rn 
n n 
4a, A ‚ia, + (3n— 1)a, A, + (2n —2)a,A,+ (n —3)0,4, 


5 0A, —5no,A, + (4n— 1)@,A, + (In — 2)&,A, + (2n — 3)0, 4, 
+ (n — 4)a,A, $ 
u. S. W. 
Das Gesetz der Fortschreitung fällt deutlich in die Augen. Zur 
wirklichen Berechnung der Polynomial-Coefficienten in einem praktischen 
Falle, namentlich wenn dieselben numerische sind, sind die Formeln (7) 


bequemer als die obigen (6). 


Wäre die folgende Reihe von allgemeinerer Form: 


eh k Ku k+2h K+8h 3 
2:== 0,08... Por Der Eee - 
zur mt" Potenz zu erheben, so hat man: 
yim Be zokm (a, + a, ach + Re + ER — na 1 | 2 
und wenn man at —= 2 setzt: 
km ae 
ym—gh(a, lan, >. aa 


wodurch die Aufgabe wieder auf die oben behandelte zurückgeführt ist. 
Wäre endlich ein Polynom von der Frrmp—=(a+b+c+d+.. 3. | 


zur m‘*® Potenz zu erheben, so hätte man nur in obiger Entwickelung 2 
Beer tr RELZEN, By 4 


Er 


Wil m 
v 


U. Die Exponentialreihe. 
65. Um die Exponentialfunktion a® in eine nach steigenden Po- 


tenzen von = fortlaufende Reihe zu entwickeln, setzen wir in der Bino- 
mialreihe : 


a+n=1+(1)s- +dr+Hrr or 


£ 
1 a a a erhalten wir: 








RENNER TE RABEN 


We N - 
r 1 








> (a IE: 


Key + (a 1)+ z 


Be) 
A a 
KEREN: Ch Ü& 





oder: 





a: ses] PET 2 3 
a j : 





& 192 
a — a)(#2 — 20) En 
u: 23 ler 
und zwar für jeden Werth des Exponenten x, und für solche Werthe 
a! 
von &, welche der Bedingung 4 —= a — > 1 genügen, wo «a eine 


beliebige positive Zalıl bedeutet. Letztere Bedingung wird um so gewisser 
erfüllt sein, je kleiner wir @ nehmen, somit auch für @==0; lassen 
wir daher « in O übergehen und setzen den noch unbekannten Grenz- 
werth: 











Fa 
lim Erg k, (1) 
so folst: 
Br .2.62027 k?.% 2 = — » 
et Er 2 
$ tragt a 


wo % eine noch unbekannte bloss von a abhängige constante Grösse 
bedeutet, und x jedes Werthes von — » bis + » fähig ist. Zur Kenntniss 
der Constante % führt die Bemerkung, dass, da % bloss eine Funktion 
von a ist, wohl auch ein Werth von a existiren wird, für welchen 
%k —= 1 ist. Bezeichnen wir diesen besonderen Werth von a mit e, so 
geht. die Gl. (2) über in: 
; x x 2 % L—=—o® 
Beet 


? a“ 3) 
Baatıasat ea 





setzt man aber hier & = 1, so folgt: 


1 1 
EEK TR 





e=l4ı tt ara (4) 


- 


Diese Reihe convergirt und liefert durch Addition einer hinreichenden 
Anzahl von Gliedern den gesuchten Werth von a, für welchen k — 1 
wird, nämlich: 











e — 2,1182818284...... 


Diese Zahl 2,718..., welche in der Analysis, gleich der Zahl 
ze — 3,1415 ..., eine grosse Rolle spielt, werden wir in der Folge, 
wie dies üblich ist, ausschliesslich mit dem Buchstaben e bezeichnen 
und es lässt sich zeigen, dass dieselbe eine irrationale Zahl ist. 





Setzt man nun in (2) 2—=1, in (3) e=k, so erhält man: 
k k? %% 
ee — —— +-.,... * 
u ER ENEN: 
k “ k> 
k— 1] — _— —t,..... 
; a RAD 


woraus, da die im zweiten Theile dieser Gleichungen stehende Reihe 
für jeden Werth von k convergirt, e' — a folgt. Nimmt man von beiden 
Theilen dieser Gleichung die Logarithmen aus einem beliebigen Systeme, 





so kommt kloge — loga, woraus endlich 


pn loga 
B== 4m, => 
&  loge 


5). 





folgt. Hiemit geht (2) über in: 

x x (log “) x” (2 2); 2 (= *): =— x 
ee] —I —— —l — 6 
ie +: + RL; 


loge 1.2 \loge .2.3 \loge BE 





in welcher Gleichung nun alles bestimmt ist, und die Logarithmen aus 
einem beliebigen Systeme genommen werden können. Nichts hindert 
aber, ein Logarithmensystem zu construiren, dessen Basis die Zahl e 
ist; bezeichnet man sodann die Logarithmen dieses Systemes, welche 








man natürliche nennt — im Gegensatze zu den künstlichen, 
deren Grundzahl eine beliebige Zahl d sein kann, und die wir wie 
oben mit dem Zeichen log bezeichnen wollen — mit dem Buchstaben 
I, so folgt aus (5), wegen le —1: R 
ü® ‚a 1° 
k—=lim — ———le; (7) 
a 
endlich wird: 
we. DAR NA je —=—® 

DR m 00... 5 
” 1 a5 ba was | — +» (8) 


66. Die Zahl e = 2,718..., die Grundzahl des natürlichen Loga- | 
rithmensystems, ist durch die unendliche convergirende Reihe (4) defi- 
nirt. Eine andere Bestimmung derselben ergibt sich mit Hilfe der 
Gleichung (7): 








a 


£ PREr? 1 | | 13 — 
‚lim eprseliger arte a0. (7) 


Setzt man nämlich a«°—=1 + f, wo f eine mit « verschwindende Grösse 
bezeichnet, so wird: 














ß ter 1 A 1 
ei 7’ 
ß log, R BE s| 

somit: 

| es 1 

on. Lu + ar San 
wo mit log, ein Logarithmus aus dem Systeme, dessen Grundzahl — a, 
bezeichnet ist. Aus der letzten Gleichung folgt nun: 
1 er 


oe 


und hieraus, wenn man zur Grenze übergeht, mit Rücksicht auf (7): 


| 1 
d. i. weil dem Begriffe der Logarithmen zufolge e! —a, also e— alt ist, 
1 = 
lim(1 + ß)P=e, [für ® —= 0]. (9) 


Die beiden Grenzgleichungen (7) und (9) finden in der Analysis 
häufige Anwendung. Setzt man in (9) ßx an die Stelle von P, wo ® 
_ eine von # unabhängige, übrigens beliebige aber reelle Zahl bedeutet, 
so hat man: 

| ; ai 
| lim (1 + Be)f” — 
d. i. weil [$. 18, e]: 





lim (1 + Re)" = {lim (1 + Ba)P}* ist, 
lim(1 + Be) —e, für —=0]. (10) 


eine Gleichung, welche die in natürliche) Ron laluiaign 
e® als Grenzwerth einer Potenz darstellt. 


Herr, Höh. Mathematik, I. 3. Aufl. 7 
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III. Logarithmische Reihen. PER 


67. Setzen wir in der Gl. (7) des vorigen $.a=1- x, so folgt: 





| ec) — 1 
(1 + ae + 2 , [ur =0% (1) 
lassen wir nun x eine Zahl bedeuten, welche zwischen — 1 und + 1 ’ 
liegt, also einen echten Bruch, so ist: 


a (a —1) , (a — 1) (a — 2) 3 z 


+ itaer er 





somit: 


(1+2)= in e+ ie, Se NE + 


1) —2)(a 3) 5 E 
an BEER S Hl. 


4 “3 















woraus, wenn wir «@ in O übergehen lassen, 


1 1 1 a 2 
2(d ee 
RE a. (2) 
folgt. Setzen wir — x an die Stelle von x, so erhalten wir: 


er 


U-)=—letz +0 ++ Ir ve (3) 


welcher Gleichung wir auch die Form: 


1 1 il 1 2. 
1 WB _y? 3 Re IR: 
(—) ee > Le (4) 
R | | 
geben können, da bekanntlich IN = — !— ist. Denken wir uns in 


N | 
dieser Gleichung unter x einen positiven echten Bruch, so ist der 


*, Ihrer Ableitung zufolge gilt die Reihe nur für Werthe von x, welche 
zwischen — 1 und +1 liegen; da aber für = +1 dıe Gleichung in: . 


1 1 en 
12) = 1— 5 n- me übergeht, welche Reihe noch convergirt, und für = — 1: 


ig | 
(0()=—(1+ 9 ne 9 + am [S. 27] erhalten wird, woriu kein Wider- 


spruch liegt. weil bekanntlich der Logarithmus von 0 in jedem System ——o 
ist, so bleibt die Gleichung ı2) auch noch für die Grenzwerthe e==-+1 richtig. 


1 
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1 
Quotient r 


= jedes positiven Werthes fähig, welcher > 1; wir kön- 





nen daher 1 — 1-2 setzen, unter 2 irgend eine positive Zahl 
—%& 





verstanden, wodurch x —= ‚wird, und die Gl. (4) sich in folgende 


2 

verwandelt: | 
1 BB Bet ES 2 

re) tk ,,0 

Zur wirklichen-Berechnung der natürlichen Logarithmen der Zahlen 

sind die vorstehenden Reihen ihrer geringen Convergenz wegen nicht 

geeignet. Es lassen sich jedoch aus ihnen durch geeignete Umformungen 


viele andere rascher convergirende Reihen ableiten, von welchen wir 
einige anführen wollen. 


68. Zieht man (3) von (2) ab, so kommt: 


et getzet 





> 


| 
Setzen wir 





== #2a. für 
ee k 


he a a AB eure 


$ are 
wird, so ist innerhalb der en] 


ur 


tiven Werthes fähig; da ferner aus obiger Gleichung x —= 


‚2 jedes beliebigen posi- 
Zt 
z-+1 
folgt, so erhalten wir, indem wir diese Ausdrücke in (6) substituiren : 
z—1 Klare li 1 (2 N? 2=0 
Eee... 
y +1 BR z-+1 IR z+1 aa eE=+» (7) 


a A 
welche Gleichung, wenn man 2 = TS setzt, folgende Form erhält: 


a—b 1 (a —b\’® 1 /[a—b\’ 
ee] 
= ()+3 ls Para) (8) 
eine Reihe, welche um so rascher convergirt, je kleiner («—b) gegen 
‘(a + b) ist. 
Fürra—#+06ö,b=x, erhält man aus (8): 


(+ ö)—=1r + 2) 35) nn A St 1% =) + .|®) 


und hieraus für 6 =1: 





























1 If 18 17 1 A 
— +2 2 () = S .| | 
Re AR RE (s)+; a) 
'mittelst welcher Reihe man bereits die natürlichen Logarithmen der 
Zahlen berechnen könnte. Für x >93 hat, wie man leicht findet, das 


9te Glied der Reihe auf die 71° Dezimalstelle des Logarithmus keinen 
Einfluss mehr. 


Eine noch rascher convergirende Reihe ergibt sich, wenn man in 
(8) a = a”, .b—=%” —1 Setzt, wodurch 


= Ma N)= 2 Ua 1) et 135 


und 


wird; es kommt: 





1 1 i 

le — - [le — 1 (+1 ® en. 5 
it NR 1 Feet TR 

le e 

> BEA x 11 i 

T5oPZıy rt | as E% | 

eine Reihe, welche zur Berechnung der Logarithmen der aufeinander- | 
folgenden Primzahlen, aus welchen sich die «der zusammengesetzten E 
durch blosse Addition ergeben, schon sehr geeignet ist. Setzt man RZ: 
nämlich den. Werth‘ der Reihe’ in (113. > nz Ga Ei 


St 1% | | 
Be Br Hyatt | 


so hat man zunächst: 





1 
- DIRT: I 
5 3 +8; B— 5 

aus beiden Gleichungen folgt : 
‚222, 8) Ed rede 


mr) en. 





Nun ist: 
go a ee 
EEE | 2 
ee Beh: 0,0588 5 
ET, BET 


von welchen Zahlen die erste 5, die andere 3 Glieder der Reihe in Rr 
- Anspruch nimmt; hiemit wird nun in 7 Dezimalen : 23 





Va 
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12 — 0,6931472. 13 — 1,0986123. 


Weiter ist: 





ER 3 1 
B=,14,1648,=,124,13+48,— 1.604379 


ee | er 
T=5164,1848=212+,13 48, = 1,9459101 


U. RW 


Man findet leicht, dass für Werthe von &— 11 das zweite Glied der Reihe 
keinen Einfluss mehr auf die 7'° Dezimalstelle des Logarithmus hat; 
man kann daher bis auf 7 Dezimalstellen genau für alle Zahlen von 11 
angefangen: 


Ike — 1) +llc + + ——., 
% & KH 1) ne 1 
ul erur > 3163 u 


= [le 1)+Üc + 1)] 


ID 


setzen. 

‘Auf gleiche Weise wie wir (10) und. (11) aus (8) abgeleitet 
haben, lassen sich aus (8) noch viele sehr rasch convergirende Reihen 
entwickeln, indem man nämlich für a und b zwei ganze Funktionen 
von £ von der Beschaffenheit wählt, dass sie sich leicht in einfache 
Faktoren zerlegen lassen und ihre Differenz eine kleine Zahl wird. 


69. Die bisher angeführten Reihen geben die natürlichen Loga- 


--rithmen der Zahlen, deren Grundzahl e = 2,718... ist; sie werden in - 


der Analysis fast ausschliessend gebraucht, während man sich bei dem 
praktischen Rechnen bekanntlich der gemeinen oder Briggischen Loga- 
rithmen bedient, deren Grundzahl 10 ist. Diese lassen sich aber aus 


den natürlichen leicht berechnen. Bezeichnet man überhaupt mit log 


die Logarithmen eines Systems, dessen Basis D ist, so hat man, wenn 
N eine beliebige Zahl bedeutet, nach dem Begriffe des Logarithmus 
N = bleeN — e!N,; nimmt man von beiden Theilen der Gleichung 
bs N — e!N sowohl die natürlichen als die künstlichen Logarithmen, 
so kommt, da lgb =1 ist: 
loe N. ib —= IN 
log N = IN.loge; 
durch Division beider Gleichungen erhält man: 


ERS 


ar A 




















\ 


Re 
somit, wenn man die Constante a =—=M setzt: 
log N — M.IN. | 

Die Constante M heisst der Modulus des auf die Basis d gebauten 
Logarithmensystemes und ist, wie man sieht, der reciproke Werth des i 
natürlichen Logarithmen der Grundzahl db. Für das gemeine Logarith- 
mensystem ist d = 10, und 

110 =:.12:-"75 —=12,3025395 

somit: | 

2.0 1340045, 

110 | 
man erhält daher die gemeinen Logarithmen, wenn man die natürlichen 
mit M == 0,4342945 multiplieirt; umgekehrt folgen die natürlichen : 
aus den gemeinen, wenn man letztere mit 
1 

0.1349945 =—2,38025851 | 
multiplieirt. 

Um die Reihen (2) bis (11) für gemeine Logarithmen umzuformen, 
hat man nur das Zeichen Z mit jenem log zu vertauschen und den 
Reihenausdrücken den Faktor M vorzusetzen. 

70. Aus der Exponentialreihe (8), $. 65 lässt sich leicht eine Reihe | 
ableiten, welche eine Zahl 2 durch den Logarithmus derselben ausdrückt. 
Setzt man nämlich a® — z, so wird ala — Iz, somit: i 

lz 12)? l2)® l2)* 2—=0 2 

tt i 

E 


IV. Trigonometrische Reihen. 


4. Reihen für Sinus und Cosinus vielfacher Bögen. 


71. Setzt man in der Moiwre’schen Binomialformel [G1. (3) 8. 52]: 
(cos® + isin 2)" — cosm(x + 2rzr) + isinm(x + Zr), 
in welcher x einen beliebigen Bogen, m eine beliebige Zahl und r eine 
positive oder negative ganze Zahl bedeuten, der Kürze halber 
008%. = PAD, 


so wird: r 
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cosm(x + 2rse) # ; sinn (2 + 2r)= (pP + io)" = p"r(1+ a 





nimmt man ferner an, dass g=sinz<p==cosx, oder was auf dasselbe 


". \ 7U ZU 
hinauskommt, dass der Bogen x zwischen den Grenzen — T und DEE 


liege, so ist n ein echter Bruch und das Binom (1 + I jym kann nach 
. / pP / 


dem Newton’schen Lehrsatze in eine convergirende Reihe entwickelt 
werden; man erhält, wenn man zugleich die reellen und imaginären 
‚Glieder zusammenfasst : 


cosm(x + 2rse) + isinm(x + 2rıı) = 
ER m\g“ m\g*" 
= 1 (ar) |+ IR 
m\gq m\g? | 
om = — lo) -+t...... « 
ni I%)= (+ jr | 


Bedeutet nun m eine ganze Zahl, so zerfällt [S. 47] diese Gleichung 
sofort in folgende zwei: 


m\g* m\ g* 
sm | ı - (3), +(% RE NEED Ik 
D De i 
sin mx m I(*) 2 (3) g° os) Ir | (2) 
‚X =» eg 758 ae 
; 1)» 3) pP? et p? 


weil dann einerseits bekanntlich 








cos m(& + 2rsr) = cos ma, sinm(x -+ 2rsc) = sin mx 


ist, anderseits aber die Potenz pP" nur einen Werth zulässt. 


h 
Ist.» aber m, = Ha ein rationaler Bruch, so haben beide Theile der 


Gl. (1) % verschiedene Werthe [$$. 52 und 55]; 'es entspricht jedem 
der % Werthe von »”" im zweiten Theile ein bestimmter Werth von r 
im ersten Theile, wodurch eben bewirkt wird, dass‘ beide Theile der 
Gleichung einander gleich werden. Unter den % Werthen von 2” befindet 


; RR. TU 
sich aber nothwendig ein reeller, da x zwischen den Grenzen — art und 


RER! : : rate 5 x 
AST liegt, somit 9 = cos x immer positiv ist. Lassen wir nun in (1) 


p” diesen reellen Werth bedeuten, so zerfällt diese Gleichung in 
folgende zwei: 


4 


Re 2 1, 





: BEREIT ah 
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in m\g’ , (m\ a 
cos m (x + 2rı)—=P ir Marla (5) 
h m\4 m\q” (%) q’ | " 
’ Var —j m Ze een — NE DE De D) 
sin m (& + 2rıı) =p In (3)3 Ah p | 


und es bedarf nun noch der Bestimmung desjenigen Werthes von r, 
welcher dem reellen Werthe von p" entspricht. 

Hiebei kommt uns der Umstand zu Statten, dass r von x unab- 
hängig sein muss. Denn die zweiten Theile der Gleichungen (3) sind 


offenbar stetige Funktionen von x; den ersten Theilen muss daher die= 


selbe Eigenschaft zukommen, was nur der Fall sein wird, wenn der 
Bogen m (x + 2rrı) = ma a 2mrzv eine stetige Funktion von & ist. 
Dies kann aber nur unter zwei Bedingungen stattfinden: 1) entweder 
muss 2mrse, also r eine constante von x unabhängige Grösse sein; 


oder 2) es muss r' selbst eine stetige Funktion von x sein. Letzteres. 


ist aber unmöglich, da r nur ganzer Zahlenwerthe fähig ist, somit nicht 
stetig, sondern nur sprungweise, immer um eine Einheit, sich ändern 
kann. Hieraus folgt also, dass r von & unabhängig ist und zu allen 
möglichen Werthen von x derselbe Werth von r gehört. 

Es genügt daher, den Werth von r für irgend einen speziellen 
Werth von x zu bestimmen, wozu der Werth 20 am geeignetsten 
ist. Für diesen Werth von « geben die Gleign. (3), da 
p=cs0—=l,g=sin0—=0 
wird: i h | 

cos 2mrx —=1, ‚sin Imrsı — 0, 
welche Gleichungen nur bestehen können, wenn mr eine ganze Zahl 
ist. Dann ist aber 


cosm(x + 2rrc) = c 
wodurch aber die Gleichungen (3) wieder in jene (2) sich verwandeln. 
Diese bestehen daher für jeden Werth des Multiplikators m. Führt 
man im zweiten Theile derselben die Multiplikation mit p” aus und 
stellt die Werthe von 9 und g wieder her, so erhält man: 





sin m (x + 2rsc) — sin mx, 


m 
08 MX — 608 aM — (3) cos @" 2 sinx? + | st 
m rn 4 (4) 
- +14) 08 #72 sin #! — 
sin m& — m cos "1 sinz — (2) cosa" sin’ + 
TC 
s<prn 


M ” 
+|,) c0os#"73 sin «5 — 


I: 

E 

" 
. 
Pen 
By. 

5 
Be: 
Pr 
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Ist m eine ganze positive Zahl, so brechen diese Reihen ab und 


gelten dann für jeden Werth von x; für jeden anderen Werth von m 
werden sie unendlich und gelten nur für solche Werthe von x, welche 


5 AB 1: 
zwischen den Grenzen + i liegen. 


Hat man den Sinus oder Cosinus der Vielfachen eines Bogens x, 
welcher einen halben Quadranten überschreitet, in eine Reihe zu ver- 


5 ER RL 2. RR 
wandeln, so bringe man diesen Bogen .w durch Division mit „ auf die 


F R U » u. r 
Form .2—=n n + x’, wo n immer so gewählt werden kann, dass = 


; TE BEE KERN 3 
zwischen dıe Grenzen SL und + 7 fällt. Dann ist: 


TU . ZT r 3 IE), B 
COS me = cos mIn— + & | = cos mn — cosmx — Sin mn — SIN MX, 
2 2 2 
R 2 YER . : TC , TEIL. y 
sin mx — sin mn, + 2) = sin mn = cosma — cosmn — sin mi, 
ad ad 


_ wo nun sin mx’ und cos mx’ nach obigen Formeln entwickelt werden können. 
Setzt man in (4) und (5) statt m der Reihe nach 2, 3, 4,..., so 
erhält man: 





: E08. 2% — cos #° — sinx? 
605 32 =.c08 2° — 8 cos & sin x? 
= cos 4x —= cos x! — 6 cos x? sin x? + sin »* 
= u..8. W. : 
Bear 2608 SINE 
sin 32 — 3 cosx#”sin x — sin x? 
ee Bein Ar == 4008 #%sin x = 4 Cos.2 sin £° 
B ” # | BER BUY W, 
- 22. Die Reihen (4) und (5), welche nach den fallenden Potenzen 
R des: Cosinus und den steigenden des Sinus gleichzeitig fortschreiten, 
0: ‚lassen sich leicht in solche umformen, welche bloss Potenzen des Sinus 
ER ‘ . Mr 1 
enthalten. Da nämlich cos — (1 -—-sin x”)? und sine <{ 1, so hat man 
be nach dem binomischen Lehrsatze : 
= ; r r 
“ - eos@" —= (1 — sin v2)? en We (2) sin 2? + (2) sin &® — 
Fr l 2 
) sinx° +.. («) 





LG, a  ° BR, Ri a 7 an £ N SE 9 Ze 
Se ae ARE SOLEHR a Ran vA ER ET eye A 
F RY h I Sn h4 
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Setzt man hier nach einander r=m, m—1, ı 


von sin x ordnet und die Coeffieienten gehörig reducirt, ohne Schwie- 











rigkeit: 
m? N Ra a en 
cosmt.— L— 5 sin? nn sine 
m? (m? — 2° ee AIR 
A Zuger 1? 
sin m& —= msinz — 2 a sinx? + 

A ERNE 1? ee = 

a @ 


Die Reihen (4) und (5) lassen sich ferner auch in folgender Form 


darstellen: 


Mm } Be 
COS ML — 008% |. am — (3) cosx" ?sinx? + 


m 
.- (7) Cos 2-3 sina* —;, | ; 


; sen m 2 . 
sin. mx — C0S X |» cos "2 sin x — (2) cost Ein Ei | ; 


schafft- man nun aus den Reihen innerhalb der Klammern mittelst («) 
die Potenzen des Cosinus weg, so erhält: man folgende Reihen: 














EIER 1? a 2, 5 Dame x 
COS ME == C08% |: _ sin” Su nr N E R +. [(8) 
m (m? — 2°) ? a 
sin mr Cost |» sin a — RaHeR: sin” + 
mm am A) | ie | 
- —... 9 
1.9.8286 Nee 0 


Wir haben demnach für jede der Funktionen sin mx und cos mx zwei 
nach Potenzen von sin x fortschreitende Entwickelungen, deren eine 
(6) und (9). wie aus dem Baue der Coefficienten erhellt, abbricht, 


*) Es lässt sich zeigen, dass die Coefficienten der Potenzen des Sinus 


in den Reihen (6) bis (9) nach dem oben deutlich ausgesprochenen Bildungs- 


gesetze fortlaufen;, am einfachsten, indem man sich auf gewisse Eigenschaften 


der aan ton stützt. Man kann hierüber nachsehen: Schlömile. h, 
Handbuch der algebraischen Analysis, 4° Auflız2, Jzaı 1868. 


Ss. W. 
und führt die so erhaltenen Reihen für die Potenzen von cos x in (4) 
und (5) ein, so erhält man, wenn man nach den steigenden Potenzen 





a. { 












EEE IN WER N ER NN N ee LS 
a et Ba Ei a a A ar DE N Piper De Men ! > 


| 
| 


T 
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wenn m eine gerade Zahl, die andere (7) und (8), wenn m eine 
ungerade Zahl ist. Die vier Gleichungen gelten in diesem Falle für 
jeden Werth von x. 





Setzt man der Reine nach m —= 2, 3,4, .. so erhält man aus (6) 
und (8): 
cos22 — 1 — 2 sinx? 
eos3n — (1 — 4 sinw?)cose 
cos4x —= 1 — 8 sinx® + 8 sin «t 
cos dr — (1 — 12 sinz? -+.16 sinz!) cos& 
cos 6« = 1 — 18sinx? + 48 sin x! — 32 sin «® 
. cos 7x — (1 — 24 sinx? + 80 sin @! — 64 sina®) cos 
BErSaW 


und aus (7) und (9): 


sin 27 —= 2 sinz Cosx 
sin 32 —= 3 sine — 4sin«? 
sin 4x. — (4sinx — 8sinz?) cos& 
sin 52 = 5 sine — 20sinz? + 16 sin«? 
sin 6& = (6sin« — 32sinx? + 32 sin @’) cos 
sin 72 = 1 sine —56sinz? 4 112 sinz?® — 64 sin «’ 


u. S. w. 

Die Reihen (6) und (7) convergiren für jeden Werth von sin x, 
während die Reihen (8) und (9) für sin x = 1 divergent werden. Man 
überzeugt sich hievon leicht mittelst des in $. 34. vorgetragenen Satzes. 
Wiewohl hiernach diese vier Reihen für jeden Werth des Bogens x 


. 2 ZU 
(sie letzten zwei mit Ausnahme der Werthe von der Formz = + n 2) 


convergiren, also eine bestimmte Summe haben, so folgt hieraus noch 
nicht, dass diese Summe für jeden Werth von & durch die links vom 
Gleichheitszeichen stehenden Ausdrücke cosmx, sin ma dargestellt werde. 
Dass obige Gleichungen (6) bis (9) für alle Werthe von x, welche 


N IE RE 2 
zwischen den Grenzen + =. liegen, richtig sein müssen, ist klar, weil 


den Gleichungen (4) und (5), aus welchen sie abgeleitet wurden, diese 
Eigenschaft zukommt. Eben so leicht überzeugt man sich aber , dass 


RES Ab: \! Ä S ee 
sie für Werthe von x, welche 3 überschreiten, aufhören richtig zu 


ARE Ba eo 
sein; denn da sin (& -y) sin ( + v) ist, so erhält der rechts 


' vom Gleichheitszeichen stehende Theil einer jeden dieser vier Gleichungen 


- BERN pe 


a N ARE a a er, 
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f TE : 70 x ) | 
für =, — y und für@ = 5 + y denselben numerischen Werth, 
v1 “ n 2 


Ad 


während, wie leicht einzusehen, keineswegs 


PL 7L ; TE 3 ZU 
Emil, eu srl + y} und sin m Erle sin m SE Y 


ist, ausgenommen in dem Falle, wenn in (6) und (9) m eine gerade, 


in (7) und (8) m eine ungerade Zahl ist. Es erübrigt also nur noch‘ 


IE 


nn 
bs ee 


die Untersuchung für das Intervall von <= + i Ir 





Substituiren wir in den Glgn. (4) und (5) 2m statt m und n 


statt x, so erhalten wir: 


zz Im gezm —2 r x? 
CREME —e ES ( > ) 008 7 ler <Par2 | 
2 2m u RE 2m gend $ (ß) 
sın mx | N ) COS 5 sin = ( B ) o0s 5 sin * +7. 


welche . Gleichungen sofort, wenn m keine ganze positive Zahl ist, 


SER 7C ; 
erfordern, dass „ zwischen den Grenzen + a3 d. 1. x zwischen den 


FUSS 7 > 
Grenzen ae liege. Mittelst der bekannten goniometrischen Ausdrücke: 


a 








X rs Er ge ee 
c08 , —Yyı+l cosx, sin -—Yy4 — :5. 008%, .C08% —Yyı — sına? 
Pr . 2 ' 


u 


lassen sich nun sämmtliche in den Reihen (#) vorkommenden Potenzen 


3 


von c0S . und sin, mit Hilfe der Binomialformel in convergirende nach 


den steigenden -Potenzen von sin x laufende Reihen auflösen; substi- 
tuirt man diese in (f), so erhält man auf dem oben betretenen Wege 
vier Reihen, je zwei für sin m& und cos mx, welche, sowie die Reihen 
PLA 
2 





(6) bis (9) nach Potenzen von sin fortschreiten, jedoch von = — 


bs <= + — gelten, da sie aus (#) abgeleitet wurden, welchen dieses 


Giltigkeitsintervall zukommt. Diese vier neuen Reihen müssen jedoch 
mit jenen (6) bis (9) identisch sein, da sich eine Funktion einer Ver- 
änderlichen nur auf eine Art in eine nach steigenden Potenzen dieser 
Veränderlichen (hier sin x) fortschreitende Reihe entwickeln lässt. Wir 


sind somit berechtiget, die Gleichungen (6) bis (9) für alle Werthe 


gu - 7U DR £ 
von x innerhalb der Grenzen — =: und + 57 als richtig anzunehmen. 


A aa Te iz Saal) LH un 











Sara 





Pair wi 7 


TE, 
u SZ en 
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D. Reihen für sinz, cos, tangx, u. s. w., welche nach Potenzen 
des Bogens & fortschreiten. 


73. Zieht man aus dem zweiten Theile der Glgn. (4) und (5) 
cos x" als Faktor heraus, so erhält man: 


(m E m , ERS 
BOSMR COS 2" I: = (3)i2.° + (') tg 0% — |fr> 300) 


m 


i Mm e n TU 
sin MX = Cos x" Imier — (3) tea? + (2) tg2° —'.. i I.< + „i) 


Hi ß 
und wenn man —- statt x schreibt: 
Mm 


( x 5 I: (2) ( x ) Je ) ( x 5 | MATT 
cos2——=leos- ee 2 oe a 2 BER N a ee RER 
; m). 2 5 m 4 m) 4 
2\” x Mm e\? | MAIE 
in == 1.608: — mitg — — ( ) (te ) EI L. 55 | le en 
ug ( >) | > m 3) \ m 3 ih 4 





Der erste Theil dieser Gleichungen ist von m unabhängig; folglich 
muss dies auch mit dem zweiten Theile derselben der Fall sein, woraus 
sich auf die Möglichkeit schliessen lässt, diese Grösse aus den Gleichungen 
wegzuschaffen. Zu diesem Behufe bemerken wir, dass diese Gleichungen, 
‚sowie jene (4), (5), aus welchen sie abgeleitet wurden, für jeden Werth 
von m richtig sind, und diese Eigenschaft somit nicht verlieren werden, 
wenn wir m unendlich zunehmen lassen. 

Führen wir nun in.den letzten Gleichungen die Binomialcoefficien- 


m m - j 
ten statt der Symbole (2). Be ein, so erhalten dieselben, wenn 


€ 


ER KEN Mm 
wir in jedem Gliede aus dem Coefficienten (7) den Faktor »n" heraus- 


= ; \ c\" I: Br 
heben und ihn mit (ie =) zu (m tg vereinigen, folgende Form : 
m m 


1 
1 


; ge \m m Be 
6082-1 008 — 1 — -Imtg—) + 
Mm 1.2 m. 








x a) |. 
( | 




















wo wir nun m == setzen und zu diesem Zwecke die Grenzwerthe von 


‘ 


un X m 
(m 1) und (cos ee) zu bestimmen haben. 
m m 


Setzt man — —=c«, wo nun « einen unendlich abnehmenden Bogen 








N 
. x 7 sin & , 
bedeutet, so wird mtg — = -tgWae —=Xe. „———.,"s0mit: 
m & Ü- 7 COBRaN 
4 RISITLEEHE e 
im mtg—) = *r.lım im == = 
m & COS «& 


i 2 . DU 
Bekanntlich ist aber für einen Bogen « <T e} immer 


SINURSZ EHER, 








oder | 
DR 1 
1< — _——, 
sin «& cos & 
somit auch 
, sin« . 
> —>C08.0, 
& 


sin & 





Der Werth von liegt also immer zwischen 1 und cos@; somit 


ist, „da lim! C0s0=, 1 nach SAA SRH 


sin & 


lim ED 
& 





da ferner auch lim —— == I’ ist, so: wird lim (m tg En u 
cos a | 2 N ER 





; a .. u 
ferner istfiür 0% \ 
Mm 
g \m m Er | = sine u Penn 
(cos 2) Sn FT en BER & Ren 
Mm. 
somit, wenn man zur Grenze für «== 0 übergeht und sich erinnert, 
dass nach. 8. 66,61. (10), für x — — 17und 9 an 
NZ ER 
Ä lim (1.— sin a’ Pine! — 07! 
ist, auch 
A ge \ m x 
lim (cos ) = Pr 
m 


Hiemit erhält man nun aus den Gleichungen (a), wenn man noch 


1 2 3 
beachtet, dass die Brüche —, —, Pe: 
m. m. m 


ER 


in den Coefficienten für 


I 


m == » in Null übergehen: 


> 








20 











2? a 26 
ER ee RE RE 
a Bosa Bear n la 
Ant Doku a6 DA 
ee sat asas Tayaıntr.k=to (as) 


zwei für jeden Werth von & convergirende Reihen, welche den Sinus 
und Cosinus des Bogens & durch diesen Bogen selbst ausdrücken und - 
für die gesammte Analysis von grösster Wichtigkeit sind. 


74. Mit Hilfe der Gleichungen (12) und (13)lassen sich nun auch 
die übrigen trigonometrischen Funktionen ohne Schwierigkeit in Reihen 
entwickeln, wobei wir dem von Schlömilch (Algebraische Analysis, 
2. Aufl. S. 174 ff.) eingehaltenen Gange folgen wollen. 


Es -ist: 


1 I u, 
el —- iss 1— (1 — cos) 


COSX 1—(1—cosx 








u 


et U AUF 
Setzt man x zwischen den Grenzen — 57 und + 3 liegend voraus, 


so ist cos& positiv, somit (1 — cos) ein echter Bruch, und die Potenz 
[1 — (1 — cosx)]-! lässt sich nach dem binomischen Lehrsatze in 
eine nach Potenzen von (1 — cos«) fortschreitende convergirende Reihe 
entwickeln; man erhält: 


scer—=1-+(1—cos2)+ (1— cose)”’ + (1—cose)’+... 
Man hat aber nach (12): 





x Dr ct 
ic en ..}, somit auch: 





folelich, wenn man substituirt und nach Potenzen von x ordnet: 





j TC 
; 0. — 
url | 2 
seex—1-+ BL - = +. (14) 
21 ! 4! 6! gt / 
a ar 
wo wir, wie üblich, die Faktorenfolge 1.2.3.4....n mit n! bezeichnen. 


Wir erfahren durch diese Ableitung jedoch nur die Form der 
Reihe, während das Gesetz, nach welchem die Coefficienten der Potenzen 
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von x im Zähler fortschreiten, unbekannt bleibt. Um dieses kennen zu 
lernen, stellen wir die Reihe (14) unter folgender Form vor: 


7: T,x#* Tax 
2 RE = BER (15) 





und substituiren die Reihen (12) und (15) in die identische Gleichung 
1 =sec %.cos x, so kommt: 


Tu re U RA 
(1, + ee +. 





und durch wirkliche Multiplikation: 








m 168 ei D T, T, 1 dr 4 
1=1,+(—50)e + rear: 
Pa PL RTERU 2.) 
+(; Natanıı ole 


Nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten folgt nun, dass 

T, = 1, und die Ooefficienten der Potenzen x°, x*,... der Nulle gleich 

sein müssen. Bezeichnet man daher mit m eine gerade von OÖ ver- 

schiedene Zahl, so hat man allgemein nach dem obigen deutlich ausge- 
sprochenen Gesetze: 

Tin Im 142 Im —4 i Tm-6 1 

ö% (m — 4)1" 41 ; (m — 6)! 6! 








©) 


m! (m — 2)!" 21 


oder, wenn man mit m! multiplieirt, die dadurch in den Ausdruck ein- 
tretenden Binomialcoefficienten mit den bekannten Symbolen bezeichnet 
©: EI ET AE 


und noch beachtet, dass für m gerade, immer sin ee ist: 

TE (2) TH 2) N (%) TS —— (16) 
Setzt man hier der Reihe nach statt m: 2,4,6,8.., so erhält man, da, 
T, = 1 bekannt ist, die Ooefficienten in den Zählern der aufeinander- 
folgenden Glieder der Sekantenreihe (15), nämlich: 
I N sont: Ve MW_te 
nn - 6 HT =0 | AB FR 
I, 152 Ab, en I. el 
ee a U Te 983 

LS RE, u. 8. W. 


75. Um tgx in eine Reihe zu entwickeln, hat man, wegen tg « 
— sin @.sec x, wenn man die Reihen (13) und (14) substituirt: 3 
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N ++ er Hatte 3 
ZU 
a ed 
93 160 , 27287 | or 2 
tn de: & (17) 
|» se kiren 


wo die angedeuteten Grenzen daher rühren, weil die als Faktor einge- 
führte Sekantenreihe an dieselben gebunden ist. Die Tangentenreihe hat 
somit die Form: 


LP A 








ES (18) 


JR 


Um das Bildungsgesetz der Coefficienten 7’, T7',, .... kennen 
zu lernen, substituiren wir in die Gleichung sin & = tang x. cos x die 


Reihen (12), (13) und (18) und erhalten: 


59 












1 a RR 7,.9° T',x° | 
sen = (Me+ FERN ax 
' le ee ia 
x rare 
d. i. nach verrichteter Multiplikation : 

DE Fr a Tee NE NER, T; 
+ net) er 
EN “N Yb Lea ER 7% 

Ba a 1 5 Ur > ' 1 7 
ee FRE TRANETERT ee, 


Hieraus folgt nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten zunächst 
T, =1, und allgemein durch Gleichsetzung der Üoefficienten von x", 
_ wenn m irgend eine ungerade Zahl: 


m—i 

















er Tn-2 I er Im 1 DEN. Aa U) $ j 
m! (m — 2)! 2! (m —4)!4! ER m! 
multiplicirt man diese Gleichung mit m! und beachtet, dass, wenn m 
m—i 
. MTV ß 
ungerade, immer (— 1)? =sin —, hat man: 
m m m „Mat 
Tn— (> )r I + & ) De ) En 6 - ERS ZZAUSLL 95 . (19) 
Diese Gleichung liefert sofort die Tangenten (Dar nfen! RR ERLEE 
wenn man, da 7, —= 1 bekannt ist, statt m der Reihe nach die Zahlen 


I 


3, 5, 7, 9,... substituirt. Es ist bemerkenswerth,, dass die Glen. (16) 
Hexrk, Höh. Mathematik, I. 3. Aufl. 8 
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und (19) sich der Form nach nicht unterscheiden; setzt man daher in 
einer von beiden statt m die Reihe der natürlichen Zahlen 1, 2, 3, 4,..., 
so. liefert. sie,.da 7, —=1 ist, die’ Zahlen 7, 75, TI 
welchen jene mit geradem Stellenzeiger die Sekantencoefficienten , jene 
mit ungeradem die Tangentencoefficienten sind. 








| 
76. Setzt man in der Gleichung cosee x — Be statt sin® die 
Reihe (13), so erhält man: h 
j; 
COSec Et ——. - ee 
BR et 56% ; 
RT ET; 
der zweite Faktor im zweiten Theile liefert eine Reihe von der Form 
1-+4x” + Ba’ +.... |$. 43. Aufg. 2], so dass also die Reihe für 
1 n x 
cosec x nothwendig die Form — + Ax + Bxz?®-+... annimmt, was mit 
x 


der Natur .dieser Funktion, welche für = 0 unendlich wird, überein- 
stimmt. Aus diesem Grunde wollen wir zunächst das Produkt x& cosec & 
in eine Reihe aufzulösen suchen. Es ist: 


x 1 sin@\zS 
2cose = —— —- - tl Bike 1 : 
sin & 8 ( sin ;) & 








ee 
% 


- sin | ? L 
setzen wir nun (i a < 1 voraus, was dann der Fall sein wird, 
sind =. 7% i i 5 PR 
wenn —— ein positiver echter Bruch ist, somit & zwischen die Gren- 

1% 
zen — sc und —+ 7 fällt, so erhalten wir durch Anwendung des bino- 


mischen Lehrsatzes: 





ED 
+ re 2 en +7 


Nun ist: 
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Substituirt man diese Ausdrücke, ordnet nach Potenzen von x, und 
dividirt die ganze Gleichung durch x, so bringt man die Reihe für 
cosee x ohne Mühe auf die Form: 


l 38 , 150, He 
cser——- +" + DEREN 
tern ch 





Eee (20) 











\® < + 7 
öder, ‚wenn, man die’ Coefficienten 4, ,, 31, ....... deren Bildungs- 
gesetz noch unbekannt ist, mit U,, U,, U5;,.... bezeichnet: 

1 a I SET I >— a 
cosec £ — - x 2 a. 21 
a ae 5: Se er) 
Ei COS& R 
Da endlich cotg x = —— — c0sx.cosecx, so erhält man durch 
sin x 
Multiplikation der Reihen (12) und (20): 
ee re ee ae 
1% 2! 4! 6! << 4 nr 


Oder, ‚wenn wir die. Coefficienten 2, , 32, mit 4, ;V,, V5,:.. 
bezeichnen: 








3 5 ee 
et" ER Cr, a 5 on (23) 


2! 4! 6! RL 

Die in den Reihen für cosec x und cotg x vorkommenden Üoeffi- 
cienten U und V lassen sich durch die aus dem vorigen $. bekannten 
Tangentencoefficienten ausdrücken. Bekanntlich ist 











215% 
ee TEN 
oder 
cotg. 27 = et otgx E 
218% 2 2 
somit: 


cotgx — 2 eotg2x —=tgr; 
führt man in diese Gleichung die Reihen (23) und (18) ein, so kommt: 





























—Ta+ En A = Hier, 

oder: | 

nen eher. 
et, 
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somit nach dern Satze der unbestimmten Coefficienten : . 
2, Vi ar Voen-i Al Toni 
(2n)! (2n)! (2n — 1)!’ 
d. i. weil (2n)!—= (2n — 1)!2n, 
a7) 
Von 1 920 a Tone ts (24) 
Ferner hat man: 
2 1 sin? + cos? | 
2) cosee ?t = — = — = - ee ER cote x 
sin 2& sin& 608 & sin? cos& BI BR 


somit: 
2 cosee 27 — cotgx —tgT, 


und nach Einführung der entsprechenden Reihen: 











BETT 34U,x° 36T,x°> V.x& V,x? 
IE EBEN RN Y%. 3 
GEYER Ta, eo ee 

V,x? T,x? T_.x° 
u ren Shen ++ = -FARER 


hieraus foigt nach dem Satze der unbestimmten Üoefficienten: 


2 Un-ı r Von _ _ FTa-ı Sr 

(2n)! (en)! (2m —ı)!' 

setzt man nun in diese Gleichung für Va,_ı den Werth aus (24), so 
folgt: Ser | 








9m 2 — 2 | 
Uan-ı nn BEIDEN DIET Ton-i . (25) 
Da nun die Tangentencoefficienten T,, T,, T;,... sich nach (19) 


berechnen lassen, so sind durch die Gleichungen (24) und (25) auch 
die Coefficienten der Cotangenten- und Üosekanten-Reihe gegeben, 
wenn man daselbst der Reihe nach » —=1, 2, 3,.. . substituirt. 


©. Cyklometrische Reihen. 


77. In den vorhergehenden Paragraphen haben wir uns damit be- 
schäftiget, die Funktionen sinx, cos, u. s. w. in Reihen aufzulösen, 
welche nach den steigenden Potenzen des Bogens x fortschreiten ; stellen 
wir uns jetzt die umgekehrte Aufsabe, den Bogen durch Reihen auszu- e 
drücken, welche nach den steigenden Potenzen des Sinus, (Cosinus 4 
u. s. w. dieses Bogens laufen. 3 








Man bezeichnet bekanntlich überhaupt mit are sin x, arc cos x, 
arctgx, u s. w. den Bogen, zu welchem x als Sinus, Cosinus, 
Tangente, u. s. w. gehört. Da jedem Werthe von x, als Sinus ete. 
betrachtet, unendlich viele verschiedene Bögen entsprechen, so sind die 
Symbole are sinx, arc cosx, u. s. w. vieldeutige, und wir werden 
darunter im Folgenden den kleinsten Bogen verstehen, zu welchem 
x als Sinus, Cosinus, ete. gehört. Unter dieser Voraussetzung folgt aus: 


SIND ZN ERUHS, 








aus“ > 
COS BF 2 ler AT CHSZ FT U SucW; 
Dividiren wir Gl. (7) $. 72 durch m, so erhalten wir: 
. 2 42 < ; 9% 
sin m& . Mm a m? -—— 12) (m? — 3°). _ 
—— —sın®. — sin. x? N \ in 
m rel 2 1 Se a 8 


lassen wir in dieser Gleichung m unendlich klein werden, so kommt: 

















sin max 1 1 
lim —— er sin x? + 
m 2 12.0.4859 
VAR 
. . 7 
sin N 
Er IR 20E ART 3. 
Es ist aber, me—« gesetzt, wo also « mit m unendlich abnimmt, 
=. SINn M& 27:87. & sin & 
im —— lu, hm Se 
m (4 164 


somit: 


1: sin»? 1.3 sin? 1.3.5sin«’ 
en ea Fade = a) 
% 
















2 oder, wenn man.sin 2 = 2, also x = are sin 2 setzt: 
E. ie a ER 2 —1 
Er C => — +... 27 
E* erztsrietaien. ER 
4 OR Sun 
| Da ferner are sinz + arc cosz —= 3 ist, wie aus der Bedeutung 
dieser Symbole unmittelbar erhellt, so hat man: 
| | en FREE a ae a NE © F=—1 
S2=— — 2 — -— —-—— 28 
ee N ya T245 2.4.67 ee 


L Die Gleichung (11) im $. 75 nimmt, wenn man sie durch m 
_ dividirt, die Form an: 


a N 
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in: 4 =» - | 
STUME og gm [a * ) (m 2) 
12.253 
(m — 1) (m — 2) (m — 3) (m — 4) £ | 
——t — ...|. 
FR BEIEI ee: *s 
Lässt man hier m unendlich klein werden, so folgt: 
ne 
| SER 1 rc 
or „ee wei tan (29) 
7T 
.-+3 
oder, wenn tg x = 2, also x —=arc tg 2 gesetzt wird: 
1 1 1 z—=—] 
ET EL NER, 5 
Ic IR — Te ce we. 130) 


1 
Setzt man in dieser Reihe — an die Stelle von z, so kommt: 
Z 





aus der bekannten Relation ge —= z folgt aber: 





1 IT 
arc tg — — arc e0tg2 — — — artig2, 
Z 2 
folglich wird: Tran 
1 R4 LEE 151 .=+ 1 
IE Fe ee (31% 
ur DER Een ER \=-+t® z 


welche Reihe für Werthe von 2, welche die Einheit übersteigen, 


anzuwenden kommt, da für solche die Reihe (30) nicht mehr convergirt. 


Reihen zur Berechnung der Zahl zr. 


78. Die im vorigen $. entwickelten Reihen bieten ein sehr bequemes 


Mittel zur Berechnung der Zahl c dar. Man benutzt hiezu am vortheil- 


-, so erhält man, 


haftesten die Reihe (29) oder (30). Setzt man >= 


7U 
weil tg Er 1 ist: 











A tan LERHCENE 





he ET 
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die sogenannte Leibnitz’sche Reihe, welche jedoch ihrer geringen 
Convergenz halber zur Bereehnung von 7r unbrauchbar ist. 


Eine besser convergirende Reihe erhält man für x —= 30° — — 
| sin 30° 1 
wodurch t m ird:: h 
ne 0 v3 wird; man findet: 
wi Tee 1 
T=2VY3 I1— — +4 —, — a)" 
v ( 3.5 7505 7r 


Das wirksamste Mittel indessen, um stark convergirende Reihen 
zu erhalten, besteht darin, dass man einen aliquoten Theil von sr, z. B. 


gu T. & 
75 oder ; In zwei oder mehrere Bögen zerlegt, deren Tangenten durch 


einfache Brüche ausdrückbar sind. 


TC 1 x 
Man setze z. B. rt + q undtgp = 7, 50 wird: 


TU 1 rn, 1 
= — )- 1-7 





also auch: 
7U ja! 1 
See vr tor 4 
4 N rn Tr 
somit nach (30): 
TC 1 1 1 1 ) ( ' l 1 ) 
ne u) 
welche Reike von Euler herrührt und zur Berechnung sehr bequem 
ist. Legt man die Rechnung auf 10 Dezimalstellen an, wobei von der 
ersten Reihe 15, von der zweiten 10 Glieder in Anspruch genommen 





werden, so erhält man: 


ze — 3, 1415926532 , 


wobei die neun ersten Dezimalstellen richtig sind. 


; 1 ki 
Setzt man T —2p +g und tg» Se so wird: 


tg 3 ee N 
1929. — Se slim) 





1—tg9 48 


und somit: 


7 


TU 


] 1 
n Zei ALC IE Saar le 7 








gr N BR ) Br 1 1 FRE ) 
ee) Ve ae = re A a Eurer Le TE EN 
Ans (5 FE BU BB) a RS Er. 


D. Potenzen des Sinus und Cosinus eines Bogens, ausgedrückt 
durch Sinus und Cosinus der vielfachen Bögen. N 


79. Man setze: 

cosa + V—1sinx—=p, cosw — YV-71 sine=g, 
so wird: 
20T ED 4. En 3Y—-1snzep gg, (8) 
Pl C08R rsine (y) 
Erheben wir nun die Gl. («) zur m‘®" Potenz, wo m eine posi- 

tive ganze Zahl bedeuten soll, so erhalten wir: 

(2 cos En a 


p"— Re, + B ' pm—2g? +. .+ (3 ) p°g m-2. + ee + nu 


oder mit Rücksicht auf (y): 


m m i 
Bi cos ie eg eh — mp" 2 .. (3) pi $ + (3) Vi mean 


Zufolge der Moivre’schen Binomialformel hat man aber: 


pP —cosre + V— 1 sinvx, q’ = cosre — V-- 1 sine 
wodurch die letzte Gleichung in” folgende übergeht: 
(20 a 


| Cosa SH U CDEN 2)% 2 (3 ) cos (m — 4) & + u x 
4: (2) cos (m — 4) 2 + mcos (m — 2) x + cos m | I % 








+ V— 1 |sinmx + msin (m — 2) -+ B ') sin (m — 4) & Sr 


oo sin (m — 4) x — m sin (m — 2) x — sin m | ER 


In jeder der beiden im zweiten Theile stehenden Reihen sind je 
zwei vom Anfang und Ende gleichweit abstehende Glieder einander 
gleich, und in der ersten Reihe mit gleichem in der zweiten mit 
entgegengesetztem Zeichen versehen. 

Ist nun m ungerade, so ist die Anzahl der Glieder in beiden 
Reihen —= m + 1 eine gerade, welche sich in der ersten paarweise 
addiren,, in der zweiten paarweise aufheben ; daher folgt: 





cos ma — Ku) cos (m — 2) x +4 (2) cs(m — Yıc+.....+ 


rat 
+ (* S ') cos. (32) 


Ist m gerade, so ist die Anzahl der Glieder in beiden Reihen 
ungerade und es existirt in diesem Falle ein mittleres Glied; in der 


i m m x 
ersten Reihe hat dasselbe: ® 5) cos (m -— m) 2 — ß ») ‚ in der 


’ m\ _. 
zweiten: ( ) sin (m — m)&=0 zum Ausdruck, und da sich die 


sm 
übrigen Glieder der zweiten Reihe wieder paarweise aufheben , so 
wird: 


Be megerade: 21. cos am —..\. 
m m 
cos mı + (7) cos (m —2)2H (3) cos (m — 4)® +...+ 
m I LM 
#- (ir En .) cos 2x + 5 2) i 3 


Erhebt man in gleicher Weise die Gl. (#) zur mie" Potenz, unter 
m wieder eine positive ganze Zahl verstanden, so erhält man mit 
Rücksicht auf (y): 

m 


(— 19% (2 sin a et y Pe (2%) p" 22 + 2 ) hr N + 


+ (2) ERS Me (2) et + rt 
NL; 
© 
1)? (2 sin 2)" = 


m\ BET. 
| [eos — K ) cs(m —2)c +... (' ) cos (m —2) + cosme | 
g: ar v1 [sin ME — (2) sin (m — 2) +... (7) sin (m—2)c£ sin m | 


wo die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem m gerade oder 
ungerade ist. Man hat daher: 


m—|1 


arm ungerade: (1)? am, sinam 





m 
m—|] 


Ki. VEN? 4 
sei ME ei sin (m— 2) + (3 )sin (m—4)x (ein ». (34) 


N 








Für m gerade:.(— 1)? .2”-1, sin 2” — 


COSME — (%) cos (m — 2) + 6 cos (m — 42 —...t 


Mm ENT £), 
ee: Im — 1 LT Im) 


Man sieht leicht, das diese vier Formeln (32) bis (35) bequem in 
folgender Weise geschrieben werden können: 


Für m gerade oder ungerade: 
m m 
an i.cosat—cosma + |, Jeos(m —2)c + |, )eos(m —-4)x +... 


Für m ungerade: 


m--i 


(—1) ? „2"-1sinzr — sinmr + (0) sin (m — an + 
Ele) da 0 


Für m gerade: 
m 


(— 1)? mi sin rm — os me — (9) cos (m — 2)c + 


a (3) eostm — 2) En 


welche drei Reihen mit jenem Gliede schliessen, welches, das letzte, 
unter dem Zeichen Sinus oder Cosinus -einen positiven Bogen erhält ; 
(wobei ein Bogen —0 als positiv genommen wird), und wo vom letzten 
Gliede bloss die Hälfte zu nehmen ist, wenn m eine gerade Zahl, 


Mit Hilfe dieser Formeln erhält man: | i 
2 cos2? = cos?2z + 1 Rt: k 
4 c0s0° — 00832 + 3 608% | ME 
8 cos? — cos4x + 4 cos2x + 3 | | 
16 cos@? — cosdx + 5 cosdx + 10 cos& 
u. 8. W. 
— 2 sine? = cos22 — 1 
— Alam DPF BO 35 
8 sin 2* = cos4w > Arcos2r E23 
16 sin «©? = sind — 5 sind + 10 sin 
u. Ss. W. 








a Per 
ER AL ER. 5 . 
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FÜNFTES KAPITEL. 


VON DEN TRANSCENDENTEN FUNKTIONEN MIT IMAGINÄREN VERÄNDERLICHEN. 


80. Setzen wir in der Exponentialreihe: 
3 24 


Ann Gr 


x 
1 An 





| x 2 
teen 


wo e — 2,718281... die Basis der natürlichen Logarithmen ist, x V— 1 


an die Stelle von x, so erhalten wir, wenn der Kürze halber Ve) = 
gesetzt wird: 





I ME > 
a Se AN .+ile 31 t 51 ak 
woraus durch Vergleichung mit den Reihen (12) und (13) in $. 73 
folgt: 
eri — cos + isin a. (1) 


Durch Aenderung des Zeichens von x ergibt sich hieraus: 
e"! — 008% — iSinX. (2) 
Wenn man ferner diese beiden Gleichungen einmal addirt und 
dann subtrahirt, so erhält man: | 





wi — vi 

COS — ee (3) 
AT EIN — I 

sint — z 3: (4) 


Diese vier Gleichungen, von welchen die beiden ersten in die eine 
esWi — 008% + isin® 

zusammengefasst werden können, sind wieder Fundamentalformeln für 
die gesammte Analysis. Durch sie wird, wie man sieht, ein Zusammen- 
hang zwischen den Exponential- und trigonometrischen Funktionen 
hergestellt. Mit Hilfe der beiden ersten bringt man die Exponentielle 
e” auf die Form % + vi, wenn x imaginär wird, während die Glen. (3) 
und (4) den Sinus und Cosinus eines reellen Bogens x durch Exponen- 
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tialfunktionen ausdrücken. Dass diese Ausdrücke imaginär ausfallen, liegt 
in der Natur der Sache, da sin x und cos x als periodische Funktionen 
von x, deren mögliche Werthe zwischen den Grenzen + I und — 1 
liegen, durch die Exponentielle e*® mit reellem Exponenten, welche 
bei wachsendem # fortwährend zu- oder abnimmt, unmöglich ausgedrückt 
werden kann. Obige Gleichungen sind eben nur sogenannte symboli- 
sche Gleichungen; setzt man in ihnen statt der Symbole: sinx, cos, 
ev, e *! dasjenige, was diese Symbole eigentlich bedeuten, nämlich die 
entsprechenden unendlichen Reihen, so verschwindet das Imaginäre und 
die Gleichungen werden augenscheinlich identisch. 

Bei der Wichtigkeit der Gl. (1) wird es nicht unpassend sein, 
dieselbe noch auf einem zweiten von der Anwendung der Reihen unab- 
hängigen Wege abzuleiten. 

Nach $. 66, Gl. (10) ist: 


1 
e — lim (1 + 02)“ [für «&—=0], (2) 
eine Gleichung, bei deren Ableitung 2 als reell vorausgesetzt wurde. 
Ertheilen wir dieser Grösse einen imaginären Werth, so ist auch in 


1 


diesem Falle die Bedeutung der rechter Hand stehenden Potenz (1 + a2)“ 


nach den Lehren des III. Capitels zweifellos bestimmt und es steht uns 
frei, den Grenzwerth derselben wieder mit e? zu bezeichnen, so dass wir 
demnach die Gl. (2) als die analytische Definition der natürlichen Exponen- 
tialfunktion e? betrachten, welchen reellen oder’imaginären Werth auch 
2 haben mag. Nur sind wir bei dieser Annahme vorläufig nicht berechtiget, 
mit dem in Form einer Potenz erscheinenden Symbol e® im Falle eines 
imaginären Werthes von 2 nach denselben Regeln zu rechnen, welche 
die Arithmetik für Potenzen mit reellen Exponenten vorschreibt; es 
wird jedoch leicht nachzuweisen sein, dass diese Regeln auch für 
imaginäre Werthe der Exponenten in Kraft bleiben. 


Sei demnach 2 = y + xi, so ist, der aufgestellten Definition zufolge h 
1 


etz — lim (1 + ay + ax. i)®. 
Um diesen Grenzwerth auszumitteln, sei: 


1+oy+t aw.i=r(cosp +ising), | (m) 


so wird: 
1 


| m REEL | 
eytzi == ]jm r“, lim (cos z —- isin Bi , (m) 


Aus (m) folgt aber: 
1+oy=rc0osY, ar =rsing, 








_ somit, wenn man quadrirt und addirt: 


1 4 &% 
Brot are Ey] me 
setzt man nun noch Kürze halber 2a«y + a? (x? + Y 2\ == ß, wo also ß RN, 


. eine mit & unendlich klein werdende Grösse ist, SO wird: 
1 


| ww; En; 
lim 7“ —lim I + 20y +a° (2° + yajr\=um [(ı + BP = E 
— Hm [1 2% B)e] y+35 (82 + a re ji + 8 el: [v Aa sa Be |, 


es ist aber: 


somit: 


"lim re = @. (q) 


Aus den Glgn. (p) erhält man ferner durch Division: 


tgp = 


ax 
1 tray" 

_ woraus zuvörderst erhellt, dass 9 ein mit « unendlich abnehmender 
Bogen ist. Multiplieiren wir diese Gleichung mit der offenbar iden- 













tischen : 
1 1 
EIERN = .Cc0Sp, 
” a tg a sn 
80 erhalten wir: | 
ir 
3 r 
8: ES Bde ee 
Br‘ (64 sin p 1-+ ay 
F: enich: wenn wir «& und somit auch g unendlich klein werden lassen, 
e Der: ee 
een Im = = 1, lim cos@ = 1, im ——— = 
Er sin p F 1 + ay 
lim # en 
(64 
A SR ER 
hiemit wird nun lim 2087 + isın Sr cos + ?sinxz, welcher 


s 1 
_ Werth, sammt jenem von limr“ aus (q) in (n) substituirt, 


err@i — eV(cosa + i sinz) (5) 


gibt. Aus dieser allgemeineren Gleichung geht die Gl. (1) wieder a 
B. hervor, wenn man y = O setzt. E 


b 
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Diese Ergebnisse lassen sich auch leicht auf die Exponentielle «a? 
übertragen, wo a eine beliebige, jedoch reelle und positive Zahl bedeutet. 
Denn da dem Begriffe der Logarithmen zufolge a = el“ ist, so hat man 
a? — e*!“; setzt man in dieser Gleichung 2—=y + xi, so wird nach (5): 

autzi — eylarala.t — eylaTcos(xla) + sin (zla)], 
und-folglich,. da ed = (eh — au ist: 
ar+ei — av [eos(wla) + i sin(zla). (6) 

Mit Hilfe der Gl. (5) beweist man nun leicht, dass die in der 
Gleichung e: . e — e?**' ausgesprochene für reelle Exponenten geltende 
Eigenschaft auch für imaginäre Exponenten giltig bleibt. Denn zufolge 
der Gl. (5) ist: | 

era, ev tr — & (cosz + isinx).eV (cosz’ + i sin«‘) 


— et [eos(e + x) +isin(c + @)]. 


d. i. wenn man für den 2ten Theil die Gl. (5) nochmals von rückwärts 





in Anspruch nimmt: 
eys+ wi ‚ eu tw er eyry+late)i, 


81. Setzt man in (1) & + 2rz7 an die Stelle von x, wo r eine 
positive oder negative ganze Zahl bedeuten soll, so erhält man: 
cos + i sin x — e@+2rmi; (7) 
aus dieser Gleichung folgen, wenn man der Reihe nach statt x die 
Werthe 0, zu und 377 setzt, die Relationen: 


+ ne BATAK: (8) 
— 1 e@r+1)mi (9) 
a et nal ar ah (10) 


die letzte dieser Gleichungen führt noch, wenn man beide Theile der- 





selben zur Potenz mit dem Exponenten a 1=i erhebt, auf den 
merkwürdigen Ausdruck: 


Gase — 6 Jarıya. 


2 


die Grösse: @' hat daher unendlich viele reelle Werthe, deren einfach- 


TE 


£ \ 34 
Sion für — ON 88 

82. Sind «, v reelle Grössen, welche der Gleichung e“ —= » Genüge 
leisten, wo e=2,718.., so heisst bekanntlich « der natürliche Loga- 
rithmus von ®. Diese Definition wird unverändert beibehalten, wenn % 
und somit auch ® imaginäre Grössen sind, so dass also die Gleichung: 


erei —y + dü 





EB a a a et a a FE a 
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unmittelbar die folgende: 


yti=llp+t m) 
nach sich zieht und umgekehrt. Hieraus folgt sogleich, dass die Glei- 
chung !2 + I’ =1(z.z), so wie alle daraus folgenden Eigenschaften 
der Logarithmen giltig bleiben, wenn 2 und 2’ imaginär werden. 
Nehmen wir von beiden Theilen der Gleichungen (8) und (9) des 


vorigen $. die natürlichen Logarithmen, so erhalten wir: 
(+ 1)= ara V-1 (11) 
INA DEV - 1, (12) 
wo r eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Diese 
Gleichungen zeigen, dass dem Logarithmus der positiven Einheit unendlich 


viele Werthe zukommen, welche bis auf einen, = 0, welcher dem 
Werthe r — OÖ entspricht, sämmtlich imaginär sind. Eben so hat der 
Logarithmus von — 1 unendlich viele, jedoch bloss imaginäre Werthe. 


Da ferner Za=(+1).a, — a=(—1).aist, wo das a im 
zweiten Theile dieser Gleichungen den Zahlenwerth der im ersten Theile 
derselben stehenden Grösse + a vorstellt, so hat man: 

(+ a)=1(w)+1(4 1) (13) 
—a)=ila) +11), 
woraus mit Rücksicht auf die Glgn. (11) und (12) hervorgeht, dass 
jeder positiven oder negativen Zahl « unendlich viele Logarithmen 
zugehören ; unter diesen befindet sich ein reeller, wenn « positiv 
ist; ist @ negativ, so sind sie sämmtlich imaginär. 
Betrachten wir jetzt den Logarithmus einer complexen Zahl. Da 


y+2VY-1=(+1)y+xzV-—ı) 
Es 


und — y+t«V—-1—= —ıyFf® EN 
so hat man: 
(yteV-)=lytai)+ lt!) a, 
I y +2 V-1)=iyEn)+ 1-1), 


so dass es also nur darauf ankommt, !(y + xü) zu finden, wo y eine 
reelle positive Zahl bedeutet. 
Setzen wir nun: 
ytwi=o(cspHtising), (n) 
so wird: E 
I(y £ @i) = lo + I(cosp + ising)—=Ile + le*®i, 


Wi), — lo + 9% 
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Aus (n) folgt aber 0 = Va? ty, p = aretg y somit hat man: 


(yH+ ci) —1 Va: +y?+ iaretg 


Setzt man diesen Werth in (m), so erhält man mit Rücksicht auf Gl. 
(11) und (12): | 


yt+a)—=1Va® + y + iareig, +, (14) 


(-yta)=1ye+y® + jareig , + (ar +1) sei. (15) 
Für r —=0 folgt aus (14): 
K(ykal)=1Ve® + y° + iareig (16) 


in welcher Form der Ausdruck des Logarithmus einer complexen Zahl 


gewöhnlich angewendet wird, jedoch nur für positive Werthe von % 
giltig ist. 


83. Setzt man in den Glen. (3) und (4) $. 80, «+ fi an die 
Stelle von x, so erhält man: 


wi .B un 
cos («@ + Pi) = : a 


gei Er bg ei + ß 


sin (& -F Bi): — BI | i 


zerlegt man die in den Zählern erscheinenden in 








Faktoren, setzt also e = P— ei, cf, u.s. w. und führt für e,e © 


I 


die Werthe nach Gl. (1) und (2) ein, so erhält man: 








Pre? Pe 
cos(« + Pi) 4° Cosa — Be; sin @, (17): 
sin (@ + Pi) = u sin « DE ee... (18) 
Hieraus folgt für  —=0: 
P —ß 
cos Bi — u: | % | | (19) 
De er ee ee] | ; Rx 
sin #—i- Ds (20) 
und wenn man diese Werthe in die Formeln (17) und (18) zurücksetzt : 
cos (« + Pi) = cos « eos fi — sin a sin Pi, EM RR 
sin (a + Pi) = sinacosßfi + cosasinfi. (22) 
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Mit Hilfe der Glgn. (17) und (18) bringt man die Funktionen sin « 
und cos x auf die Form # + vi, wenn x imaginär wird; die Glgn. (21) 
und (22) hingegen zeigen, dass die für reelle Werthe der Bögen a, b 
geltenden Fundamentalformeln der Goniometrie: 
cos(a + b) = cosa cosb — sina sind, 
sin(a + b) = sina cosb + cosasind, 
und mit diesen alle anderen goniometrischen Formeln auch für imaginäre 
Werthe der Bögen in Kraft bleiben. 
Aus den Glen. (17) (18) übersieht man sogleich, dass auch die 
Funktionen are cos x und are sin x sich auf die Form « + v2 bringen 
lassen, wenn x imaginär wird. Denn setzt man in (17): 


eP + e -p ef zn\d -P (m) 


5 REN ER EN SLN = 


so erhält man cos (@ + Pi) = u — vi, woraus 
arc cos (u — vi) —=a + fi 


folgt, wo nun die reellen Grössen « und / mittelst der Glgn. (m) 
durch « und ® ausgedrückt werden können. Dasselbe gilt für arc sin 
(u + vi). 

Fasst man die Resultate der vorstehenden Paragraphen zusammen, 
so gelangen wir zu dem Schlusse, dass 

1) die Funktionen: a®, Ix, sinz, cosx, arcsinx, arccosz und 
somit auch die aus diesen zusammengesetzten sich immer auf die Form 
“ + vi bringen lassen, wenn die Variable x imaginär wird; 

2) die wesentlichen Eigenschaften, welche diesen Funktionen für 
reelle Werthe der Veränderlichen zukommen, unverändert in Geltung 
bleiben, wenn diese imaginär werden. 

Da wir in $. 51 in Bezug auf algebraische Funktionen zu demselben 
Resultate gelangt sind, so schliessen wir, dass überhaupt jede wie 
immer gestaltete Funktion imaginärer Veränderlichen auf die Form 
u 4 vi gebracht werden kann. 


84. Aus den bisher gewonnenen Formeln lassen sich noch andere 
Gleichungen entwickeln, welche in der Analysis häufige Anwendung 
finden. So ist klar, dass sich mittelst der Glgn. (3) und (4) jede 
trigonometrische Funktion durch Exponentialgrössen ausdrücken lässt. 
Man erhält z. B. durch Division derselben: 

1 eri — e-ri ToRES ezwi 
Woseaygn- 1 ten: 
und hieraus, & = ye setzend: 
Herr, Höh. Mathematik, I. 3. Aull. 9 





(23) 
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det ‚ey —1 
te Un —L Fa rt 1 x 
welcher Ausdruck auch aus den Glen. (19) und (20) durch Division 
hervorgeht. Aus (23) folgt ferner: 


(24) 








1 tg x 
z ezei = zus ser (25) 
10 OR 
und hieraus, wenn man zu beiden Seiten die natürlichen Logarithmen 
nimmt: 
F i 1 — itex 
i=—lr—en, (26) 
2 + itgx 


Diese Gleichung führt, wenn man den Logarithmus nach Gl. (6), 
S$. 68, in eine Reihe entwickelt, wieder auf die Reihe (29), $. 77, zurück. 

Setzt man in (26) tg2e—2, so wird & + re =aretg2z, wo r eine 
beliebige positive oder negative Zahl, die Nulle mit einbegriffen, bedeu- 
ten kann, und man erhält: | 





es Se We 
DECTEE 2 T I = ' 27 
retg2=rs + ne (27) 
und, wenn man hier 2 — yi setzt: 
ee! 
are tgyi —rıı + 5 l Re: | (28) 
Soll der Logarithmus in dieser Formel einen reellen Werth zu- 


1 q Ly D Er . 
lassen, so muss un positiv, also, 9” <“ 1 sein. Man kann aber diese 


x 


Gleichung auch in folgender Form schreiben : 





i Bine: 
Me It — | mn 
arc tg y2 rsce + DE 
AR i 3 VE 
m he 5 ae 


und es ist, mit Rücksicht auf Gl. (12): 5 

re — Ya (— Y)—rıc +4(2r + 1)a—=(2r +27’ +1).io, 
ein Ausdruck, in welchem r und r’ beliebige positive oder negative 
ganze Zahlen bedeuten, und dessen sämmtliche Werthe aus der Form. 
(2r + 1). re = re + }se hervorgehen, unter r eine beliebige positive 
oder negative ganze Zahl verstanden; man hat daher: 


art —rı +47 + = l IT, (29) 
in welchem Ausdrucke der Logarithmus einen reellen Werth besitzt, 7 
wenn 9? > 1. Setzt man, wie gewöhnlich, in (28) und (29) r—0, so I: 
geben diese Ausdrücke den kleinsten Bogen, dessen Tangente 9% ist. B 


a; 
i 















ET 


Diese und ähnliche Formeln dienen dazu, um von Funktionen der 
einen Gattung auf Funktionen einer anderen Gattung überzugehen. Es 
ereignet sich sehr häufig, dass ein Ausdruck unter gewissen Umständen 
eine imaginäre Form erhält, die jedoch nur scheinbar ist, und mit 
Hilfe obiger Relationen beseitiget werden kann. Es sei z. B. 


1 12. 
2 = ——AarctgX h 
Vab a 


So lange die Grössen a und b gleiche Zeichen haben, liefert dieser 
Ausdruck für jeden Werth von x einen reellen Werth von 2; gibt man 
aber z. B. der einen dieser Grössen, etwa b, einen negativen Werth, 
während a positiv bleibt, so erhält der Ausdruck eine imaginäre Form: 





SRR, 1 | y: 
pe ter) VE tg % SE —1,, 
hat aber nichts destoweniger einen reellen Werth, welcher jedoch aus 
dieser Form nicht gefunden werden kann. Setzt man aber in Gl. (28) 





/b 
=. so findet man für r —=0: 








b 
De UN N b 
age /2.yv=i=F I — nat Iran Ama 
a 2 V b 2 ar a— ayb' 
3 eg 
a 
welcher Werth in dem letzten Ausdrucke von 2 substituirt, das reelle 
Resultat: 
| |  Yatzyb 
Veh "va SE zyb 





liefert. 


85. Eine nützliche Anwendung gestatten die Formeln (1) bis (4) 
bei der Summirung von Reihen, welche nach den Sinussen oder Cosi- 
nussen der Vielfachen eines Winkels fortlaufen, wenn die Coefficienten 
der Sinusse oder Cosinusse mit den Coefficienten bekannter Potenzreihen 
übereinstimmen, indem man die Sinusse oder Cosinusse mittelst der 
- Gleichungen (3) und (4) durch Exponentiellen ausdrückt. Folgende 
Beispiele werden das Verfahren deutlich machen, und zugleich einige 
häufig vorkommende Reihenentwickelungen liefern. 


1) Die Reihe: 





1 
5 2" 60s3p +... 


?cos2p + 1 
9* 








Nr | ee 

. zu summiren. Nun hat man nach (3): 

Dee % 1 NEAR SENE 

S cos pP —= 3 + ei), 0829 — 5 (PH ep ene | 
setzt man diese Ausdrücke in die gegebene Reihe, so erhält man: 


N % 1 Br: 
Ba EL pepie il 
23 1 + «es trat | 
| n | 1 
zei —gi\2 = x Ne ; 
+14 NETZE Tee |; 


beide Reihen gehen aus der Reihe: 








23 
BO 





ta 
hervor, wenn man statt x beziehungsweise zef! und ze setzt; folg- 
lich ist: 
2y se er.et" u rg ge e:(eosp+ising) + e? (eosp—-isinP) — 
__ pzcosPJ zesingp.i —zsin ERS 2008 - 
— er 008.91 gesin pi. 1 TR a a DU 


Man hat daher: 





1+2cosp ie —— 3?0082P 4 — 





.2 1:28 
— e8P ‚cos(z sing). (30) 
Für 2 =1: folgt hieraus: ER nr | | 
= ” 
1+cosg-+ - = Ze #5 San, Ir Sonn ORIFEE p). (31) 
4 (9) j 


2) Durch eine ganz ähnliche Rechnung findet man: 
22 23 


#810 Be — „sin 2Q Blake 





.— 0% sin (zsing), (32) 











una. dur 22 1% 
‚.sin2 in 3 Se» 
sinp —+ nn + on +...=e®*P.sin(sinp): (83) 


Die Gleichungen (30) bis (33) gelten für jeden Werth von und 
z von — &» bis + ». Denn die vorgelegten Reihen wurden dadurch 
summirt, dass wir in der en 


e=1+z+2 eg 


welche für jeden Werth von .© von — » bis + convergirt, 


zer —e(cosp Hising) z 


v 
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an die Stelle von x treten liessen; aus den in $. 56 angeführten 

Gründen convergiren aber die dadurch entstehenden Reihen für jeden 

_ Werth des Modulus z, wobei es auf den Werth von gp nicht weiter 
ankommt, wodurch die obige Behauptung gerechtfertiget wird. 


3) Um die Reihe: 
EG” IE 
y-:sinp+ z’sin2p + z 2 sin 3p ER: 


zu summiren, bringt man sie zunächst durch Umsetzung der Sinusse in 
Exponentialgrössen auf die Form: 


Be. Br 51 set N 
Pr 2 V-1.y— EZ are (zei)? + s (zei) +.. | 


ED N Mean 
— EZ un 5 (ze)? + = ET be | 
Nun ist [8. 67. Gl. 3]: | 


I -)=—(e+32 at n.), & 2 





| 


a | 


‚somit: | 
SV I y= — IL 2ePi) + (1 ze) = 





















Ze RN 210089 + 128sing 
VRR RBTTTTENFS 1 — z2cosp — izsinp 
z sin 
4 F 
7 1 — 2c08Q 
Fo 2 sin 
nt p 


und wenn man auf den im 2ten Theile stehenden Logarithmus Gl. (27) 
- in Anwendung bringt und r —= O0 nimmt: 
Br: zsinp 


Br ERPr Bl Saeprrek 





E: Man hat also: 

% Be; Er zsinp 

Mn, SI —gcos p 
ERDE N 

En 3 2’ sin3p +.. 


wobei sich die angesetzten Grenzen auf ähnliche Weise wie oben recht- 
fertigen. lassen. | 


BG | 
=znp+ 5,2 sin2p + 


| Hiedurch ist, wie man sieht, die häufig‘ vorkommende Aufgabe 
gelöst, eine Grösse y, welche durch eine Gleichung von der Form: 








zsinp SEE 
ae N 
1 — 2005 & RE 


gegeben ist, in eine Reihe zu entwickeln, welche nach den Sinussen 
der Vielfachen des Bogens g fortschreitet. | “0 
4) Eben so findet man für die Reihe: | 


1 KR a 
Yy—2C8p — > 27 005 2p -— 5203 — zz cos4p +... 
4 1 
MEN FIRE ERS BT TER, 2 „at FR ' 
2y—| zen 5 (ze#!)® + 23 (Bey ä 


En} 


ET 1 a 
+ | Frau) m = (zei... | . 


d. i. mit Rücksicht auf Gl. (2), $. 67 








2y — Ill + 2eP) + Ill + ze”) 
— I[1 + z(e fie) + 2?] =I(1 + 22cosp + 2°); 
folglich : 
Muolarek 22cosp + 2? = mp ze a r 
| IE 35) 
+3 2? c83P — ... (er (85) 


5) Mit Hilfe der Entwickelung (34) lässt sich auch die häufig 
vorkommende Aufgabe auflösen, wenn eine ee von der Form: 


tey—nigp. 


gegeben ist, y in eine Reihe zu entwickeln, welche nach Sinussen UP 
Vielfachen des Bogens  fortschreitet. Denn es ist: 


tey—tp ı n—1) tsp_ (mn —1)sinp.cosp Br 
i+tey.tspy Itntep csp+tnsng 
1 (n — 1) sin 29 | (n — 1) sin 2 


3 +}cos2p +n(4 — c029) (n+1)—(n—T)co207 7 











DE 


ra] 











ER le, 
FT sin 2p | 
N " 5 
n+1 ee: 
wendet man nun auf die Gleichung: Ent; 
| 
MR n+1 1 sin Ei 
wu Deren: I | 
1 ———— cos?2p Re 


En 








die Entwiekelung Sa an, so erhält man: 
j . 
y=mp +. n sin29.- — ie we: Bd sindp + in IR 
1/n —1 a 
Be in6p+... & T 


(36) 





SECHSTES KAPITEL. 


THEORIE DER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN. 


A. Gleichungen mit einer Unbekannten. 


86. Es hat im Allgemeinen keine Schwieriskeit, den Werth anzu- 
geben, welchen eine Funktion von #, y—= f(x) für einen bestimmten 
Zahlenwerth von x annimmt; es bedarf hiezu nur der Substitution des 
gegebenen Werthes yon z in den Ausdruck f(x), wobei es in vielen 
"Fällen von Vortheil, oft auch nothwendig sein kann, denselben vorher 
in eine unendliche Reihe umzuformen. 


Mit bei weitem grösseren Schwierigkeiten ist im Allgemeinen die 
‚umgekehrte Aufgabe verknüpft, nämlich: 


Den Werth, oder, wenn deren mehrere existiren soll- 
ten, die Werthe von «zu finden, welcheeiner gegebenen 
Funktion von a, f(<) den Werth Null ertheilen, oder mit 
anderen Worten, welche der Gleichung 

f(«) = 0 
Genüge leisten“). 

Durch diese Gleichung ist, wenn sie nicht identisch für jeden 
_ Werth von x erfüllt ist, welche Voraussetzung jetzt ausgeschlossen 
bleibt y- der Werth von x bestimmt; diesen Werth finden, heisst die 


*), Anmerkung. Die Aufgabe, einen Werth von x zu finden, für welchen 
die Funktion f(x) einen beliebigen Werth = « erhält, lässt sich immer auf 
die oben ausgesprochene zurückführen, wenn man f(x) — a —= (x) setzt und 

nun die-Gleichung p (2) = 0 behandelt. 
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Gleichung auflösen. Die Grösse x hat hiebei den Charakter einer 
Veränderlichen verloren und tritt als Unbekannte auf. 


Die Gleichung f(x) —= 0 wird eine algebraische oder transcendente 
genannt, je nachdem f(x) eine algebraische oder transcendente Funktion 
von x ist. — Mit der Theorie der algebraischen Gleichungen, einem 
der wichtigsten Theile der Analysis, werden wir uns in diesem Kapitel 
beschäftigen; sie entwickelt eine Reihe der merkwürdigsten Eigen- 
schaften dieser Gleichungen und gründet darauf verschiedene Auflösungs- 
methoden derselben. Eine Theorie der transcendenten Gleichungen in 
demselben Sinne besitzen wir nicht, was aus der Natur dieser Gattung 
von Funktionen und ihrer unendlich mannigfaltigen Form sich erklärt; 
wohl aber Methoden zur Auflösung derselben, auf deren einfachste wir 
am geeigneten Orte zu sprechen kommen. 


I. ALLGEMEINE EIGENSCHAFTEN DER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN. 


87. Eine jede algebraische Gleichung mit einer Unbekannten x 
kann, indem man die Brüche, in deren Nenner x vorkommt und die 
Wurzelgrössen, welche x unter dem Wurzelzeichen enthalten, wegschafft, 
auf die Form: 

zu Ami mar... I must mel 
gebracht werden und heisst ‘dann geordnet. Der Exponent m 'der 
höchsten Potenz von & ist eine positive ganze Zahl und bestimmt 
den Grad der Gleichung. Die von x unabhängigen Grössen A,. A,... An 
heissen die Coefficienten der Gleichung und können im Allgemeinen 
reelle positive oder negative, ganze oder gebrochene, rationale oder 
irrationale oder auch complexe Zahlen und zum Theil auch — 0 sein. 


Das in der Gl. (1) links vom Gleichheitszeichen stehende Polynom 
ist, wie man sieht, eine ganze rationale Funktion von & und wird das 
Gleiechungspolynom genannt und in der Folge häufig der Kürze 
halber mit f(x) oder X bezeichnet werden. Eine Gleichung vom m#®ı 
Grade kann höchstens m + 1 Glieder haben und heisst dann eine 
vollständige; fehlen ein oder mehrere Glieder, d. h. sind die 
betreffenden Üoefficienten — 0, so nennt man sie unvollständige. 


Jeder Werth, welcher, für & in das Gleichungspolynom substituirt, 
dasselbe auf Null reducirt, also der Gl. (1) Genüge leistet, oder sie 
identisch macht, heisst eine W urzel der Gleichung. 
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So ist 5 eine Wurzel der Gleichune 2 — 5==0 und zugleich die 
einzige Wurzel dieser Gleichung vom 1% Grade. Die Gleichung vom 
aten Grade: 


x +Ar + A, =0 
hat, wie aus den Elementen bekannt ist, zwei Wurzeln, welche durch 
die lormel: 





Ai 


A, A V# Era 
BER 4 : 

gegeben sind. Wir schliessen hieraus, dass eine Gleichung von höherem 
Grade überhaupt mehrere Wurzeln haben kann. Sie können reell sein, 
wie in obiger Gleichung & — 5 —= 0, oder imagirär, wie z. B. die 
Wurzeln der Gleichung &°— 22 +4==0, für welche man 2 —1 +V. 3 
findet. 


Die Wurzeln einer vorgelegten Gleichung bestimmen, heisst die 
Gleichung auflösen. Die Auflösung der algebraischen Gleichungen 
eines beliebigen Grades ist das eigentliche Problem dieses Kapitels. 
Bevor wir jedoch zur Darstellung der zu diesem Zwecke erfundenen 
Methoden schreiten, müssen wir einige der wichtigsten allgemeinen 
Eigenschaften dieser Gleichungen kennen lernen und vor allem die Frage 
beantworten, ob überhaupt jede Gleichung mit einer Unbekannten eine 
— wenn auch imaginäre Wurzel — haben müsse, 


Anmerkung. Setzt man das Gleichungspolynom f (x) = y, und betrachtet - 
x und y als veränderliche Grössen, so kann man nach $. 14 die Funktion 
y—= f(x construiren, indem man die Werthe von x als Abseissen, jene von 
y == f(x) als Ordinaten behandelt. So oft die entstehende Curve die Abscissen- 
axe schneidet, eben so viele reelle Wurzeln hat die Gleichung f(x) = 0, und 
es sind die reellen Wurzeln durch die Abscissen der Durchschnittspunkte 
gegeben, da für jeden solchen Punkt die Ordinate © — f(y) — 0 ist. — Fig. (1) 
[Seite 11] ist die geometrische Darstellung der Funktion: | 


y== 4° 2-28? — Be — 3; 
die Curve schneidet die Abscissenaxe in den drei Punkten «, b, ce; die Wurzeln 
der Gleichung x? 4 2x? — 5x — 3 = 0 sind demnach: 
a A-1183, —- A=-—-05;, = Ace — 32, 
wo die Zahlen genäherte Werthe sind, welche sich ergeben, wenn man die 


Strecken Aa, Ab, Ac mittelst der angenommenen Längeneinheit Al misst. — 
Die Curve, auf welche die Construktion der Gleichung: 


y=& — 2% +4=0 


führt, schneidet die Abscissenachse nicht, daher auch dieser Gleichung keine 
reellen Wurzeln zukommen. 
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88. Jede Gleichung vom mten Grade: 

f(x) = 2" + A an 2A, am 2.0 An Om 
deren Coefficienten beliebige reelle oder imasinäre 
Grössen sind, hat wenigstens eine Wurzelvon derForm 
<—=p+gV— 1, wo pundg bestimmte reelle Grössen sind, 
und gauch=0 sein kann. 

Beweis. Substituiren wir in dem Gleichungspolynom an die Stelle 


von & die Grösse p + gaV— 1, wo p und g noch unbestimmte reelle 
Grössen bezeichnen, so erhalten wir: 


f»-+ aV—1)=(p+9 V— 1m +4(2+ gay— ı)ym=1 + -.-+ Am» (2) 

Entwickelt man die angezeigten Potenzen nach dem binomischen 
Leehrsatze, wodurch man eine Anzahl theils reeller, theils imaginärer 
Glieder erhält, und bezeichnet die Summe aller reellen Glieder mit M, 
jene der imaginären, unter Absonderung des gemeinschaftlichen Faktors 


V—1 mit NY— 1, so nimmt Gl. (2) die Form an: 
fo +4 V-D=M+NyZ1, (3) 
wo NM und N offenbar reelle Funktionen von p und g sind. Sei R der 
Modulus der imaginären Grösse M + NV-—1, so ist [S.. 48]: 
R=YVM+N:, 
und demnach AR ebenfalls eine Funktion von p und gq. 

Denken wir uns nun den Grössen 9 und g alle reellen Werthe 
von — © bis + ® beigelegt und diese Werthe auf alle möglichen 
Weisen zu zweien combinirt, - so: wird offenbar auch der Modulus R 
unendlich viele verschiedene Werthe erhalten, unter welchen — da 
derselbe immer positiv genommen wird — nothwendig einer der kleinste 
sein muss. Bezeichnen wir mit p, und g, jene besonderen Werthe von 
p und g, welche diesen kleinsten Modulus erzeugen, diesen selbst mit 


R,.. und setzen wir: 





IR) 
AD, + Io Pi 1) ae M, + N, v2 1, (4) 

also: Sr 
R, = YM,? 4. (5) 


wo demnach M, + N, V-—-1 das Resultat der Substitution der Grösse 
BRtd, v1 in das Gleichungspolynom bezeichnet. 

Wir behaupten nun, dass dieser nothwendigexistirende 
kleinste Modulus R,=0 sein muss. X 

Um dieses zu beweisen, werden wir zeigen, dass die Voraussetzung, 
der kleinste Modulus R, sei von der Nulle verschieden, auf einen 
Widerspruch führe, indem man nämlich in diesem Falle für x immer 
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einen Werth Kr —+ 2 substituiren und das z so wählen könnte, 
dass das Substitutionsresultat einen kleineren Modulus als AR, bekäme. 
In der That, nehmen wir an, der kleinste Modulus ZA, sei nicht 


— (, so wird auch die Grösse M, + N, V—1 einen von O verschie- 

denen Werth haben; setzen wir lo =, +1, V—1-+z, wo z 

im Allgemeinen von der Form 4 + u vo ist, so erhalten wir: 

at) i+r)=(n ta VY—Itett4mn + V— 14 2! 
+ 5 + ARE 


und wenn wir die Potenzen entwickeln und nach den steigenden Potenzen 
von 2 ordnen: 


(mt aV I+)en + TE +24... + 1,0 + em, (6) 


Setzt man in dieser Gleichung 2 = 0, so kommt: 


und somit wegen Gl. (4): 

| T=M,+NV-1; 

die übrigen Coeffieienten 7, 7,,... Tm-ı sind ebenfalls Funktionen 

von 2,, 9, und der Coefficienten der Gl. (1), und von der Form 

u = BET, auf deren Werthe es weiter nicht ankommt; sie mögen mit 

MHENYV-1, M,+N, VET usw bezeichnet werden, so dass 

also die Gl. (6) folgende Form erhält: 

r(» TSV RVDer 

nase m. 2. 

oder, wenn man im zweiten Theile M,+-N,V—1 als Faktor heraus- 

hebt: 











Be, man yon lu, ataVZ, 
(m +%) R ) (MEN, 1) | Faıayaı“ urn 
i M,-+ N,V—1 Dr | zim | 
ee Ne nv n 


Bezeichnen wir nun mit R’ den Modulus des zweiten Theiles dieser 
Gleichung, mit o den Modulus des Faktors: 
M,+N,V— 1,, M;HNV-1 4 RS | 
Mey iM ıNV— M+Ny=ıl' 











|, 
\ Le (9) 


so ıst, da R, der Modulus des anderen Faktors 7, + NV [nach 
S. 50]: 


RN 40. (10) 





EM 
ee 








Ueber die Grösse 2 können wir nach Belieben verfügen ; bestimmen. 


wir sie also aus der Gleichung: 
el Ya = .8,50 das 2 — MH NMV—1 
mM, + N,V2ı F Mm + NVai 
wird, wo & eine kleine reelle positive Grösse sein soll, und substituiren 
wir diesen Werth von 2 in dem Ausdrucke (9), dessen Modulus o ist, 
so erhält derselbe die Form: | 


T-etr ehe HER: Fee 
wo k, ki, hs: » km Coefficienten von der Form « + Ev sind, 
auf deren Werthe es weiter nicht ankommt. 





Bezeichnen wir ferner mit vr, r,, Yose ss Ta die Moduli dieser 


z 


Coeffieienten, so sind [$. 48]: 


LE EVEN SE Vor ee AN 
die Moduli der Grössen: 
| —.8, Eh, Eh, iin, .. een, 


und man hat, da [$S. 50] der Modulus der Summe mehrerer Grössen 
kleiner als die Summe der Moduli derselben ist, 


oe<1—eEe+eirte’r, +er, +... + e"rn-a, 


oder: 
oe<Z1—(le—er —eHn —EN, —... —e Tu) (11) : 

Nun kann man aber |[S. 16, %] & immer so. klein wählen, dass: | 
e>e’r+t er, Xu Er, Me a 3 
dann ist aber E 
E— EN —EN — Er, — ...— En | 
eine positive Grösse, folglich wegen (11): FR 4 
OB x 3 


Ist aber o<{ 1, so ist in Folge der Gl. (10) auch Ba 


Es ist aber R’ der Modulus des Substitutionsresultates von: 


= ta V- 14 a 
und nach dem eben bewiesenen kann, wenn R, nicht = 0 ist, z immer, 
so gewählt werden, dass R'<{R, wird; dann wäre aber R, nicht der 
kleinste Modulus. Die Voraussetzung, dass der kleinste Modulus R, 
von O verschieden sei, führt demnach auf einen Widerspruch; derselbe 
muss also — O0 sein. 

Ist aber R,—0, so ist auch R,’—= M,"+ N,” =.0, somit, weil 
die Summe zweier wesentlich positiver Grössen nur dann —=0 sein kann 
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wenn jede für sich der Nulle gleich ist, auch Mrd RN, U, 

und folglich auch: 
| M,+NV-Ii=0; 

es ist aber WM, + N, V— ı das Resultat der Substitution von: 


RA 
_e=9pn, tt V-1 
in die Gl. (1), somit 9, + V— ı eine Wurzel dieser Gleichung. 


Es könnte der Fall eintreten, dass M, + N, v1 und auf gleiche 
Weise mehrere Coeffieienten der folgenden Potenzen von 2 in (8) ver- 
schwinden. Bedenkt man nun, dass die Ooefficienten sämmtlicher Potenzen 
‘von 2 in (8) nicht = O sein können, weil in diesem Falle 


f(®, = Io V— FE 2) 

der constanten Grösse M, + N, Ve gleich würde, also wegen der 
Unbestimmtheit von 2 das Gleichungspolynom f(x) für jeden Werth 
von x denselben Werth erhielte, was ungereimt ist, so sei: 

er 

M,+N,V- ı 
das erste nicht verschwindende unter den Gliedern des Faktors (9) und 
man setze: | 








2} j, 


RN. et er UN 1% ud Da N, Ya g 
Mm +NV-—1 Ms NV 
wo & abermals eine kleine reelle positive Grösse bedeutet. Substituirt 
man nun diesen Werth von 2 in den Faktor (9), so erhält derselbe 








die Form: 

1—- + tin 4 "rin +... + "Km: 
Bezeichnen wir den Modulus dieser Summe, wie oben, mit o, mit 
Far, Pnzds:.-Tm_aber die Moduli der Coefficienten Au+1, Äu+2, . - -Km 
so ist: 

1 n a a OL ee PER, ER a al 
wo man nun wieder & so klein wählen kann, dass das erste Glied &" das 
Zeichen der Reihe bestimmt, und somit 0 < 1 wird. Man kann demnach 
auch in diesem Falle z2 so wählen, dass AR’ <{ R, wird, wonach. die 
weiteren oben gezogenen Schlüsse in Kraft bleiben. 


89. Ist «& eine Wurzel der Gleichung: 
Dean Aa Ar rt At 
@ theilbar. 





soist das Gleichungspolynom durch & 
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Denn wenn man das Polynom nach den gewöhnlichen Divisions- 
regeln dividirt, so erhält man bekanntlich zum Quotienten ein Ähnliches 
' Polynom vom (m — 1)!" Grade: 

ha) + Bert Ba en re 
und wenn ein Rest R bleibt, so kann dieser & nicht enthalten, da der 
Divisor & — «@ vom 1° Grade ist. Es besteht also die identische 
Gleichung: 
e)=k@—e)h(@)+R; 
setzt man darin < = «, so’kommt: 

e)—R, (1) 
und da « eine Wurzel der Gleichung, so ist f(e) — BR = O,BRmeder 
Rest — O und f(x) durch x — « theilbar. Der Faktor (x — «) wird 
Wurzelfaktor genannt. 

Die Gl. (1) lehrt zugleich die Beschaffenheit des Restes für den 
Fall kennen, wenn «& keine Wurzel der Gleichung ist; der Rest ist 
dann jener Werth, welchen das Gleichungspolynom für 
%=0 annimmt. 

Da man bei der Auflösung der Gleichungen häufig in die Lage 
kommt, das Gleichungspolynom durch ein Binom von der Form x — « 
theilen zu müssen, so wollen wir noch eine von Horner herrübrende 
Methode entwickeln, welche den Quotienten und Rest mit Leichtigkeit 
darbietet. R 

Sei zu diesem Zwecke das gegebene Gleichungspolynom: 


A, Aa TAT 

wo wir der grösseren Allgemeinheit wegen auch dem ersten Gliede 
einen Coefficienten beilegen. 

Dividirt man dieses Polynom durch & — «, so erhält man zum 
Quotienten: ; 

Bl + BT"? + Ba," 3... + Bun se De 

und zum Reste B„, wo die Grössen B,, B,, Ba,... Bm folgende 
Werthe haben, wie man durch wirkliche Division leicht findet: 


Bade | 
Var = As & u. A, - Dr 
B,=A ee +4Aa +4 


B,=40’ + Are" + 4a HA, 


Ba-ı = 4,0" 1 + A, 00m? LA,or 9 I. = + Ana + Au 
Ban = A, 0" + AM A, or... Ans 
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der Rest P,„ ist, wie man sieht, das Resultat der Substitution eat 
im gegebenen Polynome (2), übereinstimmend mit dem oben Gesagten. 
Das Gesetz, nach welchem die Grössen B gebildet sind, fällt leicht in 
die Augen, wird aber noch ersiehtlicher, wenn man sie in rekurrirender 
Form darstellt. Substituirt man nämlich den Werth jedes dieser Coeffi- 
cienten in den Ausdruck des nächstfolgenden, so erhält man: 


B, =:B,@-+ Ar 
B,=Ba@-+ 4, 
De De A, 


. . . . 


Dur mad a A 
Bnm= Ba-ı & An. 


Hieraus sieht man, dass der erste Coefficient des Quotienten gleich 
ist dem ersten des Dividendes; jeder folgende, z. B. der rt* Coefficient 
des Quotienten wird aber erhalten, wenn man den vorhergehenden mit 
«© multiplicirt und zu dem Produkte den rt°4 Coefficienten des Dividendes 
addirt. Man kann die Zahl «& den Operationsfaktor nennen. Bei der 
Bildung der Coefficienten D,,... DB, verfährt man am bequemsten nach 


folgendem Schema: 


Aa A Nr Ar 

Ge rer oh. wel Bm: 
man schreibt nämlich die Coefficienten des gegebenen Polynoms der 
Reihe nach in eine Zeile; unter A, kommt PB, = A, zu stehen und 


jede folgende Zahl in der zweiten Zeile wird erhalten, wenn man die 
vorhergehende mit « multiplicirt und zu dem Produkte die darüber- 
stehende der ersten Zeile addirt. 

Beisp. 1. Sei das Polynom f(x) = «* — 2x° + 52° + 70 — 11 
durch x — 3 zu dividiren, so ist "3 der Operationsfaktor und man 
hat nach obigem Schema: 

N EN a 

| 0,8, 631, (4.82) 
der Quotient ist daher: «©? + x? + 8x + 31, und die in Klammern 
eingeschlossene Zahl -+ 82 ist der Rest = (3). Hieraus erkennt man 
zugleich, dass x = 3 keine Wurzel der Gleichung: 

| + — 22° + 52? + 7a —11=0 
ist, da das Gleichungspolynom durch & — 3 nicht theilbar ist, sondern 
82 zum Reste gibt. 
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Beisp. 2. Man hestimme Quotienten und Rest der Division des 
Polynoms: f(x) = 22° — 22° + 12x” — 217 — 226530 durch das‘ 


 Binom x + 7. Der Öperationsfaktor ist hier — 7, und man hat: 
2.02 er: Ö, — 21, — 226530 
— 7] 2, — 14, + 96, —660,.+ 4620, — 32361, (— 3); 
der Quotient ist also: 
2205 — 140% + 968? — 660x° + 46202 — 32361, 
der Rest = —3; zugleich ist — 3 das Resultat der Substitution von 


% —— Tin das:Polynom f(x). 


90. Jede Gleichung vom m" Grade hat m Wurzeln 
und weder mehr noch weniger. 

Denn es sei @, die.nach $. 88 der Gleichung: 

Xn— am + A, + A,a0n 2... + Anz + Am —=0 GM) 
nothwendig zukommende Wurzel, so ist Es Gleichungspolynom X, durch 
theilbar und man hat, wenn X„_ı den Quotienten vorstellt: 





A (X 0) Amare 0, (2) 
wo, wie aus dem vorigen $. bekannt, X,„_, ein dem obigen ganz 
ähnliches Polynom vom (m — 1)'® Grade ist. Hieraus erhellt, dass das 


Gleichungspolynom X, nicht bloss für = «, verschwindet, sondern 
auch für einen solchen Werth von x, welcher die Gleichung X,._ı =0 
erfüllt. Ein solcher Werth existirt nothwendig, da das Polynom X-ı 
von derselben Form ist, wie BR er’sel.0,, so ist wieder X,„_,; durch 


2 — @, theilbar, und somit, wenn wir den (uatienten vom Grade 
(m — 2) durch ER bezeichnen: 

Km re (® Be C,) Am-2- | (3) 
Diese Gleichung zeigt wieder, dass das Polynom X,„_, nicht bloss für 
x = a, Null wird, sondern auch dann, wenn wir X,» =0 setzen; 


sei R &,. die Wurzel dieser Gleichung, so ist X„-> durch 2 — ; 
theilbar una somit: 





Am Fr (x N 0, ) Anz ’ (4) 
wo X n-.3 den Quotienten bezeichnet, der nothwendig vom Grade m — 3 
sein wird. Auf dieselbe Weise wird: | 
Am-3 = (x RoS er Ana; (5) 
11% Sy W. ’ 2 - 2 
und man muss endlich nothwendig auf einen Quotienten X, kommen, 
welcher in Bezug auf x vom ersten Grade ist, als die Form x + % hat, 
so dass: 


Ba UI a ce al Sn 








es WHEN ar" RT 


Em 


i | a (6) 
| X =ı +k=r — On er) 
wird, wenn man der Gleichförmigkeit wegen k = — a, setzt. Somit ist, 
wenn man successive substituirt : 
A (x er 0) Sul), 
= eu) 0,) Ku 0, 
=(@-u)@-4)@— 0) —0, 
X ae) a -o)e —-a).n.K-n)=0, 
—= (0 —a)(® — 0o,) (0 — Ge ne in (: 


Die Gleichung (1) lässt sich daher auch in folgender Form darstellen: 
Da nun dieses Produkt für jeden der m Werthe von x: 
DER US A 

verschwindet, so muss dasselbe auch von dem Polynome X,„ der Gl. 
(1) gelten, mit welchem es identisch ist; woraus hervorgeht, dass die 
Gl. (1) m Wurzeln hat. Ausser diesen m Wurzeln &, @,,...@,„ kann 
aber der Gleichung keine andere Wurzel zukommen; denn wäre # noch 
eine von den obigen verschiedene Wurzel, so würde man X„,—= (x — BP) X 
setzen können und demnach wäre mit Rücksicht auf (8): 


(@ a P) X= (® a ) (& RN a,) (2 FSR% @;) SR (& Fe Cm—ı) (x En Om)s 
somit, wenn man in dieser Gleichung & = ß setzt: 


0=(P— a) —a,)P— a): -. (P—- am-ı)(P — An), 
: was ungereimt ist, da ein Produkt, von dessen Faktoren keiner = 0 
ist, nicht OÖ werden kann. 


Unter den m Wurzeln &, @, &,,... m der Gl. (1) können 
mehrere einander gleich sein; wiewohl dann die Gleichung weniger als 
m verschiedene Wurzeln besitzt, so spricht man doch auch in 
diesem Falle, im Einklange mit Gl. (8), der Gleichung m Wurzeln zu, 
unter denen sich jedoch mehr oder weniger gleiche oder wieder- 
holte Wurzeln befinden. 


Beachtet man, dass X, eine ganze algebraische rationale Funktion 
von x vom m“ Grade ist, so ergibt sich noch aus (8) der folgende 
höchst wichtige Lehrsatz: 


{ Jede algebraische ganze rationale Funktion des mt“ 
Grades kann in m einfache Faktoren vom ersten Grade 
zerlegt werden. 

Hera, Höh. Mathematik, I. 3. Auf: | 10 









Es verdient noch bemerkt. zu werden, dass die Gleichung X„_ı =, 
welche entsteht, wenn man den aus der Division von X, durch Er 
entstehenden Quotienten = 0 setzt, ‚alle übrigen Wurzeln @,, @,, a 
der Gl. Xn==:0 zu Würzeln hat. 

Zugleich sieht man, dass es sehr leicht ist, eine Gleichung zu 
bilden, welche gegebene Zahlen zu Wurzeln hat. Die Gleichung z. B., 
welcher die Wurzeln + 1, + 2 und — 3 zukommen, ist: 

&—- 1) —- 2) IE N. FR 


91. Das Polynom der Gleichung: 
f(x) = A," + Aa + Aa? 2.0 # An—oO (1) 
ist eine stetige Funktion von &. 
Denn setzt man in (1) x + Ö statt =, so kommt: 
f& +0) —= 4(& +0)" +4 (le + I)" Ir... 
An ter 0) Ann 
entwickelt man die Potenzen mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes und 
ordnet nach den steigenden Potenzen von 0, so erhält man ohne 
Schwierigkeit £ 


Ka+) +0 + Ex ger. ne 2 


wo der Kürze weven: 


Die) A, gem - =E am—1 + A m—2 n= A. Krkks- ı.. .. 4 A a + Ams 
NER een ( (m — 1)A, ar + (m —2)A raue, IRA, 
’f FE, 


+. .—+ Dre rap 
| u. S..W. 
EEE mIm Sm 2) ern: 2 AT 
+ (m — D(m —2)...4,3.2,1.4,, 
9 (2) =: mfm = I) Im 2) 7.2 1433.271027 
gesetzt ist. Aus (2) folgt nun: 


ln, Er a + a ‚+. + 1) n) „om N. 


woraus man ersieht, dass die an Ah die Funktion f(x) 
erleidet, wenn sich & um Ö ändert, beim unendlichen Abnehmen von Ö 
ebenfalls unendlich klein wird, und zwar für jeden Werth von x, da 
keine der Funktionen /'(), f"(&),.../®" (x) für irgend einen endlichen 
_ Werth von x unendlich wird. Die- Funktion f(x) ist somit stetig von 
= —-obsew—= + mw, 2 GER 


\=m © — 1)A,0"7 ®+(m— 1)(m — 2) A, ar 34 „+2, 102, 
f"(2)—=m(m — 1) (m — er an 34m — 1) (m — 2 ee ad € 


’ 
IEBI ENTE ET 


ed er 
A 


er 8 


u rn Fi 








EA 


N 










schliesst. 


Das Gesetz, nach welchem die Funktionen f’(z),f”(x),f" (z),... 
fm) (x) gebildet sind, ist leicht zu übersehen. f’(«) wird aus dem 
Polynom f(x) gebildet oder abgeleitet (derivirt), indem man 
jedes Glied mit dem Exponenten von z multiplieiert und den Exponenten 
sodann um eine Einheit vermindert. Auf dieselbe Art entsteht f” (x) 
aus f(«),f” (x) aus f”(&), u. s. w. Diese Funktionen heissen aus diesem 











Grunde auch Ableitungen, abeelei- (Fig. 3.) 
tete oder derivirte Funktionen der E | N 
Funktion f(x), und zwar f(x) die ıte, | V, 
- rm 
Paar die 2%. u.s..w.*) | | 
A 
Ba an | | IA 
*) Denkt man sich die Funktion y=f(«) Y 
geometrisch construirt, so lässt sich auch den mf——R 
abgeleiteten Funktionen eine geometrische fh | | Y 
Bedeutung abgewinnen; wir wollen dies hier >79 P P 
nur für die erste Ableitung f’ (x) nachweisen. ni M 
Sei in Fig. 3 MN ein Theil der Curve, deren- Gleichung 
y= f(x) — A, em + A,aem—1 4 ,...4+ An 
ist, und AP--x irgend ein Werth von x; PP =; 0 ist: 
) 
me la), Pin=f(&--0) = fi®) E= on = + e) —-.. BU NARAND os 
somit, wenn wir mR parallel zu AX ER 
Bm! —= P!m' — Pm = f(@ +0) — fa) = Jf' (@) 2% 02 a 2 ame) D 
‚woraus durch Division mit Am = 6: 
Bm‘. 4 E nn m—ı F) (&) 
TE —= (a) HI —+...+06 SCHE («) 


folgt. Ziehen wir die Sekante es welche mit der Axe AX den Winkel 
m@QX == 6 einschliesst, so ist: 
Rn’ 


trat R= 
gr — tgm'm Am’ 





somit: 


(&) ach 


Be... @ 

Lässt man nun Ö Shardiieh klein werden, so fällt endlich = Punkt om’ 

mit m zusammen, die Sekante )mm‘ geht in die Tangente 7’mt am Punkte m 

der Curve über, und wenn man den Winkel, welchen diese mi* der Axe AX 

einschliesst, I: t bezeichnet, so erhält man aus ($), zur Gren-e übergehend, 
wegen lim tgo — tgr: 


gr—f(@); 


= d. h. die erste abgeleitete Funktion f’(«) ist der Ausdruck der 


trigonometrischen Tangente des Winkels, welchen diean dem 
der Abscisse.x entsprechenden Punks der Curve y—/(® 
gezogene Baenetinghe Tangente mit der Abscissenaxe ein- 


10* 
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Ist z. B. f(@) = x — 7x? + 212? + 122 -— 32, so findet man für 3 
die abgeleiteten Funktionen der Reihe nach: 
f(&) = 48? — 218° + 422 + 12, 
f" (x) = 120°” — 422 +42, ’ 
f" (2) = 242 .— 42, 
a et 


92. Die Coefficienten der Gleichung: 
ar + Aa"! + A200 + A009 an (1) 


sindsymmetrische Funktionender Wurzeln, und zwarist 
A, die Summe aller Wurzeln, mit entgegengesetztem 
Zeichen genommen; A, die Summe aller Combinationen 
zu zweien, mit ungeändertem Zeichen; 4, die Summe 
aller Combinatinnen zu dreien, mit entgegengesetztem 
Zeichen u. s. f, endlich A„ (das letzte von x freie Glied) 
die Summe aller Combinationen der Wurzeln zur mt" 
Classe, also das Produkt derselben und zwar mit unge- 
ändertem oder entgegengesetztem Zeichen, je nachdem 
m gerade oder ungerade ist, oder was auf dasselbe 
hinauskommt, das Produktaller mit entgegengesetztem 
Zeichen'genommenen Wurzeln. 

Betrachten wir, um diesen Satz zu beweisen, zuerst die Gleichung 
vom zweiten Grade: x° + A, & = MN, deren u wir mit 
@,, &, bezeichnen, so ist aa 90] identisch :: 


“+Ar +4, = A —,)=#2°— (0, +0,)2+0,0,, 
somit, da die Coefficienten der gleichnamigen Potenzen von x einander 
gleich sein müssen, A, = — (a, + @,), A, = + «,@,, übereinstimmend 
. mit dem ausgesprochenen Satze. 

Eben so finden wir für die Gleichung des 3te% Grades: 
2? + 48” + A2: + A —=0, 
deren Wurzeln &,, &,, &, Sein mögen: 


x? +4A,2° +42 + 4, —= (2 — a,)(2 — 0,)(8 — 0) = 

— (&% +0, +0,)2° 4 (0,0% + 0,0, + 00,) © — 0,005, 
folglich: 
A—— + %+ 0,) A = +0,09, + 0,0, 4A, = il: 

Nun lässt sich aber leicht beweisen, dass der Satz für eine Gleichung 
des (m + 1)'°" Grades wahr sein müsse, wenn er für eine Gleichung des mt“ Bi. 
Grades gilt. In der That, nehmen wir das letztere an, und bezeichnen wir | 
die Wurzeln der Gleichung mit &,, &.@s,..&n, so lautet die Gleichung: 
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er... Hark Ha, Fi + 
Y + Om-1 m) ae. (0,0, 0, + 00,0, -F PT ) m—3 En Kane" + 





oder, wenn wir Kürze halber mit ©” die Summe aller Combinationen 


1,m 
zur re" Classe der m Elemente «,, &,, @s,... &n bezeichnen : 
gm __ Ol, „ni + (0? , 2m—2 Br 03, gm—3 + Er + (— cr Om—1 7 + 
1,m t,m i,m 1,m 
+ tmon=0, 2) 


1.m 
wo die Faktoren (— 1)" 1, (— 1)” nur zur Bestimmung des Zeichens 
des Gliedes dienen. Multiplieiren wir diese Gleichung mit & — Ayuzı, 
wodurch dieselbe noch die Wurzel «„,ı erhält und in eine Gleichung 
des (m + 1)'°" Grades übergeht, so erhalten wir: 


amt _—_ (gr + 02,21 — (3. gn-2 de + 
ei 4m 1,m 
pr m fm m | 
+ (— 1 0". 
1,m 
— UAm+ı 8" Er Um+i- DE ae re Om+ir 07, 2m? -r ne = 
1,m 1,m 
—1 , Bi : | 
EA (— 1” REN Ole 9 2 er ray. OM 
1,m 1,m 


d. i. wenn wir die mit gleichen Potenzen von x behafteten Glieder 
vereinigen und beachten, dass nach den ersten Sätzen der Combinations- 


lehre: 
ER ii 2 re ; 2 
0! =F Om+1 — C ’ © + An+1- DO ’ 2 a Om+1- Be 0% 
1,m 1,m+1 1,m 1,n 1,n-+1 1,n James met 
j US. W. r 
ist, und das wir statt — (— 1)" 1 auch + (— 1)", so wie + (— 1)"*! 
E statt — (— 1)" schreiben können: | 

gm __ O1, + 02, gem—1 We 03, geM---2 + RE .. (— INES Oom+1 —(: 

1,m+1 a 1,m+1 2 1,m+1 


die Coefficienten dieser Gleichung vom (m + 1)" Grade, deren Wurzeln 
Cr Op, ...Omrı Sind, befolgen aber genau das in der Gl. (2) des 
mt» Grades ausgesprochene Bildungsgesetz ; unser Satz gilt daher für 
eine Gl. vom (m + 1)t" Grade, wenn er für eine Gleichung vom m'®" 
Grade richtig ist. Da wir nun die Richtigkeit desselben für eine Gleichung 
vom 21er und 3ten Grade unmittelbar erprobt haben, so ist hiemit die 
allgemeine Giltiekeit nachgewiesen. 


Es folgt hieraus, dass, wenn in einer Gleichung das zweite Glied 
fehlt, die Summe der Wurzeln — 0 sein muss; fehlt das von x freie 
Glied, so ist 2 = 0 eine Wurzel der Gleichung. 
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Die bisher entwickelten Sätze gelten, die Coefficienten der Gleichung 


mögen reell oder imaginär sein. Wir wollen von nun an dieselben als 
reell voraussetzen. 


95. Wenn eine Gleichung: 

f(x) —=an + Aa AsERT % ee a Pie). (1) 
in welcher sämmtliche Coefficienten reelle Grössen 
sind, eineimaginäre Wurzelp-+y V—Ibesitzt, so kommt 
ihr nothwendig auch die Wurzelp— qV—1 zu, welche 
sich von jener bloss durch das Zeichen des imaginären 
Theiles unterscheidet. 

Denn substituirt man in obige Gleichung 2 —=p + ıV—.ı ‚so erhält 
man ein Resultat von der Form P-+%0 Ver und es muss, da 
p-+ AV der. Voraussetzung nach eine Wurzel ist, P+ ® yV-1— 0, 
somit P=Q=0 sein. Setzt man aber in derselben Gleichung 
a RL — 1, welcher Werth sich von dem früheren nur durch 
das Zeichen von er unterscheidet, so wird auch das Substitutions- 
resultat nur in diesem Zeichen von dem früheren verschieden sein, und 
demnach = P— Q Vv-ı werden, wo P und @ dieselben Werthe 
haben, wie oben. Da nun P=Q==0, so ist auch P—® V--1=0, 
somit BegyV 1 ebenfalls eine Wurzel der Gleichung. 

Ganz auf dieselbe Weise beweist man, dass, wenn die Coeffieienten 
reell und rationalsind, undp +4 Vr eine Wurzel der Gleichung ist, 
unter Vr eine irrationale Zahl verstanden, auch p — q Vr der Glei- 
chung als Wurzel zukommen müsse. 


Die imaginären Wurzeln kommen demnach einer 
Gleichung immer paarweise zu; je zwei, die sich nur durch 
das Zeichen ds imaginären Theiles unterscheiden, heissen conjugirte 
Wurzeln. Es ‚olgt daraus, dass eine Gleichung mit reellen Coeffeienten. 
nur eine gerade Anzahl imaginärer Wurzeln haben könne; daher 
muss eineGleichung vonungerader Ordnung wenigstens 
eine reelle Wurzel besitzen, oder wenn mehrere, in un- 
gerader Anzahl, Einer Gleichung von gerader Ordnung 
hingegen kommen reelle Wurzeln immer in gerader An- 
zahl zu, können aber auch gänzlich fehlen. 


Sind RE VE und p DORT 7 ein Paar conjugirter imagi- 
närer Wurzeln der Gl. (1), so ist das Gleichungspolynom sowohl, durch 
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Hg V—1 als auch durch sep boV— 1 theilbar,. somit auch 
durch das Produkt: 


@= pP —-aV-1)@—- pP + V-1)=(@—p? +, 
welches, wie man sieht, reell-vom zweiten Grade ist. Hieraus folgt der 
wichtige Lehrsatz: 

Jede algebraische ganze rationale Funktion f(x) mit 
rellen Coefficienten kann immer in lauter reelle Fak- 
toren zerlegt werden, die theils vom ersten, theils vom 
zweiten Grade sein können; jede reelle Wurzel liefert 
einen Faktor vom 1!®, je zwei conjueirte imaginäre 
Wurzeln einen Faktor vom 2a Grade. 


94. Da nach $. 92 das letzte von x freie Glied der Gleichung das 
Produkt aller mit entgegengesetzten Zeichen genommenen Wurzeln ist, 
und je zwei conjugirte imaginäre Wurzeln immer ein positives Produkt: 
+4 1) (P — avi) —= p?® + g? geben, so hängt das Zeichen 
des letzten Gliedes bloss von der Anzahl der positiven Wurzeln ab, 
und ist + oder —, je nachdem diese Anzahl gerade oder ungerade ist. 
Hieraus ergeben sich leicht nachstehende Folgerungen : 


a) Jede Gleichung von ungerader Ordnung hat nothwendig eine 


reelle Wurzel, deren Zeichen jenem des letzten Gliedes 


entgegengesetzt ist. Denn nach $. 93 lässt eine solche Gleichung 
reelle Wurzeln nur in ungerader Anzahl zu. Ist nun das letzte Glied 
positiv, so müssen die positiven Wurzeln in gerader Anzahl, folglich 
mindestens eine negative Wurzel existiren; ist aber das letzte Glied 
negativ, so muss die Gleichung ‚eine ungerade Anzahl positiver Wurzeln, 
also mindestens eine solche besitzen. 


b) Jede Gleichung von gerader Ordnung, deren letz- 
tes Glied negativ ist, hat nothwendig wenigstens zwei 
reelle Wurzeln, deren eine positiv, die andere negativ 
ist. Denn das letzte Glied kann nur dadurch negativ werden, dass 
reelle positive Wurzeln in ungerader Anzahl und mindestens eine 
solche vorhanden sind; und weil einer Gleichung von gerader Ordnung 
die reellen Wurzeln in serader Anzahl zukommen, so müssen daher 
auch negative Wurzeln in ungerader Anzahl, also mindestens eine 
solche existiren. 


c) Ein gänzlicher Mangel an reellen Wurzeln kann nur dann ein- 
treten, wenn die Gleichung von gerader Ordnung und ihr absolutes Glied 
positiv ist. Wenn sämmtliche Wurzeln imaginär sind, so lässt sich das 
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Polynom in lauter quadratische Faktoren von der Form (x — p)? + q? 
zerlegen, bleibt demnach für jeden reellen Werth von x positiv. Wird 
also das’ Polynom einer Gleichung für irgend einen reellen Werth von 
x negativ, so kann man hieraus mit Sicherheit auf das Vorhandensein 
reeller Wurzeln schliessen. 


95. Wenn manin der Gleichung: 
fa) =ar + Ai an ga (1) 
— x statt xsetzt,soerhält man eine Gleichung f(— x)—=0’ 
deren Wurzeln den Wurzeln der gegebenen Gleichung 
numerisch:gleich, aber von.entgegengesetztem Zeichen 


sind. 
Denn sind @,, &%, &g,.. m die Wurzeln der,Gl. (1), so ist 
(a) = 0) =) a ae 
und folglich, wenn man — x an die Stelle von x setzt: 
f(—- 2) = (— 0» — 0) 2%) (— 8 —4)....(- 2 — 0) 
welche Gleichung offenbar — &,., — &%. — @&,... — Od, zu Wurzeln hat. 


Man überzeugt sich leicht, dass diese Umänderung am einfachsten durch 
Aenderung des Zeichens jener Glieder bewerkstelliget wird, welche 
ungerade Potenzen von x enthalten, oder auch, indem man die Zeichen 
des 2ten, 4ten, Gten u. s. w. Gliedes der Gl. ändert, wobei jedoch die 
etwa fehlenden Glieder der Gleichung mitgezählt werden müssen. 


So hat von den beiden Gleichungen x? — 22? — 19x + 20 = 0 
und x? + 22? —- 192 — 20 —= 0 die erste die Wurzeln +1, — 4, +5; 
die zweite: — 1, + 4, —5. 


96. Wenn in einem vollständigen oder unvollständigen Gleichungs- 
polynome zwei Glieder mit entgegengesetztem Zeichen aufeinanderfolgen, 
so sagt man, es bestehe an dieser Stelle ein Zeichenwechsel; haben 
aber zwei benachbarte Glieder gleiche Zeichen, so nennt man dieses 
eine Zeichenfolge. 


Da eine vollständige Gleichung des m!’ Grades m + 1 Glieder 
hat, so ist in einer solchen Gleichung die Summe aus der Anzahl der 
Zeichenwechsel und Zeichenfolgen —= m. Aus den in $. 92 entwickelten 
Ausdrücken der Coeffieienten der Gleichung als symmetrischer Funktionen 
der Wurzeln folgt unmittelbar, dass eine Gleichung, welche nur reelle 
positive Wurzeln hat, nur Zeichenwechsel und keine Zeichenfolge, eine 
Gleichung, deren sämmtliche Wurzeln reell und negativ sind, nur Zeichen- 
folgen darbieten kann. 
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jede Gleichung mit reellen Coefficienten, sie.sei 
vollständig oder nicht, hat höchstens so viele positive 
Wurzeln, als Zeichenwechsel. 


Beweis. Es sei p (x) eine ganze rationale Funktion von x mit 
reellen Coefficienten : 


ya)=ıa" +... 4 —...— +.:.:.+—.:..—-+..:+,() 
in welcher wir, da es nur auf die Zeichenstellungen ankommt, auch nur 
diese ansetzen und das letzte Glied positiv nehmen wollen. Multiplieiren 
wir dieses Polynom mit 2 — «, wo « eine reelle positive Zahl bedeuten 
soll, so lässt sich zeigen, dass das Produkt (x — «@)g(x) mindestens um 
einen Zeichenwechsel mehr besitzen müsse, als die Funktion p (x). 


In der That, verrichten wir die Multiplikation nach den Regeln 
der Arithmetik, so erhalten wir: 








am + EN A IHN NT: Mn: 
2 — 4 
am +i + — ..... — + .e.... + —..... - + + 
u 
somit: (2 — a) (x) = 
HH... a a RE 


als Produkt, in welchem die doppelten Zeichen andeuten, dass man 
das Zeichen der entsprechenden Glieder nicht kennt. Betrachtet man 
nun die Zeichenstellung im Produkte, so bemerkt man, dass auf das 
erste Glied mit positivem, also bestimmtem Zeichen mehrere Glieder 
mit unbestimmten Zeichen folgen, auf welche wieder ein Glied mit 
bestimmtem aber negativem Zeichen folgt; hierauf kommen wieder Glieder 
mit unbestimmten Zeichen, bis zu dem nächsten Gliede mit bestimmtem 
Zeichen, welches positiv ist u. s. w. Man sieht also, dass im Produkte 
die bestimmten Zeichen regelmässig abwechseln und erkennt leicht, dass 
dies in Folge des Vorganges der Multiplikation nothwendig so sein muss, 
und dass nicht zwei aufeinderfolgende mit bestimmten Zeichen ver- 
sehene Glieder gleichbezeichnet sein können. Vergleicht man ferner die 
Zeichenstellung im Produkte mit jener im Multiplikand, so bemerkt 


man, dass jedem Zeichenwechsel in letzterem ein Glied mit bestimmtem 


Zeichen im Produkte entspreche. Besitzt also das Polynom (x) r Zeichen- 
wechsel, so wird das Produkt, da auch das erste und letzte Glied der- 
selben bestimmte Zeichen tragen, nothwendig # + 2 Glieder mit bestimmten 
Zeichen haben, welche regelmässig abwechseln. Nun muss aber von 
einem Gliede mit bestimmtem Zeichen bis zum nächstfolgenden minde- 
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stens ein Zeichenwechsel stattfinden (es können deren auch mehrere in 
ungerader Anzahl eintreten), indem irgendwo + in — oder umgekehrt 
übergehen muss; folglich müssen im Produkte mindestens r + 1 Zeichen- 
wechsel erscheinen. Hieraus folgt also, dass das Polynom px) 
durch Multiplikation mit dem Faktor (x — a) mindestens 
Einen Zeichenwechsel gewonnen haben müsse, Der Be- 
weis bleibt ganz derselbe, wenn in dem Polynome (x) die letzten - 
Glieder negativ sind. 

Es seien nun &,, &%. &,,... &; die positiven- Wurzeln, an der 
Zahl, der Gleichung f(x) =0, so ist, wenn wir mit p(x) das Produkt 
der von den negativen und imaginären Wurzeln herrührenden Wurzel- 
faktoren bezeichnen: 

KD)=(# — 0) — 9) — a). ...(8 — ).Ppl@). 
Multiplieirt man nun das Polynom (x) der Reihe nach mit den 

Faktoren (e— a), (e—0,)... (2 —0;), so gewinnt es durch jede 
dieser Multiplikationen mindestens einen Zeichenwechsel und das Pro- 
dukt f(x) hat daher mindestens um ö Zeichenwechsel mehr, als das 
Polynom (x). Hieraus folgt also, dass eine Gleichung mindestens so 
viele Zeichenwechsel als positive Wurzeln besitzen müsse. Kehren wir 
diesen Satz um, so erhalten wir demnach das folgende Theorem: 


I. Eine Gleichung kann nicht mehr positive Wurzeln 
besitzen, als Zeichenwechsel, wohl aber weniser, | 

Setzt man in der Gl. f(x) = 0, — x an die Stelle von x, so ändern 
sammtliche Wurzeln ihr Zeichen |[S. 95]; bringt man hiemit den eben- 
bewiesenen Satz in Verbindung, so erhält man folgendes Theorem: 


I. Eine Gleichung f(@x)—=0 kann höchstens so viele 
negative Würzeln haben, als die Gleichung f[= 2) 07 
Zeichenwechsel darbietet. 

Ist das Polynom der Gleichung f(x) =0 vollständig, so muss 
offenbar jedem Zeiehenwechsel in /(#) eine Zeichenfolge in f(— ®), 
und jeder Zeichenfolge in f(x) ein Zeichenwechsel in f(-- x) entspre- 
chen; mit Rücksicht auf diesen Umstand folgt aus obigen Sätzen das 
folgende unter dem Namen des Cartesischen oder Harriot’schen 
Satzes bekannte Theorem : 

Il. Eine jede vollständige Gleichung hat höchstens 
so vielepositive Wurzeln als Zeichenwechsel, und höch- h 
stens so viele negative Wurzelnals Zeichenfolgen. | 

Berücksichtiget man noch, dass in einer vollständigen Gleichung 
die Summe der Anzahl der Zeichenwechsel und Zeichenfolgen dem Ord- 
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nungsexponenten der Gleichung, also auch der Anzahl der Wurzeln 
gleich ist, so gelangt man mit Hilfe des letzten Satzes allsogleich zu 
Folgendem: 


IV. Eine jede vollständige Gleichung, deren sämmt- 
liche Wurzeln reell sind, hat eben so viele positive 
Wurzeln alsZeichenwechsel und eben so viele negative 
als Zeichenfolgen. 

Beispiele: 1) die Gleichung f(x) = «x? — 32! — 72” +5 —=0 
enthält 2 Zeichenwechsel, besitzt daher höchstens 2 positive Wurzeln ; 
bildet man daraus die Gl. mit entgegengesetzten Wurzeln f(— x) = 
ä x? + 32T + 72? — 5—=0, so hat diese nur 1 Zeichenwechsel, somit 
höchstens 1 positive, die gegebene Gleichung daher höchstens 1 negä- 
tive Wurzel, welche ihr zugleich nothwendig zukommt, da die Gl. von 
ungerader Ordnung und das letzte Glied positiv ist; [S. 94, a]. Daraus 
schliesst man ferner, dass diese Gleichung mindestens 2, möglicherweise 
auch 4 imaginäre Wurzeln besitze, in welch letzterem Falle ihr keine 
positive Wurzel zukäme. 

2) Die Gl. f(x) —=x° — 30° — 7xt + 21%? — 482? + 120 — 20 — 0 
ist eine vollständige mit 5 Zeichenwechseln und 1 Folge, hat.daher höchstens 
5 positive und höchstens 1 negative Wurzel. Mit Zuziehung des Satzes 
'[S: 94, 5] kann man daher behaupten, dass diese Gleichung eine, und 
nur eine negative Wurzel und mindestens eine positive Wurzel habe. 

3) Die Gleichung f(x2)—=x7!—7==0 hat, weil einen Zeichenwechsel, 
höchstens 1 positive Wurzel, die ihr aber auch [$. 94, a] nothwendig 
zukommt; da ferner die Gl. f{(— 2) —=x’ + 70 eines Zeichenwechsels 
ermangelt, so hat die vorgelegte Gl. keine negative Wurzel; daher 
sind 6 Wurzeln imaginär. 

4) Eben so findet man, dass die G. = +! +. —3—=0 
höchstens 1 positive und höchstens 1 negative Wurzel haben könne: 
da ihr diese ferner nach |S. 94, 5] nothwendig zukommen, so sind 4 
Wurzeln imaginär. 


nn Ba haha Ba in 3 Dr a a 


V. Fehlt in einer Gleichung ein Glied zwischen zwei mit glei- 
_ ehen Vorzeichen behafteten Gliedern,, so hat die Gl. nothwendig ima- 
| ginäre Wurzeln. Denn denkt man sich die Gl, dadurch vervollständigt, 
ö dass man das fehlende Glied mit dem Coeffiecienten 0 einfügt, und legt 
N ‘man demselben, da sein Zeichen unbestimmt ist, einmal das Zeichen +, 
dann das Zeichen — bei, so entstehen an dieser Stelle in dem einen 
Falle zwei Zeichenwechsel, in dem anderen zwei Zeichenfolgen, und es 
müssten, wenn alle Wurzeln reell wären, zufolge IV. zwei Wurzeln 
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zugleich positiv und negativ sein, was unmöglich ist; daher können 
nicht alle Wurzeln reell sein, und es ist durch das eine fehlende Glied 
mindestens 1 Paar imaginärer Wurzeln angezeigt. 


Fehlt jedoch ein Glied zwischen zwei ungleich bezeichneten 
Gliedern, so entsteht, man mag sich dieses mit —+ oder mit — einge- 
schaltet denken, immer 1 Zeichenwechsel und 1 Zeichenfolge, so dass 
obiger Widerspruch wegfällt und sämmtliche Wurzeln reell seinkönnen. 

In der Gl. des ersten Beispiels fehlt das Glied mit =” und «, und 
zwar ersteres zwischen zwei gleichbezeichneten Gliedern, woraus man 
auf die Anwesenheit eines Paares imaginärer Wurzeln schliesst. Aus 
dem fehlenden Gliede in x lässt sich hingegen nichts abnehmen, da die 
Nachbarglieder ungleiche Zeichen haben. 

In der. Gl. des vierten Beispieles fehlen die drei Glieder mit den 
ungeraden Potenzen von x, und zwar die beiden ersten zwischen gleich- 
bezeichneten Gliedern, wodurch zwei Paare imaginärer Wurzeln angezeigt 
werden, wie wir bereits oben gefunden haben. 

Complieirter werden die Regeln für die Grenzen der Anzahl der 
imaginären Wurzeln, wenn die Gleichung eine oder mehrere Gruppen 
von fehlenden Gliedern enthält. 


1I. TRANSFORMATION DER GLEICHUNGEN. 


Eine gegebene Gleichung f(x) =0 transformiren, heisst, aus 
derselben eine neue Gleichung, die transformirte F'(y) = 0, ableiten, 
deren Wurzeln gegebene Funktionen der Wurzeln der Gleichung f(x2)— 0 
sind. Wir werden uns hier auf die einfachsten Transformationen be- 
schränken, welche später bei der Auflösung der Gleichungen Anwen- 
dung finden. 


97. Die Gleichung: 


fl) = A, Aa Ar a (1) 
in eine andere, F(y)J—0zutransformiren, deren Wurzeln 
sämmtlich um dieGrösse sakleiner sind, als die Wurzeln 
der vorgelegten Gleichung. N 

Bezeichnet man mit y die Unbekannte oder die Wurzeln der neuen 
Gleichung, so hat man y=x — a, somit @—=y-a zu setzen. Die 
Substitution dieses Werthes von z in die Gl. (1) liefert sofort die trans- 
formirte Gleichung: 
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fi” (m—- 1)(q (m—2) 
F(y) = ni 0) Bin. nn ur m—i ai a u. yin— —2 A 2 
rt rt two, () 


wo die Coeffieienten rla) f" (a), f’" (a),...f" (@) beziehungsweise die 
151°, 2te, 3b... m'® abgeleitete Funktion von f(x) sind, wenn man 
darin x durch a ersetzt. Es erhellt dies unmittelbar aus $. 91, da offen- 
bar hier dieselbe Entwickelung vorzunehmen ist, wie dort, indem man 
nur a statt x und % statt Ö schreibt. 


Beisp. Die Gleichung f(x) = x* + 4x? — 7x? — 222 +24 — 0, 
deren Wurzeln + 1,+2,— 3, — 4 sind, in eine andere zu transformiren, 
deren Wurzeln um 5 kleiner sind. 





Man findet: 
fe)= x: + 40° — Ta? — 22x + 24, somit f(5) — 864 
Ban 422.192? — 145 —022 f'(5) ul 
f"(®) u Be fe 109) hr 20g 
f" (©) = 245 + 24 | 
a) 24 RS ED ER! 
Die transformirte Gleichung ist daher: 
y* + 249? + 2034? + 708% + 864 —= 0, 
deren Wurzeln, wie man sich leicht überzeugt: 4, D, 8, 9 
sind. 


Da diese Transformation für die Auflösung der Gleichungen von 
grosser Wichtigkeit ist, so wollen wir ein von Budan herrührendes 
Verfahren entwickeln, welches die Coeffieienten der transformirten Glei- 
chung mit Leichtigkeit finden lässt. Was zunächst den letzten Coeffi- 
cienten f(«a) betrifft, so ist dieser nichts anderes als das Resultat der 
Substitution von @—=a in das Gleichungspolynom f(x), also, nach $. 89, 
der Rest, welchen man erhält, wenn man f(x) durch © — a dividirt, 
kann also durch das dort gelehrte Horner’sche Divisionsverfahren leicht 
gefunden werden. Allein durch dasselbe Verfahren, auf die successiven 
Quotienten wiederholt angewendet, ergeben sich auch die übrigen Coeffi- 
cienten, wie folgende Betrachtung zeigt. 

Führt man in Gl. (2), welche aus (1) dadurch entstanden ist, dass 
<=y-- a gesetzt wurde, für y wieder seinen Werth 2 — a ein, so 
muss offenbar wieder die Gl. (1) zum Vorschein kommen. Es ist daher 
die Gleichung: 
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identisch mit der Gl. (1), und jedes Resultat, das wir durch irgend 
ein Verfahren aus (3) ableiten können, muss sich folglich durch das- 
selbe Verfahren auch aus (1) gewinnen lassen. 


Dividirt man aber das Polynom (3), oder, was dasselbe sagen will, 
das Polynom der Gl. (1) durch (e — a), den sich ergebenden Quo- 
tienten wieder durch (« — a), den dadurch erhaltenen Quotienten aber- 
mals durch (e — a) u. s. w., so sind, wie dies aus der Form des Poly- 
noms (3) sogleich erhellt, die bei diesen successiven Divisionen, (m E 1) 
an der Zahl, sich ergebenden Reste die Grössen: 


Faye Ef ka)r 0) f® (a) 
Ka) re Be 


DI. 





Wenden wir dieses Verfahren auf das obige Beispiel an, so haben 
wir durch x — 5 wiederholt zu dividiren ; der Operationsfaktor ist +5 
und die Rechnung steht [$. 89.] so | 

Is + 4, —T, — 22, + 24 

+5]1, + 9, + 38, + 168, (+ 864) 

I. +14, -+108, (+ 708) 
ie +19, (+ 203) 

1, (424) 

(1) 


wo die eingeklammerten Zahlen die Reste sind. Somit ist: 


f? Ka). 005, EN 





f(a)= 864, f (a)—=1708, Er ER = 


und die transformirte Gleichung heisst: 
y* + 24y?° + 2034? + 7089 + 864 =0, 
wie oben. | 
Sollen die Wurzeln der Gl. um a vergrössert werden, so hat man 
nur das Zeichen von a zu vertauschen. Um z. B. die Gleichung: 
x? — 22? — 52 +6 —=0, 


deren Wurzeln + 1, — 2, +3 sind, in eine andere zu transformiren, _ 
deren Wurzeln um 4 grösser sind, hat man durch x -+ 4 zu dividiren; 
 Öperationsfaktor ist — 4, und es kommt; 












BIO RO 
—4 1, —6, +19, (— 70) 
1, —10, (+ 59), 
914) 

(1) 


Die transformirte Gleichung ist somit «? — 144° + 592 — 70 =0, 


-_ 


deren Wurzeln in der That 5, 2, 7 sind. 


Mittelst dieser Transformation kann man aus einer gegebenen Glei- 


‚chung (1) irgend ein Glied wegschaffen; es genügt hiezu,-die Grösse a 


so zu bestimmen, «lass der Üoefficient derjenigen Potenz von x, welche 


in der transformirten Gleichung fehlen soll, = 0 werde. Man wird daher. 


diesen Coffieienten, indem man vorläufig «a unbestimmt lässt, gleich O 
setzen und dadurch eine Gleichung erhalten, welche den gesuchten 
Werth von a liefert. Mit Vortheil wird dieses Verfahren jedoch nur 
auf das zweite Glied angewendet, da die Wegschaffung eines der folgen- 


‚den Glieder die Auflösung einer höheren Gleichung erfordern würde, 


wie aus den Ausdrücken der Coefficienten dieser Glieder sogleich erhellt. 
Um run das 21° Glied wegzuschaffen, hat man in Gl. (2) f=V (a)—=0 
zu setzen, d. i. mit Rücksicht auf die Bedeutung von f"=V (a) [$. 91], 





a aus der Gleichung mA,a + A, = 0 zu bestimmen, woraus 
4, 
a — 
mA, 
folgt, und endlich 
A, 
Ur 
mA, 


zu Setzen. 
Um z. B. obige Gleichung x? — 2x? — 5x + 6 = 0 vom zweiten 
Gliede zu befreien, hat man 








i AAN 2 
Ad = — Em wei) = en 
mA, 3 SR 
und somit: | 
== En 
TS 


zu setzen, d. i. die Wurzeln um „ zu verkleinern; man findet für die 


‚transformirte Gleichung: 


35 ee 


a 57 56 
23% = ro 
9) 9 
Ir 1 ie ERDE 
deren Wireless sind, 
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98. Die Gleichung: 
fix) = A," + Aart + Ar... 4 De 
sollin eine andere transformirt werden, deren Wurzeln 


amal so gross sind, als die Wurzeln der Gl. (1). 
Ist wieder y das Symbol der Unbekannten in der transformirten 


h e l ; ß : 
Gleichung, so ist 4 = ax, also x = Ei Wird dieser Werth in (1) sub- 


stituirt, so erhält man: - 


Ay" A WIE — Ay" ö + + Anı9 


am am—ı aM zu] Ri A 








+ Anzaa 


und wenn man mit a” multiplieirt: 


A," + A,ay"! + A,a’ "7? + .... + An-ıa"r!y + Ana® — 0 
als transformirte Gleichung, welche, wie man sieht, aus (1) entsteht, 
wenn man die Glieder der Gl. (1) der Reihe nach mit den Gliedern 
der geometrischen Progression 1, a, a?, a°,... a” multiplieirt, wobei 
jedoch auf die etwa fehlenden Glieder der Gleichung Rücksicht zu 
nehmen ist. 

Mit Hilfe dieser Transformation kann man das erste Glied der 
Gl. (1) vom Coefficienten A, befreien, ohne dass dadurch die übrigen 
Coefficienten aufhören, ganze Zahlen zu sein, indem man a = A, nimmt, 
weil dann sämmtliche Glieder der Gl. durch A, theilbar werden. 

Sind mehrere oder alle Coefficienten der Gleichung: 

ar + AA AI FLIN. + Anne 

rationale Brüche, so kann man mittelst dieser Transformation eine neue 
Gleichung ableiten, deren Coefficienten ganze Zahlen sind und zwar so, 
dass der Coefficient der höchsten Potenz der Unbekannten = 1 bleibt. 
Wie aus der obigen transformirten Gleichung erhellt, wird dies immer 
erreicht, wenn man für die Grösse a das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache sämmtlicher Nenner wählt, wiewol in besonderen Fälien schon 
ein kleinerer Werth hiezu genügen kann. Um z. B. die Gleichung: 


57 56 | 
u — 

& g® + 57 0 

[$. 97] von den Brüchen zu befreien, setze man « —= 3 und hat sofort: 

| 57 56 
1 N NEE 
£ 9 i 27 
15, 9 27, 


somit 4? — 57y + 56 = 0 als transformirte Gleichung, deren Wurzeln 
daher 1, — 8, 7 sind, wie man sich leicht überzeugt. 
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Auch kann man hiedurch bisweilen die Coeffieienten einer gege- 
benen Gleichung vereinfachen, wie aus folgendem Beispiel zu ersehen 
ist. Die Gleichung: 

2: — 22°: — 12%? + 112% — 208.= 0 


transformire man in eine andere, deren Wurzeln die Hälfte der Wur- 


3 i 1 
zeln der gegebenen Gleichung sind; es ist also hier a —= „> zu Setzen, 


Ad 


womit man «! — 2° —- 32? + 142 — 13==0 als transformirte Gl. findet, 
welche der kleineren Coefficienten- wegen leichter zu behandeln ist. 


99. Aus Gl. (1) im vorigen $. eine andere abzuleiten, 
deren Wurzeln die reciproken Werthe der Wurzeln der 
Gl. (1) sind. 


1 RE 1 R 
Man hat hier y= — zu setzen, folglich x == —; führt man 
2 Yy 


diesen Werth in die Gl. (1) ein, so erhält man, wenn man sogleich 
mit 4” multiplieirt: 

Amy" En Am ar An-2yN*? ar Re + A,Y + Ar —=(, 
welche Gleichung die verlangte Eigenschaft besitzt und, wie man sieht, 
aus der gegebenen Gleichung hervorgeht, wenn man die Coefficienten 
in umgekehrter Ordnung aufeinander folgen lässt. 


11I. VON DEN WIEDERHOLTEN WURZELN DER GLEICHUNGEN. 


100. Da die Anwesenheit wiederholter oder gleicher Wurzeln in 
einer Gleichung bei der Auflösung derselben Schwierigkeiten in den 
Weg legt, so wollen wir uns nun damit beschäftigen, Mittel aufzusu- 
chen, um dieselben zu entdecken und aus der Gleichung wegzuschaffen. 


Es sei «@, eine der Gleichung: 
BER AMTU RAM +... An 0 er) 
‘ pmal zukommende Wurzel, so ist identisch: 
fa)=(@— ,P.F(e), (2) 
wo F'(x) das Produkt der übrigen Wurzelfaktoren vorstellt, welche wir 
als sämmtlich von einander verschieden voraussetzen wollen. Setzen wir 
x + dan die Stelle von x, so folgt aus (2): 
f2+0d)=(2 +0 — 0).F(x + 0). (3) 
Entwickelt man diese Gleichung, und zwar den Faktor: 


(@ Fr a) 2m o” 


Hirn, Höh, Mathematik, I. 3, Auf, rt 
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nach dem binomischen Lehrsatze, die Funktionen f(x + d) und F(x +6) 
nach $. 91, so erhält man: 


a) + + +... 


3m 
ui — Pt ple — a, )Td-+...+ or! (Fe) +0dF(2)+...+ 


+ dm FO) i 
(m— p)!f' | 
d. i. wenn man die Multiplikation im 2te" Theile ausführt und nach 
Potenzen von Ö ordnet: 


f(&) + öf(a) HIHPF lH... = le — a)’ Fl) + 


+ 5a — a) F(2z) +p(& — re) 22,78 


Da diese Gleichung als eine identische für jeden Werth von Öd 
besteht, so müssen nach dem Satze der unbestimmten Coefficienten die 
Coeffieienten der gleichnamigen Potenzen von d gleich sein; somit hat man: 

fd)=k@— aPloFf@)+@— a)Fl@)], (4) 
woraus man erkennt, dass die erste abgeleitete Funktion f’(=) den 
Faktor (ce —o,), Pp-— mal enthält, aber auch nicht öfter, da derselbe 
der Voraussetzung nach in F'(x) nicht vorkommt. Bezeichnet man den 
in den eckigen Klammern stehenden Ausdruck mit F, (x), so wird: 

fea)= ww — a). Fe). (5) 
So wie aber diese Gleichung aus (2) entstand, eben so wird aus (5): 
f(x) = (20, )PPye), hieraus 
’()= (2. — a)P>rF,(x), hieraus 
f"(e)= (® — a)PF,(®), | 
ee ee 
endlich 
fe) (e— 0).Fyle). 
f\?X\@) = F) (&) 
sich ergeben. In diesen Gleichungen ist mit Rücksicht auf die Bedeu- 
tung von F\ (x): 
F,(x)=pFle) + (2 — a, )ER), 


somit: F,(&e)=(P —1)F,(e) + (@&— en. 
F,(@2)=(p — 2)F,(@e) + (2 — &)F,(®), 
u.°s;.W. 


PN) = 2,4) + a) Pyale), 
Fa) = Pole) + a — a)Fr-l®), 
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woraus folgt, dass, weil F'(x) den, Faktor (x — «, ) nicht enthält, keine 
der Funktionen F\ (x), F,(#),... F,(x) diesen Faktor enthalten kann. 

Die Gleichungen (5) und (6) lassen somit erkennen, dass die der 
gegebenen Gleichung /(x)—=0 pmal zukommende Wurzel «, die Eigen- 
schaft besitzt, sämmtliche derivirte Funktionen, von /’(x) bis ein- 
schliesslich zur (p — 1)" , statt © gesetzt, auf O zu reduciren, d. h. 
diese Wurzel ist auch Wurzel der Gleichungen: | 

0), Er) EN IR BI Pe NP 
und zwar kommt sie der Gl. f («)=0 (p — 1)mal, der Gl. /"(«)=0 
(x — 2)mal u. s. w., endlich der Gl. fr) (x)—=0 1mal zu. 

Die Gleichungen (2) und (5) zeigen, dass der Faktor (x — «, )P! 
ein gemeinschaftlicher Theiler der beiden Funktionen f(x) und-f’(«) 
ist. Er ist aber auch der grösste gemeinschaftliche Theiler dieser Funk- 
tionen. Dies wird bewiesen sein, wenn man zeigen kann, dass die 
beiden Funktionen F(x) und F\ («)—=pF(x)+ (x — a,)F’(x) keinen 
gemeinschaftlichen Faktor haben, was wieder dann der Fall sein wird, 
wenn die Funktion F'(x) und ihre Derivirte F’ (x) eines solchen ermangeln. 
Setzt man aber in den Gleichungen (2) und (5), »=1, d. h. nimmt 
man an, dass die Gleichung f(x) =0 keine wiederholten Wurzeln 
besitze, so ist: b 

fa)=®— a)F(e), 
F@)=Fle+@— a)Fe) 

Hieraus sieht man, dass, wenn der Wurzelfaktor x -—— «, der Gl. 
f(2)=0 nur einmal zukommt, dieser Faktor in der ersten derivirten 
Funktion f’(x) fehlt. Da nun das Produkt F'(x) der Voraussetzung 
nach lauter verschiedene Faktoren enthält, so kann keiner derselben 
Faktor von F’(x) sein; somit haben F'(x) und F’(x) keinen gemein- 
schaftlichen Theiler. 

Da nun alles, was wir bisher von der wiederholten Wurzel &, gezeigt 
haben, von jeder anderen der Gleichung f(«)—=0 mehrmals zukommen- 
den Wurzel gelten muss, so gelangen wir leicht zu folgenden Schlüssen: 

a) Jede der Gl. f(«)=0 pmal zukommende Wurzel « 
erzeugt in der 1*® derivirten Funktionf’(x) den Faktor 
(e — a)PT1. 

b) Die beiden Funktionen f(x) und f’(x) haben ausser 
den von den gleichen Wurzeln herrührenden Wurzel- 
faktoren keinen gemeinschaftlichen Faktor. | 

Nehmen wir also jetzt an, die Gleichung f(x)—=0 besitze etwa 
die Wurzel «, pmal, die Wurzel «, qmal, die Wurzel «, r mal, ausser 
diesen aber nur ungleiche Wurzeln, so ist: 

| bLSS 
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f(x) = (# — 0, )P(@ — 0, (0. &,). E'\e). 
fa) = la — 0, Ma En ee 
wo F(x) und F, (x) keinen gemeinschaftlichen Faktor haben. Sucht 


man daher den grössten gemeinschaftlichen Theiler p(x) der zwei Funk- 
tionen f(x) und f’(x) und setzt diesen —= 0, 'so bietet die Gleichung: 





Pe — TE ee 
sämmtliche wiederholte Wurzeln der Gleichung f(x) =0 und nur 
diese dar. 

Meistens wird die Funktion p(x) von so niedrigem Grade sein, 
dass es keine Schwierigkeiten hat, dieselbe durch Auflösung der Gl. 
p(x) = 0 in ihre einfachen Faktoren zu zerlegen. Hätte man z. B. 
p(x)—=x” — 3x + 2 gefunden, so wäre p(r)—= (2x —1)(x — 2), woraus 
man sofort schliesst, dass die gegebene Gl. die Wurzeln 1 und 2, jede 
zweimal besitzt. Ist aber das Polynom (x) von höherem Grade, und 
überschreiten die Zahlen 9, 9, r oder auch nur eine derselben die Zahl 2, 
so bietet die Auflösung der Gl. p(x) = 0 dieselben Schwierigkeiten 
dar, welche überhaupt die Anwesenheit wiederholter Wurzeln mit sich 
bringt. Man kann aber leicht Gleichungen darstellen, welche sämmt- 
liche Wurzeln der Gl. f(«<) = 0 nur einmal oder auch bloss die 
gleichen Wurzeln, jede nur einmal enthält. Dividirt man nämlich f(®) 
durch p (x), bezeichnet den Quotienten mit (=) und setzt W (x) —=0, 
so erhält man die Gleichung: 


Ya)=@-a)@— ae —am).Fla)=0,  (M) 
welche offenbar alle Wurzeln der Gl. f(x)=0, jede nur einmal 
enthält. Sucht man endlich den grössten gemeinschaftlichen Theiler 
(, (2) der Funktionen (x) und V(x) und setzt diesen = 0, so erhält 
man die Gleichung: 


er — au) — ,)e —a,)—=0, (8) 
welche nur die wiederholten Wurzeln der Gleichung jede nur 
einmal besitzt. Man kann auch noch Y (x) durch p, (x) dividiren ; der 
Quotient F(x) = 0 gesetzt, gibt die der Gleichung nur einmal zu- 
kommenden Wurzeln. 

Der Ordnungsexponent der Gleichung y, («)—=0 ist, wie man sieht, 
der Anzahl der wiederholten Wurzeln gleich; es bleibt dann noch zu 
entscheiden, wie oft jede derselben der Gleichung angehöre. Wiewohl 
es keine Schwierigkeiten hat, Gleichungen darzustellen, welchen nur die 
zweifachen, nur die dreifachen Wurzeln u. s. w. der Gl. f(x) —=0 
zukommen, so ist es doch am einfachsten, dies durch unmittelbare 
Versuche nach einem beliebigen Verfahren zu entscheiden. Hat man 
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2. B. durch Auflösung der Gl. (8) «, als eine wiederholte Wurzel erkannt, 
so transformire man die Gl. p(x) = 0 in eine andere, deren Wurzeln 
um «, kleiner sind; fehlen in der transformirten Gleichung % Endglieder, 
so kommt diese Wurzel der Gl. f(x) =0 (h + 1)mal zu. 

Leider macht die sehr weitläufige Rechnung, welche mit der Auf- 
suchung des grössten gemeinschaftlichen Theilers p(x) der Funktionen 
f(x) und f’(z) verbunden ist, wenn das Polynom f(x) von etwas höherem 
Grade und die Öoefficienten grössere Zahlen sind, die Anwendung dieser 
Theorie sehr unbequem. In der Praxis kommt übrigens der Fall gleicher 
Wurzeln nur selten vor. 


IV. ÜBER DIE BERECHNUNG SYMMETRISCHER FUNKTIONEN DER WURZELN. 


101. Wir haben in $. 92 gesehen, dass die Coefficienten der Gleichung: 


LAT AT TH... + Ans + Am—=0 (N) 
symmetrische Funktionen der Wurzeln @,, @,, &,...@„ sind, und zwar 
mit Anwendung der in $. 12 angenommenen Bezeichnung: 
ne RE Me HER Ba a GB Di Ser Bra Ba 5 MR FE 
also symmetrische Funktionen der niedrigsten Classe von der ersten ange- 
fangen bis zur mt®" Ordnung. 

Schon hieraus lässt sich schliessen, dass sich auch andere sym- 
metrische Funktionen der Wurzeln, ohne diese selbst zu kennen, 
durch die Coefficienten der Gleichung werden ausdrücken lassen; in 
der That kommt den algebraischen Gleichungen mit einer Unbekannten 
folgende höchst merkwürdige Eigenschaft zu: 


Jede symmetrische Funktion der Wurzeln der@l. (1) 
kann, ohne diese selbst zukennen, durch die Coefficien- 
ten der Gleichung ausgedrückt werden. 

Da bei irrationalen symmetrischen Funktionen offenbar die Ausdrücke 
unter dem Wurzelzeichen rationale symmetrische Funktionen, ferner bei 
gebrochenen symmetrischen Funktionen Zähler und Nenner ganze sym- 
metrische Funktionen sein müssen, so können wir uns darauf beschränken, 
den Beweis des Satzes für ganze rationale Funktionen zu führen und 
wollen noch folgende Bemerkungen voranschicken. 

1) Das Produkt zweier symmetrischen Funktionen ist wieder eine 
symmetrische Funktion. Denn seien U, V die beiden Faktoren, ihr Produkt 
— P; denken wir uns in den Faktoren irgend eine Vertauschung.. der 

Elemente vorgenommen und dieselben neuerdings multiplieirt; sei 2’ das 
Produkt, so _ muss dieses —= P sein, da die Faktoren durch die vorge- 
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nommene Vertauschung der Elemente sich nicht geändert haben. Ander- 
seits muss offenbar P’ aus P durch dieselbe Vertauschung hervorgehen; 
das Produkt P ändert sich also nicht durch diese und eben so wenig 
durch irgend eine andere beliebige Vertauschung, ist also symmetrisch. 
2) Hieraus folgt, dass das Produkt einer beliebigen Anzahl sym- 
metrischer Funktionen, mithin auch jede Potenz mit ganzem Expo- 
nenten wieder eine symmetrische Funktion ist. Man übersieht ohne 
Schwierigkeit, dass eine solche Potenz von symmetrischen Funktionen aus 
mehreren symmetrischen Funktionen bestehen wird, welche sämmtlich 
von derselben Ordnung, aber von verschiedenen Classen sein werden. 
Bilden wir z. B. die zweite Potenz der s. Funktion: 
ll -4+%+4 0%; 
wir finden: 
1’ =o} +03 +02 +2(a0, +0 + 0,0) = [2] + 211, 1]; 
es ist also [1]? durch die zwei sym. Funktionen [2] und [1, 1] ausge- 
drückt, welche beide von der 2! Ordnung sind, die zweite aber von 
niedrigerer Classe als die erste. Eben so findet man für dieselben drei 
Elemente: 


1’ = (a +03 +0) +3, +, + oa, +3, + 
+.050, + 0° 0,)-+:.60,0,0, 
—[3] +31, 1]+6[1,.1, 1]. 
Kehren wir nun zu dem Beweise unseres Satzes zurück. Es sei: 
a BE 
die durch die Coefficienten der Gleichung auszudrückende sym. Funk- 
tion, welche demnach aus Gliedern von der Form: 
N HE N 
bestehen wird; wir nehmen dabei an, dass die Exponenten a, b,c,d,...h,k 
ganze positive Zahlen, n an der Zahl, und in der Klammer nach ihrer 
Grösse in absteigender Ordnung geordnet seien, so dass b nicht grösser 
als a, ce nicht grösser als b u. s. w. sei. Bilden wir aus den ersten n 
Coefficienten der Gleichung das Produkt: 
— A AI AA FE Ara A 
welches Produkt demnach eine durch die » Anfangscoefficienten der 
Gleichung gegebene, bekannte Grösse ist. 


Durch Substitution der Werthe von A,, A,, A,,... A, in das 
Produkt (2) erhalten wir: 


P=(, ++. + m) (a +00 +. (a +). 
0, 05222: 10er ee 














Um die Bildung dieses Produktes nach verrichteter Multiplikation 
leichter zu übersehen, betrachten wir zuerst irgend einen der Faktoren, 
etwa den ersten; es ist: 


et, +, +... mt el t = 
a + (at +... + en) 


a—b au 4 
Ar ( 2 ) METZErd sh Re. 0 + Om). 


+ ( 3 ) ae, + +... + Am)? 
ra tat. tm, 
oder nach weiterer Entwickelung der Potenzen von (%, +, + ...+ &n ): 


a—b 


[1]e? a a—b + ( | )!« a—b—1 OL + C, a—b—1 0, 4 7 i 
| 


\ z 


a—b - Ra 
ar ( 2 ) at En en} Fer u 


a—b 


ar >( 2 )le DE 0; + 0, Er | 
a—b 
+ ( 3 ar 03 + ee 03 —- IR N 


u. S. W. 





Wie man sieht, sind die Glieder sämmtlich von der Ordnung (a — b); 
da ferner der Ausdruck symmetrisch ist, so müssen darin alle Glieder 
vorkommen, welche durch Vertauschung der Grössen @,, &, Qy,... Cm 
aus den Gliedern «,®, a1 a,, a,‘-"=2«2 u. s. w. hervorgehen, 
folglich die diesen Gliedern entsprechenden sym. Funktionen, so dass 
demnach kommt: 
np +—=fe —b) + Be —b—1,1)+B,le —b — 2, 2+ 

U 

+ B,la — b 3, 3]+ 28, [ae —b—3,2,1]+ 
ET ee ee  S 

+ Be —b— 4,4] +... ..ete. 

Es ist daher der erste Faktor des obigen Produktes eine Summe 
von mit gewissen Coefficienten behafteten sym. Funktionen, sämmtlich 
von der (a — b)'e" Ordnung aber verschiedenen Classen , und es ist ins- 
besond ere 

a —b)=au tat Hat +... + et (3) 


jene der höchsten Classe. 
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Eben so liefert der 21° Faktor eine Reihe sym. Funktionen von 
der 2(d — c)'® Ordnung und verschiedenen Classen, unter denen die 
Funktion: 


Id ee! 3 b NE ae A Ca DC Ol, DEE + q WR Cs b=6 +. + Om ‘ mas BG (4) 
jene der höchsten Classe sein wird u. s. w. 


Der vorletzte Faktor liefert als sym. Funktion der höchsten Classe 
von der (» — 1)(h — k)!®" Ordnung: 


q, h—k User rar are Ang Ger + 
+ C h—k OS hi 0 KENERR On_ ge k ak + N (5) 
Endlich ist unter den symmetrischen Funktionen der »/#®% Ordnung, 
welche aus dem letzten Gliede hervorgehen, jene 





kl gel hi k yk nk (rk yk k 
070508... 0 ara 0 Os 2 Or (6) 


von der höchsten Qlasse. 


Denkt man sich nun alle aus den einzelnen Faktoren des Produktes 
P hervorgehenden Reihen symmetrischer Funktionen wirklich multiplieirt, 
so wird dieses aus einem Aggregate sym. Funktionen bestehen, welche 
sämmtlich von der Ordnung: 


a = he 
+n— 2) (h—kM)+tnk=atb+c+d+te+t....+h+k=r 
und verschiedenen Olassen sein werden; die sym. Funktion der höchsten 
Classe des Produktes muss offenbar durch die Multiplikation der sym. 
Funktionen höchster Classe der Faktoren entstehen; wir erhalten sie 
daher, wenn wir die Ausdrücke (3),(4),...(5),.(6) mit einander multi- 
pliciren ; und da jede sym. Funktion durch irgend eines ihrer Glieder 
gegeben ist, so erhalten wir durch Multiplikation der ersten Glieder 
der genannten Ausdrücke: | 


ya gyd (rc rd Ih yk 
0 4% res Mi C 


für das 1° Glied der sym. Funktion der höchsten Classe des Produktes, 
welche demnach keine andere, als die gesuchte Funktion U ist. Bezeichnen 
wir daher die Summen aller übrigen sym. Funktionen der niedrigeren 
Classen des Produktes mit S, so ist P= U + $, woraus 
U=P—S 

folgt; hiedurch ist zunächst erwiesen, dass jede ganze riationale 
sym. Funktion der Wurzeln der Gl. (1) ausgedrückt wer- 
den kann durch eine gewisse Anzahl von Anfangscoef- 


fieienten der Gleichung und symmetrische Funktiggen 
derselben Ordnung aber niedrigerer Olassen. 











u ar ARTE A 1 äng-) DAr ee en Fe au un Z RA a Da u U EV ı PC Be a Fa BF en Yan re 2 
N . BEER EARCHTES) en FIRE En) Pa Br an ER ae x rt er De r ö f 
FE GE EN, f Er ES AND k 4 


ee: 
R Er 
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Hebt man nun aus dem Aggregate sym. Funktionen $ jene der 
höchsten Classe heraus, so kann diese abermals durch Anfangscoeffi- 
cienten der Gleichung und sym. Funktionen derselben Ordnung aber 
niedrigerer Classen ausgedrückt werden und man sieht leicht ein, dass 
man, auf diese Weise fortfahrend, endlich U durch eine gewisse Anzalıl 
Anfangscoeffieienten der Gleichung und sym. Funktionen der niedrigsten 
Classe ausgedrückt haben wird, welche letzteren aber nichts anderes als 
die Coefficienten selbst sind. Hiemit ist aber der aufgestellte Lehrsatz 
erwiesen. 


Der Gang dieses Beweises lässt sich leicht an beliebig gewählten 
Beispielen verfolgen. Man bilde z. B. die durch das Symbol [2, 1] 
dargestellte sym. Funktion der Wurzeln &,, @&,...« der Gl. (1). 
Bez ebir eed. :»—k—=0:n==25 wir haben ‚daher 
das Produkt P=(— A, )?1(4,)'° zu entwickelu. Es ist aber: 


—4).4,=,+% +%,+..4+0)(,0, +00, +... + 00, +...) 
= 1, ea, hr... +02 +.. 
+ uoa0 +. 


Man übersieht auf der Stelle, dass in diesem;Produkte keine anderen 


Glieder vorkommen können, als solche von der Form «? «, und«, «, @, 


‚und zwar jedes Glied der 1°" Form nur einmal, jedes der letzteren 


dreimal; da nun die Summe aller Glieder von der Form: «? «, nichts 


“anderes ist als die Funktion [2, 1], die Summe’der Glieder von der 


Form: &, @, «, aber die sym. Funktion [1, 1, 1] bildet, so ist: 
ARENA EEE 
tolslich, da fl, 1,11 = — A, ist: 
[2, 1]= 34, — 4,4,. 
-21es Beispiel. Man suche den Werth von [4]. d. i. der Summe 

der 4'e" Potenzen der Wurzeln. Wir haben: 

Ne N ee RR a 
somit das Produkt P= (-- A,)! zu entwickeln. 

re Po es Zee Le le EL An RE 

je +02 +02+...+% 5 
Er 20.4, #208 7... 20,0. | 


Ohne die weitere Potenzirung vorzunehmen, lehrt eine leichte 
Ueberlegung, dass man erhält: 
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Glieder von der Form «a? jedes I mal 
£ SE E 3.>: Re 
RE t 
i ERS S 2u2 RT 
01705 b 
k % 3 = 2 & u 
Ä 070,0, 12 
- Tr alle 0, Aa OH 


‚somit: 

-AM—f[4]+4B8,1]+4+6[2, 2) + 128, 1, 11 Po De 
woraus: | 

[4] = 44° 413,1] — 612,2] 1279, 1 1] 2a 
folgt. Auf dieselbe Weise findet man der Reihe nach aus den Produkten: 
A, "A,, (A, Y"43=43, Er 4,)43(—-A,)=(—A,)(—4;): 

[3,1] = 474, *- 2[2,2|—5[2:1, 1] Je To 
2,2J3= 42 23a 1,1) 6 Lo 
BELA AB, 
endlich ist |1, 1, 1, 1]= A,; somit hat man nach successiver Sub- 
stitution: 
[4] = 44 -- 4424, + 242 + 44,4, — 44.. 


102. Aus dem Gange des Beweises im vorhergehenden $. erhellt, 
dass in dem Ausdruck einer sym. Funktion U der rt" Ordnung nicht 
mehr als die ersten ” Üoefficienten der Gleichung: A,. A,,... A, ein- 


gehen können, da die folgenden A,;,...bis A„ schon sym. Funktionen 


höherer Ordnungen sind. 

Hieraus folgt, dass, wenn zwei Gleichungen von glei- 
chem oder verschiedenem Grade dierersten Üovefficien- 
ten gleich haben, alle möglichen sym. Funktionen der 
Wurzeln von der 1°" biseinschliesslich zur r!® Ordnung 
für beide Gleichungen einerlei Werth haben. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die Summen gleichnamiger Po- 
tenzen der Wurzeln mit ganzem Exponenten (Potenzsummen), 
welche durch die Symbole [1], [2], [3], u. s. w. bezeichnet sind. 

Jede beliebige sym. Funktion der Wurzeln lässtsich 
durch blosse Potenzsummen derselben ausdrücken, 


Denn sei U=[a, b, c, d,...h, k] eine beliebige sym. Funktion 


der rt Ordnung, somit «db +c+...+k=r und n die Anzahl 
der Exponenten in der Klammer, so besteht dieselbe aus Gliedern von 
der Form: 


OL SE HOLE U 


Aa? a Ih nn j Ma En 5’ 








bilden wir aber das Produkt: 
P = [a] [p] [el .. . In] [A], 


wo 
Ele a. O0, 
Bet, ++. +% 
[ee 00 205.4 0 ee 
u. 8. W., 
so werden, wie leicht einzusehen, in dem Produkte die Glieder 
an = 0% und as as De Me 
somit auch die entsprechenden sym. Funktionen vorkommen, so dass 
wir die Gleichung haben: | 
euer ehe Fl + ler db,cd...%-.k) + 8, 
woraus folgt: 
ech, kl [al [b] Tel. - [RE [A — Ir) — SS, 
wo S ein Aggregat von anderen sym. Funktionen derselben Ordnung 
ist, auf welche nun dasselbe Verfahren wieder angewendet werden kann. 


Beispiel. Es ist die Funktion [5, 2, 1] durch Potenzsummen 
auszudrücken. Zu diesem Zwecke entwickeln wir das Produkt: 
Betreten ++.) 

00%, 70702 + 0803 +. aa, + - . ES. W., 
und haben somit, da Glieder einer anderen Form nicht entstehen können, 
jedes Glied von der Form «? «3 aber sich zweimal bildet: 

37 2] MJ= [61 + [5 1] + A 2] + 293, 3] #3 2, 1], 

- woraus: 

Be [3] 72] 1) = 16, —[5, 1 [Ar 2] — 213,3] (m) 

folgt. Ferner ist: | 


INS ++.) ++. Jette, t... 


=[6+5,1, 

somit: [5, 1] = [5] [1] — [6]; 

MP + ra +.. Ne Ha +ad+. )=at total +... 
—[6] +14, 2], 


„somit: [4, 2] = [4] [2] — [6]; 
Dar («3 +03 +03 Ne + 20303 + — 
—= [6] + 213, 3], 


‚somit: 2[3, 3] = [3] [3] — [6]; 





ERNEUT ROT 


PaE PETE TE -U 
FR PURSER Fa 





a re 
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folglich, wenn man in (m) substituirt : 

[3 2, 11= [3] 12] 111 — 15] [1 = FH 2] — [3]? + 2[6]. 

Der folgende $. wird uns die Mittel liefern, die Potenz-Summen 
der Wurzeln mit Leichtigkeit zu berechnen. 


103. Multiplieiren wir die Gleichung: 

A," + Aa + A,2r 5 Anse EA  D 
deren Wurzeln @,, &y, Q,,...&m sein mögen, mit x", so erhalten wir: 
Ay at" + A, ar TI EA, ar 2 2 An en 

Die Wurzeln dieser Gleichung werden dieselben ‚sein, wie jene der 
Gl. (1); durch Substitution derselben in (2) erhalten wir daher die 
identischen Gleichungen : | 
A, A Aa" T14A, ag +..4+ An-ıa Tr And: u 
N — AUT mir A, MET N Ama ee x 


A, HA TH An IT. Amann 

durch deren Addition sich folgende Gleichung ergibt: 

Am +r) + Alm +#+r—1]+4,|m +r—2]+..+Anmalr+1]+ 
+ Anl] =d, (N 

welche sofort in rekurrirender Form die sym. Funktion [m + r], d 

die Summe der (m + r)'*" Potenzen der Wurzeln darbietet, wenn die 

Werthe der niedrigeren Potenzsummen bis zur rt" herunter gegeben sind. 

Setzt man in (Il) r ‚so erhält man, da 
a + «a 1.02 Te 


ist: 





A, [m] + A, m — 1] + A, [m — 2] + A, Im Zoe 
+ Anu-ı[l] + mA. =°. (0) 
Diese Gleichung liefert [m], d. i. die Summe der m!°" Potenzen 
der Wurzeln der Gl. (1) vom m‘®" Grade, wenn die niedrigeren Potenz- 
summen gegeben sind, so dass es also nur noch auf diese ankommt. 
Setzt man nun in (II) der Reihe nach m =2, 3, 4,... so erge- 
ben sich Ausdrücke, welche der Reihe nach die Summen der 2ten, Zteu, 
aten .,. Potenzen der Wurzeln von Gleichungen beziehungsweise des 
gien ten qien, .. Grades darstellen, deren Coefficienten, vom ersten 
angefangen, der Reihe nach mit jenen der Gl. (1) übereinstimmen, 
welche Ausdrücke aber nach dem im Eingange des vorigen $. Gesagten 
auch allgemein für die Gl. (1) gelten müssen. Substituiren wir also in 
(II) der Reihe nach 1, 2, 3, 4,... m statt m, so erhalten wir: ER 









Al1+4—=0, 

4[2]+4111+24,—0, | 
Al3l+A[2]+4,[11+34,—=0, cam 
Alfa] + 4, [3] +4,121+ A, [1] +44, =0, 


U. 8, -W 
A,[m]) + 4A, [m — 1] +4, [m —2]) +... + An [1] + mAn=0, | 
aus welchen Gleichungen die Funktionen [1], [2], [3] u. s. w. succes- 
sive berechnet werden können. An die letzte derselben schliesst sich 
unmittelbar die Gl. (I) an, wenn in derselben für » der Reihe nach 
die Zahlen 1, 2, 3,... gesetzt werden. Die Formeln (III) sind unter 
dem Namen des Newton’schen Satzes bekannt. 


.104. Lassen wir die Coefficienten der Gleichung: 
TI AEr 2 E Amcız EAm—=0. A) 


in umgekehrter Ordnung aufeinander folgen, so sind nach $. 99 die 
Wurzeln der neuen Gleichung: 


Ana" in Am am 1 “er Ama > nn RK ch A, L Ar a, —=0 (2) 
die reeiproken Werthe der Wurzeln der Gl. (1), d 


1 1 1 1 
’ a RE ’ ST 3) 
0.00 buy 
oder auch: 
se & 1 
2 2 0 iR 0, ı Cm r 


Wendet man daher die Formeln des vorigen $. auf die Gl. (2) an, so 
. geben dieselben unmittelbar die Summen der reciproken Potenzen, 
oder der Potenzen mit negativen ganzen Exponenten der 
Wurzeln der Gl. ei Bezeichnet man diese daher mit: 


Bu=- Nu ee 5 +l-a+gto-+ 





Om 
e+ Sara ln + a, 
4 3 5 
iaaa: 1. as a: en. aa an ER re er ar ar ar U,“ Ar 
2 m 


12 En BE Ss. W., 
so chen die Formeln I und (I) in folgende über: 
An Ver 1] > 2 N TE (Mr 
BE I— 2] + Aarkr [— 1] + 2 Am ee, Ö, 
Am = 3] + Anz = 2] <b An l— 1] + 3 Am = 0, 


UeeSs WW. 
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Am [— m] + Am-ı [— (m — DE + Ana I m 2) + 
+4 14m =0, 
Am | (mr r)] Ara (m N . (m Rar2l tr 
+...+4- 6 ++ Ale r=0, Ä 
welche zur Berechnung der Werthe der Summen der reeiproken Poten- 
zen der Wurzeln der Gl. (1) dienen. 


V. AUFLÖSUNG DER ALLGEMEINEN GLEICHUNGEN DES DRITTEN UND VIERTEN GRADES, 
DER RECIPROKEN UND BINOMISCHEN GLEICHUNGEN. 


105. Unter allgemeinen Gleichungen verstehen wir solche, deren 
Coeffieienten A,, A,,... Am allgemeine, durch Buchstaben vorgestellte 
Zahlengrössen sind. Die Wurzeln derselben sind rothwendig Funktionen 
der Öoefficienten und es besteht das Problem der Auflösung einer solchen 
Gleichung in der Herstellung eines geschlossenen Ausdruckes von der 
Form: 

er NA As, Aa, u An)s 

welcher jede der m Wurzeln aus den Coefficienten finden lässt. Da man 
aber im Allgemeinen nicht angeben kann, welche von den m Wurzeln 
man haben will, so muss obiger Ausdruck nothwendig die Eigenschaft. 
haben, sämmtliche Wurzeln zu liefern, wozu erfordert wird, dass dieser 
Ausdruck m verschiedener Werthe fähig sei. Ein Beispiel hiezu gibt 
uns die schon aus den Elementen bekannte Gleichung des 2ten Grades: 
x? + 4A,x + 4A, =0, für welche man: 


findet, ein Ausdruck, welcher, da jede Quadratwurzel sowohl positiv 
als negativ genommen werden kann, sofort beide Wurzeln der Gleichung 
darbietet. Solche Wurzelformen lassen sich jedoch, nach Ruffini’s 
und Abel’s Untersuchungen, nur noch für allgemeine Gleichungen des 
zten und 4ten Grades aufstellen; allgemeine Gleichungen, welche den 
4'en Grad übersteigen, gestatten nur in besonderen Fällen eine weitere 
Behandlung, wo schon aus dem Baue der Gleichung ein Schluss auf 
die Natur der Wurzeln gezogen werden kann, wie z. B. bei den reci- 
proken, binomischen, trinomischen und einigen anderen Gleichungen. 


* 


a) Gleichungen des dritten Grades. 


106. Jede Gleichung vom dritten Grade (cubische Gl.) hat, 
gehörig geordnet, die Form; 











Ber ae AN. 0 (1) 
und lässt sich durch Wegschaffung des zweiten Gliedes, indem man: 


eh Mena 
setzt, auf die Form: 

”+ry+g=0 (2) 
bringen; die Wurzeln dieser Gleichung, jede um 4A, vermindert, sind 
sofort die Wurzeln der Gl. (1). 

Um die Gl. (2) aufzulösen, setzen wir y=u-v, wo u und ® 
noch unbestimmte Grössen bedeuten. Man hat nun: 
y— u? + 3u®r + 3m? + 0’ — dw (u tv) + u? + 0, 


oder, wenn man statt « + v wieder y schreibt: 


y>.— 3uvy — (u? + v?)—=0, (3) 
eine Gleichung, welche mit (2) von gleicher Form und von welcher 
eine Wurzel —= u + » bekannt ist. Bestimmen wir nun, was immer 


‚möglich, die Grössen « und v so, dass (3) mit (2) identisch wird, 
haben wir hiemit auch eine Wurzel der Gl. (2). Zu diesem Zwecke 
setzen wir: 

Zur —=—py, uw +V’— —g; 
aus der ersten dieser Gleichungen folgt ? — — a welcher Werth in die 


zweite substituirt, die Gleichung: 
p° 


6 3 ars 
73 MW? — — —=0 } 
4 97 


liefert. Diese Gleichung vom 6'°" Grade lässt sich aber nach Art der 
quadratischen Gleichungen auflösen und gibt zunächst: 





4 27 
_ woraus: 
2 3 
Br Vo, 88 
„my matygtrge 


folgt. Substituirt man ferner diesen Werth von « in die Gleichung 
= —q-—- u’, so kommt: 


3 2 
BEER ee A #V2 VE q’ =r 


Es ist daher mit Rücksicht auf die ai y=u-tv: 


ar V-4 7 Vet: AurY, E re x u TEE 
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eine Wurzel der Gl. (2), wo wir von den doppelten Zeichen nur die 
oberen beibehalten haben, da die unteren dasselbe Resultat geben. 
Dieser Ausdruck, welcher unter dem Namen der Cardan’schen For- 
mel bekannt ist, liefert aber in Folge der Vieldeutigkeit der darin 
enthaltenen Cubikwurzeln saämmtliche drei Wurzeln der Gl. (2), 
wie sogleich gezeigt werden soll. Setzt man: 


2a na 
-24y2 + =4 0 Ve 
so hat man y —= VA - VB. Nun ist aber, wenn man Kürze halber 
2 ISIS 3 N at V—3 e 


IS folglich 5 = 





3 3 
setzt, und die arithmetischen Werthe von YA und YB mit a und b 
bezeichnet, bekanntlich |. 54 und 55]: 


3 3 

yA— Ad, VER =D: 
= 00; = ab, 
== (a, =. 0b, 


3, 3 
so dass sich also durch Combination dieser Werthe von YA und yB 
neun Werthe für % ergeben, von welchen jedoch nur jene Wurzeln der 


Gl. (2) sind, für welche das Produkt vv = yA.YB reell wird, wie 
es obige Gleichung 3u® = —p verlangt. Berücksichtiget man daher, dass 


«@ und @* imaginär sind, @® == — 1 aber reell, so erhält man für die 
drei Wurzeln der Gl. (2) folgende Werthe: 


y=a-+tb; y, —=ca-+ «®b; y, = oa + ob.‘ (65) 





107. Um die Beschaffenheit dieser drei Wurzeln kennen zu lernen, 
müssen wir drei Fälle unterscheide#. 
p’ N 
27 
a und b reelle Grössen; die Gl. (2) hat daher, wie aus (5) zu ersehen, 
in diesem ae eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln. 


1) Ist +: > 0 also positiv, so sind A und D, also auch 


93 ERRER 

2) Ist I LE +50, so wird A=B=-—3g, a=b—=-—-Y4g, 

somit: | 
v=-2Ve 2 an le 


in diesem Falle sind daher alle drei Wurzeln reell und zwei davon 
einander gleich, deren Zeichen mit dem Zeichen von g übereinstimmt, 
und jenem der dritten Wurzel entgegengesetzt ist. 














ef 
g? 2 
3) Ist ;8 + an <. 0, also negativ, so werden A und B, somit 


auch a und 5b imaginär und es erscheinen daher sämmtliche Wurzeln 
unter imaginärer Form; da jedoch die Gleichung, weil von ungerader 
Ordnung, eine reelle Wurzel haben muss, so müssen sich wenigstens in 
einer der Wurzeln die imaginären Bestandtheile aufheben ; es lässt sich 
aber leicht zeigen, dass in diesem Falle alle drei Wurzeln reell sind. 


Es sei nämlich 4, =w die in diesem Falle nothwendig existirende 
eine reelle Wurzel, so ist die Gl. (2) durch y — w theilbar und der 
Quotient — 0 gesetzt, liefert die zwei anderen Wurzeln. Man erhält 
aber als Quotienten y„’ + yw—+p-+ w*, und somit aus der Gleichung: 


„2 ty pr w=0: 











»=— zw + V—W’—p »=— jw—V— lw'—p, 
oder, wenn man Kürze halber — 3w? — p—=k setzt: 
Y,=— 3 Ww + vVk, Y, = — zw — vk, 


wo sich nun leicht zeigen lässt, dass k eine positive Grösse ist und 
daher auch diese beiden Wurzeln reell sind. Denn da :w eine Wurzel 
der Gl. (2) ist, so hat man w® + pw + q=0, woraus g—= — w? — pw, 
oder, weil 9» — — 3w” — k ist, g = — 4w? + wk folgt. Mit diesen 
beiden Werthen von p und q wird nun: 
q° yy, YES 27. Ra ET HRUETSE 
1 el wi — $w + Sk l— — 2 klyw gkl? 


Hieraus folgt, dass, da der Faktor [3 w° — 5kt” wesentlich positiv 


> D} 
2 : ; „ q" R° 
ist, das Zeichen von %k jenem der Grösse 1 + Se 
4 27 


entgegengesetzt und 


folglich positiv ist, wenn, wie im jetzigen Falle, die Grösse © - + 5 


einen negativen Werth hat. 


Es sind also alle drei Wurzeln reell und die Cardan’sche Formel, 
welche sie in imaginärer Form gibt, wird in diesem Falle (dem casus 
irreducibilis der älteren Algebraisten) zur Berechnung derselben 
unbrauchbar. Selbst im ersten Falle ist ihre Anwendung zur Berechnung 
der reellen Wurzel, der mühsamen Wurzelausziehungen wegen, höchst 
unbequem. Durch Einführung von trigonometrischen Funktionen lässt 
sich derselben eine zur Rechnung bequemere Gestalt geben, wobei wir 
nur den 1% und 3te" Fall zu betrachten haben, weil im 2'°° die Wurzeln 
schon unter sehr einfacher Form erscheinen. Da, wie leicht einzusehen, 


bei positivem p immer der erste Fall, bei negativem aber der 1° oder 
Henne, Höh. Mathematik, T. 3. Aufl. 12 
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3t° Platz greift, je nachdem der Yallenwerth von m oder = st, Bi 
so wollen wir im Folgenden nach dem Zeichen von p Be 


108. I. p ER en wir den Ausdruck (4) auf gie Form: 





ler he. ler © x 


4 
“ —, jedes positiven Werthes DE ist: 


und setzen wir, da die Grösse — 57 
q 


4. 9»? 
21 0° 





ee: 2 Fe: /»® | - 

— tgp2, also «| - BEN 

so erhalten wir aus (6), wenn wir zugleich für 3 den aus (7) folgen- 
| 7/9 | RER 

den Werth: cotg V 5 einführen und beachten, dass yı +tgp?—= 


ist: 





secY = 


COS o 





somit, wenn wir noch: 2 


Veerp=tgu (Be 

setzen: | | 
: 2 2 RER By! 

Sy E V — cotg u = V? Bee ee ae 

3 sind cosw > : Er 

ve 3 "sin2ıp ee 

j ® .! 

d. 1 : R 
| ee 

TER 9 p Ä : A 

ker ee | (9) Be 

Hat man daher aus (7) und (8) die beiden Hilfswinkel und 1) RT 


berechnet, welche immer im ersten Quadranten genommen werden, positiv ERS: 
oder negativ, je nachdem g positiv oder negativ ist, so findet man ii 
aus (9) die reelle Wurzel der Gl. (2); die zwei anderen sind in diesem 
Falle imaginär, und da jetzt: EN 


0, ve ee a = V% eote 









ist, so findet man für dieselben nach Gl. (5) die Werthe: 


ji ES 
y| 9 [cotg2ıW + cosec dv V a 
Sven 39 ax n cosec 2W 27% Ken 


g? 


11.9 ER und +5 a: 


Die Gl. (2) hat jetzt, wenn p den Zahlenwerth des Coefficienten 
von % bezeichnet, die Form: 


y”—p»y+q4=0, 














und es ist: 
{ ; 
USE m % 4.29 V 2 
— NEE era bee 
ı er vi 279 ar aD 272 
q ap“ EI E > i 
aus der Relation Fe 2 0 folgt aber Pr 1; setzen wir also: 
4 p3 2 1/P? 
2 — sing’, also sing — ; V ER | (10) 


wo der Bogen p im ersten Quadranten genommen wird und das Zeichen 


von g erhält, so wird, wenn wir noch für > den aus (10) folgenden Werth: 


1 / p? 
sin p 2 
einführen: 


vr i ut e 5 i N 

a Ve 1 — cosp 1-+eospl _ 
zul VET sin p u” sin = 
See Ir Yooret 

Vz[ra2 a reeie | 


wv — Vigo, ah 


Setzt man noch: 


so kommt: 


. v2 egal -F eote u] — — v2 Ei w® + cos 1 





sın W cos ı 


4 ERS | | Y, —= — 2 cosec 21 IE (12) 


Für die beiden imaginären Wurzeln findet man: 






‘a V Zteosee2u + cots2u V-1= 39 + Vr.ootg2wV-ı. 
; % : N E 


123 


Hi 
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III. Sei endlich x negativ und 3 a - Ba ‚ welche Annahme 


dem irreduciblen Falle entspricht; lassen wir p den Zahlenwerth 
des Coefficienten der ersten Potenz von y in Gl. (2) sein, wodurch 
dieselbe wie in II. die Form: 

pP 
erhält, so können wir den Ausdruck w auf die Form bringen: 





en 





7% 


3 ,— - 
7 rg | /» E 
Mir Va Ei V: pP une: 2 97 3 1. 


2 











27 


ad 


q 
Dasetzb- - Re I, so setze man: 


27 27 
ar f = cos”, also cos ul. | (13) 


»® 2 


3 
wodurch COS p De wird, und der Ausdruck von % in folgenden : 


y—=-— V. (cosp — Y-—- 1sin 3 _ v: (eosp + V-1 sin p)® | 
i oO 


übergeht. Wendet man hierauf die Moivre’sche Binomialformel an 
[$: 52. Gl. 3], so kommt: 


yo y2 [00314 era bet A + Zr ”)| 


ie |e0s3(% + 2ra) + V—1sini(g + |. 


d. i. nach Aufhebung der imaginären Glieder: 


yet V: cos4+(p + 2rar), 


wo r eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Man erhält aber sämmtliche 

verschiedene Werthe, deren dieser Ausdruck fähig ist, wenn man für 
7:0, + 1, — 1 substituirt, und hat daher für die drei Wurzeln der 

Gleichung folgende Werthe: | 


9 
Ve 2 he cos E 


y, 2? cu? er 1200) 2/2 cos (2 50B)% 
y——2 he cs (R, 5 120%) a V: cos (F + oo"), 


welche demnach, wie schon oben gezeigt wurde, sämmtlich reell sind. 
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Beispiele. 1. Die gegebene Gleichung sei: „+ 2y— 5 ==0, 5 


so ist y—=+-2 also positiv und die Rechnung steht nach den Formeln 
(7), (8), (9) in I. so: 


log » = 0,30 10300 Zur Berechnung der imaginären Wur- 
log 3 = 0.477142 175 zeln hat man: 
log 39 — 9,8239087 


Ei | log p = 0,3010300 
log Yip = 9,9119543 log Yp — 0,1505 150 


| log2 = 0.3010300 log eosec 21" —= 0,1102648 n 
Cpl. logg —= 9.3010300 u log y.p cosec 2ıb —= 0,2607798 n 








log tg p = 9,3379230 n somit nach (9*): 
EHE 90 ı7' nt og 
. = 2 x Bi A —.0,664134 + 1,822971V — 1 
_ logtg$gQ = 9,0318351 
log tg W = 9,6772784 
er 95096%7157,47 
2) — — 50 52 30,94 





lg cotg 2 — 9,9103016 n 
log Vi» = 9.9119543 
log 2 = 0,3010300 





| ey — 0,1232859 n 


y, = + 1,328269 


2) Es sei die Gleichung: x? — 42? — 2x +40 gegeben; setzt 
man, um das 21° Glied wegzuschaffen, <= y + %, so erhält man als 


_ transformirte Gleichung: 


_ da der Coefficient von y negativ, und 


| | 2— (2) nel) 
AN a Nor) >97 9, 


so findet hier der dritte Fall statt und die Rechnung ist folgende: 
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log 4p — 0,3881802 log 2 Vi» = 0,4951201 E 
log V4p = 0,1940901 log cost = A89157655 
log (V4p)3 = 0,5822703 log cos (49 — 60°) = 9,9696387 3 
log }g —= 0,231394) n log cos (4 + 60°) = 9.1858484 n "1 

1o& cos p — 9,6491237 n log (— 9,) = 0,3866966 
P= 116°28'24'',44 logy, —= 0,4647588 | 
ip. 38.49.2815 log y, = 9,6809685 n E 
io — 60°—=— 21 10 31, 85 Be 
Io. 60° —' ,,98.49 2815 ; 
Y, = -.2,486108 endlich wegen 2 are 02T TE 
9, = + 2,915807 2—=y+4#: % — + 4,249140 } 
UT 3 


— .0,479699 2: UV SBDnIn 


b) Gleichungen des vierten Grades. N 


ra : 

109. Zum Behufe der Auflösung der Gleichung des vierten Grades: i 

+ +a® +b? cc + d=0O Sr 

schaffe man zuerst mittelst der Substitution x = y — ja das zweite 3 
Glied weg, wodurch man eine Gleichung von der Form: | # 
ty +rytr=0 (1) : 

erhält, deren Wurzeln, um 44 vermindert, die Wurzeln obiger Gleichung 2 
geben. Man setze nun nach Euler’s Vorgange: a 
y—t+u+o, | 23 Wr 

so wird „=t1?+ u? +0? +2 AL + tv + uv), und wenn man nochmals Re ; 
Sa 2 
; 


— ?+wW+ vv? +4? ++) (tv twtw + Bi er 
+ 4 (2?u? + 10? + uw?) + 8tw(t u o); = 

substituirt man diese Werthe von y° und y* in (1), so kommt: 
(+ u? + 02? + Mu + tv u?) Hp (? Hu? HVd)+r | FM 
+++) Holm ww) , == 0.(3) N 
+ (&tw+g)(t+u+to) | £ | 2 

Da die drei noch unbestimmten Grössen t, u, v erst an eine in (23 
ausgesprochene Bedingung gebunden sind, so ist es gestattet, deren 
noch zwei aufzustellen, wofür wir folgende: 

++) + p—=0, 


wählen, aus welchen Gleichungen sofort : 









Stuv +94 —= 0 


f 2 wi IN 
pe) nach Sc di ie u ar N 
I TE I SE ER | SE a 





le 
ge“ 
Pen air 


a a N 
x - 

2 
” 


j | 
hr ge m "Zi \ 
R ve 


I Mes 


> 
we 
in 


u ET 


LE ER NEN 
#r 


ER 
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un 


A BEN 


NEED 


a 









A .. 2 2 7 BR 1 r 
f+u eh, SE REN 
folgt; hiedurch geht (3) über in: 
p“ 114292 2,2 DEN p° / 
Fa +4 u + Pr’ + Wu) — — + r=0, 
woraus man: 
Bu? + tu? + u? = — z (6). 
findet. In Folge der Gleichungen (4), (5), (6) sind nun [$. 92] die 
Grössen #2, #?, v® die Wurzeln der cubischen Gleichung: 


| Basen 2 | 
D7: py"— 4 q Y 
„3 —_ ga. ng O0 7 
RE EBERT: U 7 
welche nach dem vorigen $. aufgelöst werden kann. Findet man 2,, 2,, 2, 


- als Wurzeln derselben, so ist: 
| Ve RE ee ER 
und somit: | | 
Versi Ver sd V2 tV2, 
Macht man nun alle möglichen Gombinationen der Zeichen, so 
erhält man folgende 8 Werthe für y: 


ee 1722 ee V2, a V2; Hd ap: V2, =E V2; 7 V23 
WS Vz, -r YV2; = V23 (8) y=Tt 122 ER V2; ur} V2; (9) 
AN: + V#+ —- V2+ Vz, = —- Va tt Va3—V% 
Fr VAHrVes— YV%: »%=—- Van VYaHt V%; 


welche zu je vieren in zwei Partien so zusammengestellt sind, dass das 
Produkt tuw in jeder Partie dasselbe Zeichen erhält, wie es die oben 
aufgestellte Bedingungsgleichung: 8 tu» = — g verlangt, welche zeigt, 
dass das Produkt fu» negativ sein muss, wenn in (1) q positiv ist, und 
umgekehrt. Das System (8) stellt daher die 4 Wurzeln der Gl. (1) dar, 
während das System (9) die Wurzeln der Gleichung: 


Er + Tyrr—0d 

enthält. Dass wir hier die Wurzeln dieser beiden Gleichungen zugleich 
erhalten, ‚hat darin seinen Grund, dass beiden Gleichungen dieselbe 
u 'redueirte Gleichung (7) zugehört, da diese nur das Quadrat von q 
Br enthält. -.. - 

Beispiel. Die gegebene Gleichung sei: 

win 2 na + 125° + 450° + 722 +40 =0. (a) 


P. 


ET EEE EB a BE N en se 
R = AN: EERN aey I NR a tr . 
PR Ar Eee . en DE ER ET AR er 


ya 


184 


Durch Wegschaffung des zweiten Gliedes, mittelst der Substitution: 
2 —=%y— 3 ergibt sich die Gleichung: 


My +ily—d—0; RN 
es ist also Pp—= —9, q= + 18, r= — 14, mit welchen Werthen die 
cubische Gleichung (7) (die sogenannte Resolvente) folgende wird: 

332? + We h=0. 


Schaffen wir aus dieser Gleichung, z2=&-+ 3 setzend, das zweite 
Glied weg, so erhalten wir: 


SHNE+N-O, 
eine Gleichung, welche, nach S. 1 I 

= heitVy-2 Sei Vz 
darbietet. Hiemit werden die Wurzeln der Resolvente: 

4ı=rh 3, =] +V— 2, 3, —41 — V— 2, 
und mit diesen die Wurzeln der Gl. (db) (nach dem Schema (8), weil 
q positiv ist): 











ee a. 


Veen 
vv Hr Vor Vralae 
y=+1+V1+V-2-V}=V22. 

Diese Werthe, um 3 vermindert, sind die Wurzeln der gegebenen 

Gleichung. Beachtet man noch, dass nach einem bekannten Satze der 

Algebra*) die hier erscheinende Wurzelgrösse: 





) \ 


’ 





S 
[533 














ae 


ist, so erhält man schliesslich als Wurzeln der @l. (a): 


wert 33V worden 


,=—4+2YV2, = —-2+y-1, 
z 110. Zu einer in mancher Beziehung etwas bequemeren numerischen 
Mechnung führt der schon von Cartesius eingeschlagene Weg, das 
Gleichungspolynom in zwei Faktoren des 2!" Grades zu zerlegen; es 
ergibt sich hiedurch folgende Auflösung, wobei wir der Darstellung 
Prof. Dr. J. Kolbe’s folgen. 
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Bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung: 
(= +aua + Ha +d=0 (1) 
mit: 
IE 
so ist: 
f)=(leH+r)a+rn)@+o)@+9)=d, 
oder: 


et tn)etrnn)a te +%)2+ 980]; (2) 
setzt man also: 

tn =s, nn =Pp, 9 +9 =10, 99, =, (3) 

so ist die Gl. (1) aufgelöst, sobald man s, p, 0, se kennt; denn es 


erübrigt sodann nur noch die Auflösung der beiden quadratischen 
Gleichungen: 


sep =0, "+roe+n=0, (4) 
von welchen die 1!° die beiden Wurzeln x, = — r,, % = — r,, die 
2» die Wurzeln x, — — 0,,%, = — eo, darbietet. 


Aus der Gl. (2) folgt aber: 
"++? +(co + +) +(a top)e+tpn —=d, 


und da diese Gleichung mit (1) identisch sein muss, so haben wir zur 
Ermittelung der Unbekannten s, 0, p, zu folgende vier Gleichungen : 


s+t0o=a (5) 
str tn=b (6) 
sw + 09 = c (7) 
ma id, (8) 


bei deren Auflösung wir uns von folgenden Bemerkungen leiten lassen: 


a) Gibt man einer beliebigen der vier Unbekannten s, p, 0, ır 
einen bestimmten Werth, so sind jedesmal die drei übrigen Unbekannten 
durch lineare Gleichungen eindeutig und vollkommen bestimmt. 


b) Da man die vier einfachen Wurzel-Faktoren von f(x) in sechs 
verschiedenen Ordnungen gruppiren kann, so-muss jede der vier Unbe- 
kannten für sich im Allgemeinen sechs verschiedener Werthe fähig 
sein; so hat z. B. p die sechs Werthe: 


Y,V Y,o 


ı!3 > 0,. 7,9 PU 


Bl ROTE 0; 
und jedem derselben entspricht je ein Werth von s, 0 und sr. 

c) Hingegen kommen dem Ausdrucke sa, den wir der Kürze 
wegen mit «% bezeichnen wollen, nur die drei folgenden Werthe: 


H+r)a +9), te) +) +8) + 9) 





zu, und eben so ist der Ausdruck p + zc, welcher mit © bezeichnet 
werden mag, nur nachstehender drei Werthe fähig: 
rt, 70,9, 19, 4 139; 1,9, + 139, | 
Gelingt es daher, die vier Gleichungen (5) bis (8) so zu verbinden, 
dass die resultirende Gleichung nur so = u oder nur p + ıı = v als 
Unbekannte enthält, so kann diese Gleichung nur vom 3te" Grade sein 
und daher aufgelöst werden. Mit jedem aus dieser Gleichung gezogenen 


Werthe von ı oder » erhalten wir sodann für jede Unbekannte zwei 
Werthe, mithin mit den drei Werthen von u oder v, wie sie eine cubi- 
sche Gleichung liefert, je sechs Werthe für jede Unbekannte. ; 
Setzen wir also zuerst sö — ut, so folgt aus den Gleichungen: 
pr tr =b— u,: sa +0p =:ee: 
s(b — u) — c e— 0b — u) 


a I en en 9 
? Ser N Ge 9) 








Ne man diese Werthe in (8) und beachtet, das s+0=a, 


(s—0)=(s-+ 0)’— 4s0 —=a”— 4u ist, so erhält man nach leichter 


Reduction die cubische Gleichung : 
u? — 2bu? + (b? + ac — dd)w+ (ad — abe + c?)—=0, (10) 
deren Auflösung drei Werthe von so = ı liefert. | 
Ist irgend einer derselben = u gefunden, so erhält man die beiden 
Grössen s und 0 aus den Gleichungen : 
5-0 — ar 0 Fe; 
—4%(a+ Va? — Au), o=lla — Ve? - — — 4u) (11) 
(oder umgekehrt), und die correspondirenden Werthe von p und zu aus 
den Glgn. (9). 


Setzen wir aber » + ev, so erhalten wir aus den Gleichungen: 


s+0o0=a, st 40p= ce: 
0P.— € C — An 








BE IE pp — 
welche Werthe in (6) substituirt, und mit Rücksicht, . dass 
(pP + as —- 4prıt — v? 4d ist, die cubische Gleichung: 





— bv? + (ac — Ad) v — (ad —Ad-+c))—=0 (IB) 


darbieten. Mit irgend einer der drei Wurzeln derselben findet man 
sodann die beiden Grössen »p und zc aus den Gleichungen: 
pP + 32: BR ei: 
p—=4(v + Vor Ad ma Vera 
(oder umgekehrt), und hiemit die correspondirenden Werthe von s und 0 
aus (12). 


a | a 


AUT 















Sind auf diese Weise mit Hilfe der einen oder andern der beiden 
eubischen Gleichungen die Grössen s, 0, p, zc bestimmt, so liefern die 
beiden quadratischen Gleichungen (4) sofort die Wurzeln der vorgelegten 
Gleichung (1). Es ist hiebei, wie schon bemerkt, gleichgiltig, welche 
von den drei Wurzeln der Gl. (10) oder (13) man wählen mag; um 
aber die Wurzeln der Gl. (1) sogleich in der einfachsten Form zu 
erhalten, wird man einen Werth von # oder ® wählen , der auf reelle 
Werthe von s. 0, p und ;r führt, welche, wie aus der Bedeutung dieser 
Grössen erhellt, nothwendig existiren müssen. Eine leichte Ueberlegung 
lehrt aber, dass, wenn die Gl. (10) oder (13) nur eine reelle Wurzel 
zulässt, diese Wurzel die reellen Werthe für s, 0, p, zu liefert ; kommen 
aber diesen Gleichungen drei reelle Wurzeln zu, so wird von den 
Wurzeln der Gl. (10). die kleinste, von jenen der Gl. (13) die 
grösste das Verlangte leisten. Nur wenn die Gl. (1) vier reelle Wurzeln 
besitzt, ist die Wahl offenbar gleichgiltig und führt jeder der drei 
reellen Werthe von « oder ?- zu reellen Werthen von s, 0, p und sr. 


Beispiel. Die gegebene Gleichung sei, wie im vorigen $.: 
x + 120° + 452° + 722 +40 = 0. 

Man findet: 
u —.90u? + 27294 — 27936 — 0, 


und hieraus, « = y + 30 setzend: 


y + 2I3y — 66 =0, 
welche Gleichung nur eine reelle Wurzel y = + 2 besitzt. Also hat 
auch die vorhergehende Gleichung nur die einzige reelle Wurzel u = 32, 
mit welchem Werthe aus (11): s=8, o—=4, sodann aus (9): yp—=8, 
z = 5 gefunden wird. Hiemit werden die Glgn. (4): 
+82 +8=0, +4 +5 =0, 
deren Auflösung die 4 Wurzeln der Gl. (1), nämlich: 
4292, u —=—2+ Kr 
Ber u Van ea Va 
liefert. Benützt man aber lieber die Gl. (13), so wird diese: 
v3 — 4502 + 7049 — 374 — 0, 
oder, mittelst der Substitution: o—=2-+ 15 vom 2!" Gliede befreit: 
2? + 292 +66 =0, 


| 





I 








welche Gleichung nur eine reelle Wurzel, 2== — 2 zulässt. Man hat 
also v» —= 13, und findet hiemit aus (14): p=8, nr —=5; aus (12) 
8, 0:— 4, wie ZUVör. 
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Wie man sieht, unterscheiden sich die beiden eubischen Gleichungen 
in 9 und .2 nur durch das Zeichen des letzten Gliedes + 66, welcher 
Umstand nicht zufällig ist. Um nämlich aus den Resolventen (10) und 
(13) das 2'° Glied wegzuschaffen, hat man in der ersteren w— 2b—y, 
in der letzteren: » — 4b=z zu setzen. Vermöge der Gl. (6) ist 
aber: so-p +r=b,.d i. uv+v=b, also u 3 —— w— 3b) 
oder y„=—z, so dass also die Wurzeln der beiden Gleichungen, welche 
aus den zwei Resolventen durch Wesgschaffung des zweiten Gliedes entstehen, 
sich nur im Zeichen unterscheiden, daher auch diese Gleichungen selbst 
nur im Zeichen des letzten Gliedes verschieden sein können. 

Aus den Glen. (3) geht ferner hervor, dass eine blosse Aenderung 
der Zeichen der Wurzeln der Gl. (1) die Glgn. (10) und (13) nicht berührt. 

Endlich findet man leicht, dass, wenn man die durch Wegschaffung 
des 2te" Gliedes aus der Euler’schen Resolvente |$. 109, Gl. (7)] 
entstehende Gleichung in eine andere transformirt, deren Wurzeln 'vier- 
mal grösser sind, die so erhaltene Gleichung identisch ist mit jener, 
welche aus (13) durch Befreiung vom 2t°" Gliede hervorgeht. 


c) Reciproke Gleichungen. 


111. Gleichungen von der Form: | 

mt Arm A,m2r.. +4, +4: +ı=0, 0 
in welchen das letzte Glied dem Coefticienten des ersten Gliedes gleich 
ist und je zwei vom ersten und letzten gleichweit abstehende Glieder 
gleiche Coefficienten haben, heissen reciproke Gleichungen. Sie haben 
die Eigenschaft, dass, wenn « eine Wurzel derselben ist, auch der 


1 2 
reciproke Werth — eine Wurzel der Gleichung darstellt. Denn setzt man 
0 | 


in (1) 2= a, so hat man identisch: 


or + AM + Aa"? +... +4, +Aa+1=0;R) 








1 .. ry\ ° “ 4 
substituirt man aber 2 = —, so erhält der erste Theil der Gleichung 
ir 
den Werth: 
ae 4, mr +4; ma mein a2 = pr 8 


oder, wenn man mit «* multiplieirt und dividirt: 


es (arm + A ar + Aa"? —-.:.+40? + Aa +1), 


aM 


welcher in Folge von (2) ebenfalls — 0 ist. 








A RR a N DE 2 
15 hy ws ? 
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Die Gleichung (1) verliert übrigens, wie leicht einzusehen , diese 
Eigenschaft nicht, wenn sämmtliche gleichnamige Coefficienten ent- 
gegengesetzte Zeichen haben, nur muss in diesem Falle, wenn sie von 
gerader Ordnung ist, das mittlere Glied fehlen, weil dasselbe sonst 
gleichzeitig positiv und negativ sein müsste, was ungereimt ist. 


Jede reciproke Gleichung von ungerader Ordnung hat die Wurzel 
— 1 oder + 1, je nachdem die gleichnamigen Coeffieienten mit gleichen 
oder entgegengesetzten Zeichen versehen sind. So haben die Gleichungen : 


2 + A&: 44,2? + A,e?® + Ace + 1=0 
und 

28 — A,2® + A,2? + Aa” — Axcx H1=0 
die Wurzel — 1; den Gleichungen: 

Br Az Ar An Acc 10 
und 

Are Are Ar A 10 


entspricht hingegen die Wurzel 4 1, wie man sich durch Substitution 
leicht überzeugt. Jede reciproke Gl. von ungerader Ordnung ist daher 
durch 241 oder x — 1 theilbar und setzt man den Quotienten — 0, 
so hat man eine neue Gleichung -von gerader Ordnung, welcher alle 
übrigen Wurzeln zukommen, die demnach wieder reciprok ist, und 
deren gleichnamige Coefficienten, wie man sich leicht überzeugt, gleiche 
Vorzeichen haben. 


Eben so findet man leicht, dass reeiproke Gleichungen gerader Ord- 
nung, deren gleichnamige Coefficienten entgegengesetztes Zeichen haben, 
die Wurzeln + 1 und -—— 1 besitzen, und dass sie, durch (=? — 1) 
dividirt, eine reciproke Gleichung gerader Ordnung mit gleich bezeichneten 
Gliedern geben. 


Da wir also jede reciproke Gl. von ungerader Ordnung durch 
Division mit &-+- 1 oder © —1, so wie jede reciproke Gleichung gerader 
Ordnung durch Division mit x? — 1 auf eine reciproke Gleichung gerader 
Ordnung, deren gleichnamige Coefficienten dasselbe Vorzeichen haben, 
zurückführen können, so haben wir uns nur mit letzteren zu beschäftigen. 
Sei demnach: 


gan A + A“ + ....+ Asa + Ar +1=0 (3) 
eine reciproke Gl. von gerader Ordnung, deren gleichnamige Coeffieienten 


gleiches Vorzeichen haben; dividirt man dieselbe durch x” und nimmt 
je zwei Glieder mit. gleichen Coefficienten zusammen, so erhält man: 
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1) Ten, (a + s) > An = O5 


























Man setze nun: Kae $ 
ae Gare 

x - 
‚so lassen sich alle Binome von der Form x TIER durch % rational aus- . 

drücken; denn es ist: BER, 

1. 1 1a \ 1 r+1 gr— | 2 

BARSER, WEN ER Ne ne: ee Ben grtı +: 

x folglich : ; 
1 De Fu BE 
get +1 + = Fan -(z +- =) a (« + Bi) “ | # = 
: 1 - E 
woraus zugleich erhellt, dass der Ausdruck von &" + — nach y vom 
rien Grade sein wird, da die Gl. (5) nach Yy vom. 1°ten Graderise Derzee A 
man in der letzten Gleichung der Reihe nah r—=1, 2, 3,...90 
erhält man: Le , 
5, 
für 7 — Lee 27 Rs 2 
- = 

In AtTeN DUTY TU k 
“ er ebtantd oe Way) — rer in Tanıes 


[24 
3 U. S. W. 


Entwickelt man also diese Binome bis zu jenem: 


und substituirt ihre Werthe in (4), so erhält man eine Gleichung vom r 
m*“" ,„ also halb so hohen Grade, als die gegebene Gl. (8) war. Lassen 
| sich die m Wurzeln derselben, %,, %5,---4m finden, so liefert für je 
> derselben die Gl. (5) zwei zu einander reciproke Werthe von x, nämlich: | 


94 Vyw—4 er. 
= #25 und £, = 5 
| v+V#— a 
. wodurch die 2m Wurzeln der Gl. (3); gegeben sind. 








An 


a E 





a a A eh ee 1 A 
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Man kann demnach reeiproke Gleichungen überhaupt bis zum gten 
Grade, und jene von gerader Ordnung, deren gleichnamige Coefficienten 
entgegengesetztes Zeichen haben, bis zum 10°" Grade allgemein auflösen. 


Beispiel. Es sei die reciproke Gl. vom 7ten Grade gegeben: 
at — a — ce +1=0; 


da die mit gleichen Coefficienten versehenen Glieder gleiche Zeichen 


haben, so ist — 1 eine Wurzel dieser Gleichung. Durch Division mit 
& + 1 erhält man: 
0 25° + 22° — 22” +20 — 2 10, (@) 


oder durch x? dividirt: 


(+3) 2(% )+2l@+ 2) 2=0, 


1 
woraus, wenn © + „—y gesetzt wird: 9? — 249? — y+2=0 folgt; 


dieser Gleichung entsprechen die Wurzeln: 


e ,—=--1 %» =+t1, ,=+2; 
mit welchen man aus (6) folgende 6 Wurzeln der Gl. («) erhält: 











—_1+y-3 a ge 907 
Bern ou ae, 
5 2 2 2 1 

en , Nun Se eu, I 
av At y—3 re 


d) Binomische Gleichungen. 


112. Jede Gleichung von der Form: 

en RN (1) 

heisst eine binomische Gleichung. Eine solche Gleichung lässt sich immer 

auf die einfachere: 

Bet) 

- bringen, indem man e—eVa setzt, daher wir uns nur mit dieser zu 

beschäftigen haben. Betrachten wir zuerst die Gleichung: 
en 10, (2) 


ID 


so hat man, weil aus derselben Ben 1 folgt, mit Rücksicht auf Gl. 7 
2.53, sofokt:; | 


2kıı er 
in (3) 
MT. m 
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welcher Ausdruck sämmtliche m Wurzeln der Gl. (2) darstellt, weni 


man darin statt % der Reihe nach die Werthe 0, 1, 2,3, ... bis =. 


m —|1 
oder ware setzt, je nachdem m gerade oder ungerade ist. Die a. a. 


O. entwickelten Ausdrücke (8) und (9) stellen diese Wurzeln in beiden 
Fällen dar. 


Die, zwei conjugirten Wurzeln der Gl. (2 ), wie: 











2kıt — 20, 2 2k, i 
ak 4. Var sr — je EN 


entsprechenden Wurzelfaktoren: 


2kat —— .: 2hrt 2kıt — ‚ak - 
RE OE V—-1sin Sr und Zee 4 Va-3 sin 
Mm Mm Mm 








geben, mit einander multiplieirt, das reelle Produkt: 
2kıı 
? — 2208 — +1, | (4) 
m 


aus welchem Ausdrucke sämmtliche quadratische Faktoren des Binoms 
z" — 1 hervorgehen, wenn man für k obige Werthe der Reihe nach 
setzt, wobei jedoch zu bemerken ist, dass für —=0, für welchen 
Werth (4) in 2? — 22 + 1=(2— 1)(2— 1) übergeht, der Faktor 21 
nur einmal zu setzen ist, weil die Wurzel + 1 der Gl. (2) nur einmal 


2k 
zukommt, da in (3) für k=0, sin ——0 wird. Aus demselben Grunde 


ist, wenn m gerade, aus dem für k — 5 aus (4) entstehenden Aus- 


drucke 2 +22 -H1=(2-+1)(2 er 1), der Faktor (2+1) nur einmal 
zu nehmen. Man hat daher: 


Für m gerade: 


za 1—=(e —-1)(e + 1) Dr eos” + 1)(e ? —. 22 008 HR 


UL [9 _ 298 608 n + 1). (6) | 9 


Für m ungerade: 


D) ER NGe dat 
gm. ] en In 1)(2? — 22 cos” — 1)(2?-— 22 c0S n cp 1) x se 


k m—i 
„X (2? — 22 cos At +1). 








ER ee Spa SER BERD- I N ae I Ba De aa N 
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i13. Eben so hat man für die Gleichung: 
ea + 105 (7) 


wenn man beachtet, dass aus derselben eEV—1 folgt, mit Rücksicht 
auf Gl. (11), $. 54, sogleich: 
k+1 er l 


a I EN | Me —— 1, (8) 
m 





BL) St 
wo für % der Reibe nach die Zahlen 0, 1, 2,... bis Er 1, oder — 


zu setzen sind, je nachdem m gerade oder ungerade ist. Die Ausdrücke 
(12) und (13), $. 54, stellen in beiden Fällen die m Wurzeln der 
Gl. (7) entwickelt dar*). 

Je zwei conjugirte Wurzelfaktoren liefern hier den reellen qua- 
dratischen Wurzelfaktor: 


1 
2? BE El in 


ce +1, 
und es ist daher für ein gerades m: 


em +1—=(2’— 22 008 +1) (2° 22 eos +1)(er ? 2200 H1)X.. 


4 m —1 
X (2? — 2200 — — +1), (9) 


und für ein ungerades m: z"+1= 
U ' 37U 576 
(2+1)(2°’— 22.008, + 1) (2?— 22 cos Sa +1)(2?°— 92cos- + PX 
9 m Mm 


ER 2 Bao" m +1). (10) 


m 

*) Will man den Werth von V+1 noch nicht als bekannt voraussetzen, 
so gelangt man zur Auflösung der Gleichungen zu +-1=0 auf folgende Weise. 
Man setze: 

e=r(cosp+ vV—1sin p), 

welche Form den unbekannten Wurzeln unserer Gleichung jedenfalls zu- 
kommen wird, und suche r und so zu bestimmen, dass dieser Werth von 
2 der gegebenen Gleichung Genüge leiste. Substituirt man denselben zu diesem 
Ende in die Gleichung: zum — 1=(, so erhält man: 


rm cos mp—1-+ V—1.rm sin mp—=(, 
welche Gleichung, da r von O verschieden sein muss, in folgende zwei zerfällt: 
rm comp —1l1=0...(«e), sin mp — 0...) 
Aus (£) folgt sogleich mp = hr; berücksichtiget man jedoch, dass in 


Folge der Gl. («) cosmp positiv sein muss, so kann my nur ein gerades 
Hera, Höh. Mathematik, I. 3. Aufl. 13 
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Aus den Wurzelformeln (3) und (8) der Gleichungen: Pl $% 


ersieht man, das je zwei conjugirte imaginäre Wurzeln zu einander 
i Y 2kat 
reciprok sind. Denn bezeichnet man Kürze halber den Bogen —— oder 


Mm. 
2k +1 — 3 — , 
AT, mit ©, so sind cos ae LE 1sin® und cos®% BR > 1 sin © 
Mm 
zwei conjugirte Wurzeln; es ist aber nach der Moivre’schen Formel: 


—— , 1 1 

DS (cos O+YV— 1sin O)-! cos 9 —V-—-1sin O8 

In der That erhält man auch reciproke Gleichungen, wenn man 

die Gleichungen : 2" — 1= 0 und 2" + 1==0 durch ihre reellen Wurzel- 
faktoren 2? — 1, oder 2 — 1, oder 2 +1 dividirt. 

Die Ergebnisse dieser beiden SS. lassen sich leicht auf die allgemeinere 








Gleichung (1) übertragen, indem man allenthalben 2 Ya an die Stelle 
von 2 setzt. | 

Auch sieht man sofort, dass die vorhergehenden Lehren die Mittel 
liefern, Gleichungen von der Form: 


zedm + az + bazm r ee + d u 0 
allgemein aufzulösen. 


4 


Vi. AUFLÖSUNG DER NUMERISCHEN GLEICHUNGEN. 


114. Sind die Coefficienten A,, A,, .. . Am einer Gleichung: 
fa at + AA H+ Ann SA (1) 


inbestimmten Zahlen gegeben, so heisst die Gleichung eine num e- 


rische oder Zahlengleichung. Das Problem der Auflösung dieser 


Gleichungen ist von jenem der Auflösung allgemeiner Gleichungen wesentlich 
verschieden. Bei letzteren ist man darauf angewiesen, Formeln zu suchen, 
welche die Wurzeln der Gleichung als Funktionen der Coefficienten 
geben; ist es aber gelungen, auf diesem Wege eine Wurzel zu finden, 
so sind damit auch alle gefunden; denn da wir kein Mittel- besitzen, 


Vielfaches von 7 sein; wir haben daher mp=2kr, und hiemit aus «), r=b 
somit: 





Ykrı ER 
z= 008 + vn Sin. ——, 


welcher Ausdruck sofort die m Wurzeln der Gl. zum — 1-0 darbietet, wenn 
man darin der Reihe nach m==0, 1, 2,...m—1 setzt und aus den in 8.53 
angeführten Gründen mit (3) übereinstimmt. — In gleicher Weise lässt sich. 
die Gl. zu -1=0 behandeln. = E 
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die verschiedenen Wurzeln einer solchen Gleichung zu individualisiren 
und der Analysis eine bestimmte Wurzel und gerade nur diese abzu- 
verlangen, so antwortet sie uns dadurch, dass sie in Einer Form 
alle Wurzeln gibt, wenn dies überhaupt mit Hilfe der bekannten 
Funktionen möglich ist. — Die Wurzeln von Zahlengleichungen hingegen 
sind wieder bestimmte reelle oder imaginäre Zahlen, und man ist, wie 
wir sehen werden, immer im Stande, dadurch, dass man jede Wurzel 
in beliebig enge Grenzen einschliesst, die Stellen in der natürlichen 
Zahlenreihe anzugeben, welche die verschiedenen Wurzeln einnehmen 
und auf diese Weise eine bestimmte Wurzel, die wir suchen wollen, 
zu bezeichnen. Dann bietet die Analysis aber auch mehr als ein Mittel 
dar, diese bestimmte Wurzel zu finden. Mit dieser wichtigen Aufgabe 
werden wir uns nun beschäftigen und dabei uns auf die Bestimmung 
der reellen Wurzeln beschränken, da die Berechnung der imaginären 
Wurzeln mehr ein bloss theoretisches als praktisches Interesse hat. 


115. Man kann immer voraussetzen, dass die Coefficienten der 
Gl. (1) rationale Zahlen sind; denn wären einige davon irrational, so 
müssen dieselben zum Behufe der Auflösung näherungsweise durch 
rationale Brüche ausgedrückt werden, was bekanntlich immer mit be- 
liebiger Genauigkeit möglich ist. Sind aber die Coefficienten rational, 
so kann man mittelst der in Ill. gelehrten Transformationen jede Gi. 
vom m'®® Grade auf die Form der obigen Gleichung (1) bringen, wobei 
sämmtliche Coefficienten ganze Zahlen sind und jener 
des ersten Gliedes=1 ist. 

Bei dieser Beschaffenheitder Gl. (1)könnendiereel- 
len Wurzeln derselben nur ganze oder irrationale Zah- 
len, nicht aber rationale Brüche sein. 

Denn wäre 2 = Fa eine Wurzel der Gl. (1), wo p und g ganze 


Zahlen bedeuten, welche keinen gemeinschaftlichen Faktor besitzen, so 


müsste: 
gigk nee 1 ERS: p Bi 
gu + RS + A, 2 + .ue.e + A q E= An — 16) 


-sein, d. h. wenn man mit qui multiplieirt: 
m 
a At Ana .. + 


+ An ıpg" 2 ar Amg—i Er Ö, 
was ungereimt ist, da ein Bruch gegen eine Summe ganzer Zahlen sich 


nicht aufheben kann. 
13* 
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116. Sind a und 5b zwei Zahlen, welche, in das Glei- 
chungspolynom f(x) substituirt, Resultate f(aJ)—=-+ A und 
f(b))=—B mit entgegengesetztem Zeichen erzeugen, So 
liegt zwischenaundbnothwendig wenigstenseine-reelle 
Wurzel der Gleichung f(x) 0. 

Denn da |[$. 91] f(x) eine stetige Funktion von x ist, so kann 
dieselbe, während = von a bis db sich stetig ändert, von dem Werthe 
f(a)=-+ 4A zu dem Werthe f({b)=— B nicht übergehen, ohne alle 
zwischen -+ A und — 5 liegende Werthe zu durchlaufen ; unter diesen 
befindet sich aber atch der Werth O; folglich muss zwischen a und 5 
ein Werth von x» liegen, für welchen die Funktion f(x) verschwindet, 
d. h. eine Wurzel der Gl. f(x) =0. | 

Wie leicht einzusehen, kann f(x) bei dem Uebergange von + A 
zu —- B oder umgekehrt, auch 3, 5,... (2%» + 1)mal durch 0 gehen, 
so dass also unter der gemachten Voraussetzung zwischen a und 5 
auch 3, 5, u. s. w. überhaupt mehrere Wurzeln, aber in ungerader 
Anzahl liegen können. | 

Haben aber f(@) und f(d) gleiche Zeichen, so liegt zwischen 
a und db entweder keine oder eine gerade Anzahl von Wurzeln. 


Anmerkung. Zu demselben Ergebnisse führt die geometrische Be- 
trachtung der der Gleichung y = f(x) entsprechenden Curve. Ist nämlich 
y=flia)=-+ 4, y =: f(b) = — B, so liegen die den beiden Abscissen =« 
und £= b entsprechenden Punkte der Curve auf entgegengesetzten 
Seiten der Abscissenaxe, weil die zugehörigen Ordinaten + A,— B entgegen- 
gesetzte Zeichen haben; daher muss die Qurve auf ihrem Zuge von dem einen 
dieser Punkte zum anderen die Abseissenaxe mindestens einmal schneiden, 
doch kann dies auch 3, 5,...(2n--1)mal stattfinden; jedem Durchschnitte 
entspricht aber eine Wurzel der Gl. f(x) = 0. Haben hingegen die beiden zu 
den Abscissen « und b gehörigen Ordinaten f(a), f(b) gleiche Zeichen, so 
liegen die beiden entsprechenden Punkte der Curve auf derselben Seite der 
Abscissenaxe, und die Curve führt von einem dieser Punkte zum anderen, 
entweder ohne die Axe zu schneiden, oder, wenn dies geschieht, in einer 
seraden Anzahl von Punkten. 


117. Bei der Berechnung der reellen Wurzeln einer Gleichung ist 
die Kenntniss von Grenzen, innerhalb welcher diese Wurzeln liegen 
müssen, von Wichtigkeit, da man dadurch oft viele unnütze und müh- 
same Versuche erspart. 

Unter der oberen und unteren Grenze der positiven Wurzeln 
versteht man zwei Zahlen, von denen die erstere grösser als die grösste, 
die zweite kleiner als die kleinste positive Wurzel ist, wobei es wünschens- 
werth ist, dass das Intervall dieser Grenzen das möglichst kleinste sei, 
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Zur oberen Grenze der positiven Wurzeln gelangt man auf folgen- 

dem von Newton angegebenen Wege. Man transformire die gegebene 

Gleichung mittelst der Substitution 2 =—=%- a, wo a eine noch unbe- 
stimmte Zahl bedeutet, in eine andere: | 


\ fon- 1)(q @) fn—2 (a ) ER ie 
a N): ee ie OTTO 
deren Wurzeln y = x — a sämmtlich um die Zahl «a kleiner sind als 
die Wurzeln der vorgelegten Gleichung. Wählt man dann die Zahl a 
so, dass die Funktionen f(a), f’(a),...f"-D(a) sämmtlich positiv 
werden, so entspricht dieser Gl. keine positive Wurzel, weil sie keine 
Zeichenwechsel hat und der gewählte Werth von «a ‚muss demnach 
srösser sein als jede positive Wurzel der gegebenen Gleichung. Die 
kleinste Zahl a, welche die genannten Funktionen sämmtlich positiv 
macht, ist demnach die obere Grenze der positiven Wurzeln. 

Um die untere Grenze zu erhalten, transformire man die gegebene 





y IR 
Gleichung mittelst der Substitution & = — in eine andere, deren grösste 
4 


positive Wurzel offenbar der reciproke Werth der kleinsten Wurzel 
der gegebenen Gleichung ist. Sucht man nun auf die eben gelehrte 
Weise die obere Grenze b der positiven Wurzeln der transformirten 


1 
Gleichung, so ist offenbar kleiner, als die kleinste Wurzel der ge- 


 gebenen Gleichung und demnach eine untere Grenze. 

Die Grenzen der negativen Wurzeln verschafft man sich dadurch, 
dass man die gegebene Gleichung, indem man — x an die Stelle von 
x setzt, in eine andere transformirt, deren Wurzeln das entgegenge- 
setzte Zeichen haben und für diese Gleichung nun die Grenzen der 
positiven Wurzeln sucht, welche, mit entgegengesetzten Zeichen ge- 
nommen, die Grenzen der negativen Wurzeln der gegebenen Gleichung 
sein müssen. | 

In der Regel an es, für die untere Grenze der positiven 
sowohl als negativen Wurzeln die Nulle zu nehmen. 

Beispiel. Sei die Gleichung: 

f(2) = x: + 60° — 762? + 31x + 294 —= 0 
gegeben, so hat man: 
—ı aa. 6a: — 76a + 21a 294, 
— 4a? + 18a? — 152a + 31, 
— 12a? + 36a — 152 
— 2da + 36 
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und man findet nach wenigen Versuchen a==6 für den kleinsten Werth, 
welcher diese Funktionen sämmtlich positiv macht; es ist daher 6 die 
obere Grenze der positiven Wurzeln. Durch dasselbe Verfahren, auf 
die Gleichung der reciproken Wurzeln: 


294yt + 31y? — Toy? +6y+ 10 


1 ER 
angewendet, findet man 5 als die obere Grenze der positiven Wurzeln 


dieser Gl., somit 2 als die untere Grenze der pos. Wurzeln der gege- 
benen Gleichung. Mittelst der Gleichung: 

f(— x) = x — 62? — 762? — die +24 0 
erhält man endlich — 1 und — 13 für die beiden Grenzen der negativen 
Wurzeln. 


118. Das eben erklärte Verfahren zur Erfindung der oberen Grenze 
der positiven Wurzeln kann man auch in der Art ausführen, dass man 
die Wurzeln der gegebenen Gleichung successive immer um Eins 


vermindert, bis man auf eine transformirte Gleichung mit durchaus 


positiven Gliedern kommt; die Anzahl der vorgenommenen Transfor- 
mationen ist offenbar die gesuchte obere Grenze. Wendet man dieses 
Verfahren auf die Gleichung des obigen Beispiels an, so erhält man 
als transformirte Gleichungen der Reihe nach: 
1+10— 52 — 99 + 256 (1) 
14+14— 16 — 169 + 116 (2) 
1+18-+ 32 — 155 — 54 (3) 
1-4 22 + 92 — 33 — 158 (4) 
1 +26 + 164 #221 — 7% (5) 
1 + 30 + 248 + 651 + 336 (6) 
wo nur die Coefficienten angesetzt sind und die eingeklammerten Zahlen 
anzeigen, um wie viele Einheiten die Wurzeln der nebenstehenden 
Gleichung kleiner sind, als die der gegebenen. Die 6' Gl. hat nur 
positive Glieder, folglich ist 6 die obere Grenze der positiven Wurzeln. 
Dasselbe Verfahren, auf die Gl. f{— x) = 0 angewendet, liefert die 
obere Grenze der negativen Wurzeln. 

Ist die obere Grenze eine grössere Zahl, was bei einiger Uebung 
leicht erkannt wird, so kann man, um die Anzahl der vorzunehmenden 
Transformationen zu verringern, nach einem grösseren Intervalle fort- 
schreiten. ; 

Dieses Verfahren bietet einige Vortheile dar. Da die letzten von 
x freien Glieder der transformirten Gleichungen nichts anderes sind, 
als die Resultate der Substitution der Zahlen 1, 2, 3, u. s..w. in die 
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gegebene Gleichung, so: ist offenbar # eine Wurzel der Gleichung, wenn 
das absolute Glied der rt" transformirten Gleichung — 0 wird. Man 
erhält also dadurch unmittelbar die rationalen Wurzeln. — Aus dem- 
selben Grunde geben sich aus den Zeichenwechseln der letzten Glieder 
irrationale Wurzeln zu erkennen [$. 116], welche zwischen zwei auf- 
einanderfolgenden ganzen Zahlen in ungerader Anzahl liegen. So hat 
obige Gleichung eine positive Wurzel zwischen 2 und 3, eine andere 
zwischen 5 und 6. — Wird endlich ein mittleres Glied einer transfor- 
mirten Gleichung = 0 und haben die zwei Nachbarglieder gleiche 
Zeichen, so hat diese, somit auch die gegebene Gleichung imaginäre 
Wurzeln [$. 96]. 

Es ist übrigens einleuchtend, dass man durch successive Vermin- 
derung der Wurzeln einer Gleichung immer nothwendig zuletzt eine 
transformirte Gleichung mit lauter positiven Gliedern erhalten muss, 
da die Zahl, um welche die Wurzeln vermindert werden, immer so 
gross gewählt werden kann, dass sämmtliche reelle Wurzeln sowohl, 
als auch die reellen Theile aller imaginären Wurzeln negativ werden 
und daher das Gleichungspolynom nur mehr Faktoren von der Form 
(«+ 0) und (a +9» — gaV—1)(e+p +2 V—1)=(# + pP)’ +0? 
enthält, die offenbar keinen Zeichenwechsel hervorbringen können. Daher 
können auch bei den obigen successiven Transformationen wohl Zeichen- 
wechsel verloren gehen, aber keine gewonnen werden, und man kann 
folgenden Satz aussprechen: 

Sind p und qg zwei beliebige Zahlen und q>p, s0 
kann die Gleichung fa +g)=0 nicht mehr Zeichen- 
wechsel haben, als die Gleichung: 

fe -+P)=0, 
wof(e+p)=0Ound f(x + g)=0 zwei Gleichungen sind, deren Wurzeln 
beziehungsweise um p und g kleiner sind, als die Wurzeln der Gleichung 


f®)=®. 


119. Wenn für jeden Werth von «> 9 das Gleichungspolynom 
einen positiven Werth erhält, so kann nach $. 116 zwischen 9 und 
+ © keine Wurzel liegen und es ist daher g eine obere Grenze der 
positiven Wurzeln. Nach $. 16, .ö kann man daher den Werthg—= 4A, +1 


immer als eine obere Grenze der positiven Wurzeln nehmen, wenn A, 


den Zahlenwerth des grössten negativen Coefficienten der Glei- 
chung bezeichnet, indem der Fall offenbar der ungünstigste ist, wenn 
alle auf das erste folgenden Glieder mit diesem grössten negativen 
Coefficienten behaftet sind. Nur ist diese Grenze häufig viel zu gross. 


un «A ” 
ErT 


br rd 


RE a EN 





200 FR 1 
Für obiges Beispiel würde sie = 77 werden. | | 
Eine genauere Grenze erhält man in den meisten Fällen, wenn 


man 9g=1-+ YA, nimmt, wo wieder A, der Zahlenwerth des gröss- 
ten negativen Coefficienten ist und % die Anzahl der Glieder — die 
etwa fehlenden mitgezählt — bedeutet, welche dem ersten negativen 
Coefficienten vorangehen. Es wird hiebei noch vorausgesetzt, dass der 
Coeffieient der höchsten Potenz von ® die Einheit sei. 
Denn es sei die vorgelegte Gleichung: 
BIEN  HT  e Ara A m 
; bi Am —=(0 ” 

in welcher A,c"* das erste negative Glied ist und A, der Zahlen- 
werth des grössten negativen Coefficienten sein soll, so wird offenbar 
f(«) für alle Werthe von & positiv, für welche: 


gem — A, as + am—k—1 + Mer + 1} 


Pr a A | 
@a— 1 
ist. Diese Bedingung wird aber erfüllt, wenn man 


gem — A3 





gem >= As 





x —]1l 


(2-1 0 IA; 
setzt, folglich um so mehr, wenn man («— 1)(e — ı 5 A, oder: 
( - 1 > 4, An TE1E VA 
nimmt. Hiemit würde man für obiges Beispiel 1 + via — 9.7 oder 
10 als obere Grenze finden. 









Das Aufsuchen der rationalen Wurzeln. 


120. Sind die Coefficienten der Gleichung: 
gem — AR - 4A, m—2 — Reh E- An —0 (1) 


ganze Zahlen und der Coefficient der höchsten Potenz der Unbekannten x 
—= 1, so können [$. 115] die rationalen Wurzeln wieder nur ganze 
Zahlen sein, welche sich, da das letzte Glied A, das Produkt sämmt- 
licher Wurzein ist, unter den Faktoren von A, vorfinden müssen. Um 
daher die rationalen Wurzeln der Gleichung aufzufin- 
den, wird man das absolute Glied A„ in seine einfachen 


Pr 
Sul EL Dun U ln DE funny Dun Ann na ns ln Fe 


ö Pi) 
a TE 
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und zusammengesetzten Faktoren zerlegen und diese, 
sowohl positiv als negativgenommen, in die Gleichung 
substituiren; jene, welche die Gleichung identisch ma- 
chen, sind Wurzeln derselben. 


Hiebei bleiben selbstverständlich jene Faktoren ausgeschlossen, 
welche ausserhalb der oberen Grenzen der positiven und negativen 
‚ Wurzeln liegen. 


Diese Versuche werden bequem nach folgendem von Newton 
herrührenden Verfahren vorgenommen. Es sei « eine rationale Wurzel 
der Gl. (1), also eine ganze Zahl, so hat man, wenn man « statt & 
substituirt und zugleich transponirt, identisch : 


Am er re ER Ans a? ig Ana a Fer saw te er am—1 mr a", 
folglich, wenn man durch « dividirt: 

Am an A A A 2 A.a2 m—1. 
Ze a mL. ee A ea ur, a s 


da der Voraussetzung nach sowohl die Coefficienten als auch & ganze 

| So Ay ; 

Zahlen sind, so muss auch — eine ganze Zahl sein; setzt man diese 
6, 


— b,, so folgt aus der letzten Gleichung: 





B + A 
1 a Ta Est. 
RE ee Bau pe An 2% Aa Ü Fee ee er 4, am 3 u. a ® 
5 } B A 
aus obigen Gründen ist nun auch — m eine ganze Zahl; be- 
a 


zeichnet man sie mit B,, so hat man ferner: 
B; + An 


& 
B 2 + Ana 
0 


7 Ans — 2. As eh an, 


so dass auch — eine ganze Zahl sein muss. Fährt man auf 


diese Weise fort, so gelangt man endlich zu einer Gleichung: 


(wo Bm eine ganze Zahl), aus welcher man schliesst, dass auch 


Bn_2 + 4 
[04 





eine ganze Zahl sein muss; bezeichnet man diese mit B„_., so folgt 
Brn-i = A, ae 
CRRER ei 
wieder eine ganze .Zahl sein muss (und zwar — — 1) ==. Bn“setzt, 





— 1, und wenn man diesen letzten Quotienten, welcher 
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endlich A,„+ 1 — wo die Einheit den Coefficienten des ersten. 
Gliedes der Gl. (1) vorstellt. Umgekehrt wird daher « eine Wurzel 
der Gleichung sein, wenn die successiven Quotienten: 


BE BED seen 
ganze Zahlen und B„ + 1==0 ist. Das Verfahren bleibt dasselbe, wenn 


das erste Glied der Gleichung einen Coefficienten A, hat; es müsste 
sich dann zuletzt B„ + A, =0 ergeben. 


Man schreibe daher die zu untersuchenden Divisoren neben ein- 
ander, setze unter jeden derselben den Quotienten aus dem letzten 
Gliede getheilt durch den Divisor; zu diesem Quotienten addire man 
den vorletzten Coefficienten, dividire die Summe wieder durch den 
Divisor und addire zu dem erhaltenen Quotienten den nächsten Coeffi- 
cienten u. s. w. Kann mit einem Divisor diese Operation fortgesetzt 
werden, bis alle Coeffieienten der Gleichung an die Reihe gekommen 
sind, und ergibt sich als letzte Summe die Nulle, so ist dieser Divisor 
eine Wurzel. Sobald aber bei einer der auszuführenden Divisionen ein 
gebrochener Quotient zum Vorschein kommt, wird die Operation mit 
dem betreffenden Divisor abgebrochen, da dieser keine Wurzel sein kann. 

Beispiel. Es sei die Gl. x* — 82? — 9x2? + 1022 + 90 —=0 
gegeben. Man findet als Divisoren des letzten Gliedes: 

14.2483, 00,0. U ed 
als obere Grenze der positiven und negativen Wurzeln + 7, —3; man 
hat demnach die Divisoren — 3, — 2, +2, +3, +5, +6 zu versuchen, 
da, wie man sich leicht durch unmittelbare Substitution überzeugt, + 1; 
— 1 keine Wurzeln sind. | 


a ER  . EEE 
a0 Eat, 2 AR 80 eg: an? 
102 + 102 +102 © +1022 +102. +108, 


-- ; 
1,72 314 [ET AT 3739 +10 +u% 








4 + 44 
RAR RS 
33 4.239 
11. 


+ 
oO rum 









Be « 
1 jr £ 
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Es sind demnach nur +5 und — 3 Wurzeln der Gleichung. Da 
unsere Gleichung nur vom 4" Grade, so ergeben sich die beiden an- 
deren Wurzeln, wenn man das Gleichungspolynom durch (e —5)(& + 3) 
dividirt, und den Quotienten 2? — 62 — 6==0 setzt. Man erhält hieraus 
Ne 


121. Hat das letzte Glied A, eine grosse Anzahl von Divisoren, 
so bieten sich verschiedene Wege dar, um schon in voraus solche auszu- 
scheiden, welche nicht Wurzeln sein können und hiedurch die Versuche 
abzukürzen. Einer der einfachsten ist folgender. Man substituire in dem 
Gleichungspolynome /(x) statt x sowohl + 1 als — 1 und bemerke 
sich die Substitutionsresultate /(+ 1) und /(— 1); beachtet man nun, 
dass diese beiden Zahlen nichts anderes sind als die absoluten Glieder 
zweier Gleichungen, deren Wurzeln beziehungsweise um 1 kleiner und 
grösser sind als die Wurzeln der vorgelegten Gleichung, so erkennt 
man sogleich, dass nur jene Faktoren von A, Wurzeln sein ‚können, 
welche, wenn positiv genommen, um i vermindert inf(+ 1), und um 
1 vermehrt in f(—1) ohne Rest enthalten sind; negativ genommen 
können aber nur jene Faktoren Wurzeln sein, welche um 1 vermehrt 
in f(+1) und um 1 vermindert in /(—1) ohne Rest enthalten sind. 
Faktoren, welche diesen Bedingungen nicht entsprechen, sind nicht weiter 
zu berücksichtigen und nur die übrigbleibenden der obigen Prüfung zu 
unterwerfen. 


So findet man für obiges Beispiel: 
\+)=1%6, f(-)=— 12, 
und von den Faktoren des letzten Gliedes haben nur folgende: 
+2,43, +5, —3 
die obenerwähnte Eigenschaft, daher nur diese weiter zu prüfen sind. 


Bisweilen kann man dadurch jeden Versuch ersparen. So z. B. 

findet man für die Gleichung: 
x* — 1432? + 212? — 82x + 360 —= 0, 

143 als obere Grenze der positiven Wurzeln; es.wären demnach alle 
Faktoren von 360, mit Ausnahme von 180, 23 an der Zahl, der Probe 
zu unterziehen. Sucht man jedoch f(+1)=157, f(— 1)= 6071, so 
erkennt man sogleich, dass diese Gl. keine rationalen Wurzeln hat, 
weil diese Zahlen, als Primzahlen, durch keinen .der um 1 vermehrten 
oder verminderten Faktoren theilbar sind. | 

Hat man auf diese Weise die rationalen Wurzeln einer Gleichung 
gefunden, so können die übrigen Wurzeln, wenn sie deren noch besitzt, 


RT 

ur 5 2 a 
RT  ; AR, 

RAT RE 
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nur irrational oder imaginär sein und man wird, bevor man zu deren 
Berechnung schreitet, das Gleichungspolynom durch die den rationalen 
Wurzeln entsprechenden Wurzelfaktoren dividiren, wodurch man es mit 
einer leichter zu behandelnden Gleichung von niedrigerem Grade zu 
thun bekömmt. 


Das Aufsuchen derirrationalen Wurzeln. 


122. Bevor man zur Berechnung der irrationalen Wurzeln einer 
vorgelegten Gleichung schreitet, ist es nöthig, die Stelle in der natür- 
lichen Zahlenreihe anzugeben, an welcher dieselben liegen, indem man 
jede zwischen zwei Grenzen einschliesst. Man kann diese Untersuchung 
die Analyse der Gleichung nennen. 

Ein erstes einfaches Mittel hiezu bietet uns der in $. 116 ausge- 
sprochene Satz dar. Sind +9 und —g’ die oberen Grenzen der posi- 
tiven und negativen Wurzeln und substituirt man in dem Gleichungs- 
polynome der Reihe nach die Zahlen O0, 1, 2, 3,...g und ebenso 
0,—1,—2,...— 9’, so liegt zwischen irgend zwei aufeinanderfolgenden 
dieser Zahlen gewiss mindestens eine reelle Wurzel der Gleichung, 
wenn die diesen zwei Zahlen entsprechenden Substitutionsresultate mit 
entgegengesetzten Zeichen behaftet sind. So findet man für die Gleichung: 


fa) =?’ +7: 10, (O)E FE fi) ei rf2)=—5, 
HT V=+T de HL ty) 
es liegt demnach eine Wurzel zwischen O und 1; eine zweite zwischen 
2 und 3; eine dritte zwischen — 2 und — 3, womit auch sämmtliche 
Wurzeln der Gleichung entdeckt und getrennt sind. 
Allein sehr häufig geben sich auf diesem Wege nicht so viele reelle 
Wurzeln zu erkennen, als der Ordnungsexponent der Gleichung Ein- 





heiten enthält, oder so viele, als nach den in S. 96 vorgetragenen 
Sätzen der Gleichung möglicherweise zukommen können, und es wäre 
voreilig zu schliessen, dass die fehlenden Wurzeln, wenn ihre Anzahl 
gerade, sämmtlich imaginär seien. Denn haben die den beiden Wer- 
then 2—=a und #—=a-+ 1 entsprechenden Substitutionsresultate f(«) 
und f(a + 1) entgegengesetzte Zeichen, so können nach $. 116 zwischen 
a und «+ 1 auch mehrere Wurzeln in ungerader Anzahl liegen. Hin- 
gegen kann eine gerade Anzahl von Wurzeln, oder auch gar keine 
zwischen a und a + 1 liegen, wenn f(a) und f(a + 1) gleiche Vor- 
zeichen haben. Kommt eine zwischen a und «+1 liegende Wurzel der 
Gleichung mehrmals z. B. pmal zu, so wird sich diese nur verrathen, 
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wenn p eine ungerade Zahl ist. Indessen können und werden wir im 
Folgenden vorläufig annehmen, dass die Gleichung keine gleichen Wurzeln 
besitze, da die in $. 100 gelehrten Vorschriften uns die Mittel liefern, 
dieselben zu entdecken und die Gleichung davon zu befreien. 

Man sieht nun leicht ein, dass mehrere zwischen «a und a — 1 
liegende Wurzeln sich sogleich trennen würden, wenn man statt x nach 
und nach a, «+6, a+2d,...a-+ 1 substituiren und dabei Ö kleiner 
als die kleinste Differenz der dazwischen liegenden Wurzeln wählen 
würde. Allein davon abgesehen, dass die von Lagrange gelehrte 
Bestimmung einer solchen Zahl Ö sehr weitläufige Rechnungen erfordert, 
wenn die Gleichung den dritten Grad übersteigt, so wird dieses Ver- 
fahren der vielen vorzunehmenden Substitutionen wegen geradezu unaus- 
führbar, wenn die Wurzeln einander sehr nahe liegen. Der folgende 
Lehrsatz führt in den meisten dieser ohnehin in der Praxis selten 
vorkommenden schwierigeren Fälle einfacher und, was ihm einen beson- 
deren Werth verleiht, immer sicher und ohne alles Probiren zum 
Ziele. 


123. Sturms Lehrsatz. Es sei f(x) = 0 die gegebene Glei- 
chung vom m#°" Grade, deren Wurzeln wir sämmtlich von einander 
verschieden voraussetzen wollen und f’(x) die erste abgeleitete Funk- 
tion von f(x). Wenden wir auf die beiden Funktionen f(x) und f’(x) 
das bekannte Verfahren zur Bestimmung des grössten gemeinschaftlichen 
Theilers an, mit dem Unterschiede, dass wir die bei den aufeinander- 
folgenden Divisionen sich ergebenden Reste mit entgegengesetzten Zeichen 
nehmen, so bestehen, wenn die so geänderten Reste mit 


28, 6) R,, R,, f Lee Hrn, —1 y 
die zugehörigen Quotienten mit 
Q,, Q,, Q;: Eh RR AR 


bezeichnet werden, offenbar folgende Gleichungen: 


fa) ar) R | 
% (X) —= FR, — ER, 
5 R=4QR, —R (1) 





Eon a On Lem 2 FR Ra—ı . 
Betrachten wir die Reihe der Funktionen: 
BR Ne Ras. 2 ar Denk, (2) 
deren jede, wie leicht einzusehen, im Allgemeinen: immer von einem 
um eine Einheit. niedrigeren Grade als die vorhergehende und deren 
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letzte R,_ı vom Ot®% Grade oder von x unabhängig ist (weil der Vor- 
aussetzung nach die Gl. f(x)—=0 keine gleichen Wurzeln, folglich 
f(x) und f’(x) keinen gemeinschaftlichen Theiler besitzen), so lässt 
sich folgender Satz erweisen: 

Substituirt man in der Funktionenreihe (2) für « 
nach einander zwei Zahlen »p und q, von welchen p<g 
sein soll, so erhält man, indem man von den Zahlen- 
werthen der Substitutionsresultate ganz abstrahirt 
und nur auf die Zeichen derselben sieht, zwei Zeichen- 
reihen, die eine für-< =», die andere für 2 =g; die 
letztere Zeichenreihe kann nie mehr Zeichenwechsel 
haben, als die erstere, wohl aber weniger, und es liegen 
zwischen p und q genau so viele reelle Wurzeln der 
Gleichung f(«)=0, als die zweite Zeichenreihe (für 
x2=q>p) weniger Zeichenwechsel hat als die erstere. 

Zum Behufe des Beweises müssen wir folgende zwei Hilfssätze 
voranschicken. 

ıte Hilfssatz. Ist dieFunktionf(z)in der Nähe irgend 
eines Werthes von <=a im Zustande des Wachsens, SO 
ist für diesen Werth von, f (x) positiv; ist aber f(e)yın 
der Nähe von z=a im Zustande des Abnehmens, so ist 
f(x) für <=a negativ. Umgekehrt: Die Funktion f(«) ist 
in der Nähe des besonderen Werthes =a im Zustande 
des Wachsens oder Abnehmens, je nachdem f (a) positiv 
oder negativ ist. | 

Denn es ist, wenn man in f(x), a0 an die Stelle von x setzt, 


[$. 91]: 
fla +6) = f(a) + Öf’(a) + FELBRG) = u 3 a a NIE 
oder: 
fla +0) — flo) = öf'(a) + 0.1 ) le ie 


aus welcher Gleichung unmittelbar die a des Satzes erhellt, 
wenn man bedenkt, dass einerseits f(x) in der Nähe von x—a (also 
für sehr kleine Werthe von d) im Zustande des Wachsens, oder Ab- 
nehmens ist, jenachdem die Differenz f(a + d) — f(a) positiv oder 
negativ ist; anderseits für hinreichend kleine Werthe von d das Zei- 
chen des zweiten Theiles der Gleichung bloss von dem Zeichen von 

f’(a) abhängt. [$. 16, A.] 4 | 


) 
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Ist übrigens a eine Wurzel der Gl. f(x) = 0, so ist f(a) = 0 und 
es zent somit aus der letzten Gleichung: 


fa + )—=ör(e) +0 3 +0 a a 
und wenn man hierin — Ö statt Ö schreibt: 
fa —)——öf (a) + I) _ 36 er 
woraus man sieht, dass die Funktion f(x) vor dem Durch- 
gange durch die Nulle mit f’(a) entgegengesetztes 


Zeichen, nach dem Durchgange gleiches Zeichen besitzt, 
was für die Folge bemerkt zu werden verdient. 


2ter Hilfssatz. Wenn irgend eine aus der Reihe der 
Funktionen (2), z.B. R,, für einen besonderen Werth von 
&—=c verschwindet, so haben die beiden benachbarten 
Funktionen A,_, und R,,., für diesen Werth von =c 
entgegengesetzte Zeichen; nie können aber zwei unmit- 
telbar aufeinanderfolgende Funktionen für denselben 
Werth von x zugleich verschwinden. 


Denn betrachtet man drei benachbarte Funktionen : 
Rızı, R, und Rı+ı; 


so besteht zwischen ihnen die identische Gleichung: 


Beer. herr, (3) 
setzt man in dieser Gleichung £ = c und nimmt man an, dass für diesen 
Werth von «, R,=0 wird, so folgt aus (3) sogleich Rı_ı = — Rızı, 


wodurch der erste Theil des Satzes gerechtfertiget ist. Würde aber 
nebst AR, auch noch R,;ı für 2 = c verschwinden, so müsste in Folge 
der Gl. (3) auch R,_, für diesen Werth von x sich auf O reduciren, 
dann würden aber in Folge der Glgn. (1) auch alle vorhergehenden 
und nachfolgenden Funktionen für 2 —= c verschwinden, was nicht mög- 
lich ist, weil der Voraussetzung nach die Gl. f(x) = 0 keine gleichen 
"Wurzeln hat. 


Denken wir. uns nun in die Funktionenreihe (2) nicht nur die 
Zahlen p und 9, sondern auch alle zwischenliegenden substituirt und 
die resultirenden Zeichenreihen aufgeschrieben. Da jede dieser Funk- 
tionen ihr Zeichen nur dann ändern kann, wenn sie durch O geht, so 
wird die Anzahl und Läge der Zeichenwechsel, welche die aus der 
Substitution x = p hervorgehende Zeichenreihe darbietet, in den folgen- 
den Zeichenreihen so lange unverändert bleiben, bis x einen zwischen 
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p und g liegenden Werth erreicht, welcher eine dieser Funktionen = 0 
macht. Wir behaupten nun: 


‚6 die Anza 
ändert, 
den Werth von 


EA N Re 


Dass 


KL 


eine oder 
Rn_ı der Nulle gleich werden. 


hl 


mehrere 


der Zeichenwechsel sich nicht 
wenn für irgend einen zwischen p und gq liegen- 
der Funktionen 


ll. Dass jedesmal einZeichenwechsel, aber nur einer 


verloren geht, 


Intervallevonzx=pbisx 


so oft die erste Funktion f(x) in dem 
q durch OÖ geht. 


ad I. Es sei ce ein zwischen p und g liegender Werth von x, für 
welchen eine der Zwischenfunktionen z. B. R, verschwindet, und d eine 


so kleine Zahl, 


keine der benachbarten Funktionen == O0 wird, 


dass innerhalb des Intervalles 2 —=c — d bis 2 = 
so genügt es offenbar, 


c+6 


das Verhalten der Zeichenreihe bloss für die drei Funktionen R,_,, R; 
berücksichtiget man nun den Hilfssatz 2), 


und AR;+ı zu untersuchen ; 
so ist klar, 


bloss folgende vier Zeichenstellungen möglich sind: 


Rı-ı, Ra, Rırı 
für —=c—d+ + 
a Te 
- —c+öd+ 





(Ar, Rn Bazı 


er 
— 0 + 
er 





We ee 


4 — — 
+0 
++ — 





dass für die drei Werthe 2&—c—), —g a c70 


Rı-1, Ru Razı 


- + 
ee 
- ++ 


Vergleicht man die den Werthen &—=c—d und =c+d ent- 
so sieht man, dass nur die Lage, nicht aber 
die Anzahl der Zeichenwechsel sich geändert hat. Da sich nun dasselbe 
von jeder anderen der Funktionen f(x) bis R,„_ zeigen lässt, so wird 
demnach ein Zeichenwechsel weder verloren noch gewonnen, wie viele 
der zwischen der ersten und letzten liegenden Funktionen (2) und wie 
oft dieselben auch durch O0 gehen mögen, während x von dem Werthe 


sprechenden Zeichenreihen, 


p zu jenem q übergeht. 


ad II. Nehmen wir nun aber an, dass für £==c die erste Funk- 
tion f(x) verschwinde, also c eine Wurzel der Gleichung f(x)=0 sei, 


Da die Gl. 


kann f(x) für = c nicht verschwinden, 
Bewiesenen die Anzahl der Zeichenwechsel sich nicht ändert, 


der Voraussetzung nach keine gleichen Wurzeln hat, 
und da nach dem oben 


eine der folgenden Funktionen für £ = c verschwindet, 


die beiden ersten Glieder der Zeichenreihen zu betrachten. 
sicht auf den Hilfssatz 1) können hier nur folgende zwei Fälle ein- 


treten: 


so 


wenn 
so genügt es, 
Mit Rück- 
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fie), FR) f(«), f\®) 
für =c—d + — Eee 
en 9 Bi oder R Ei: 
- —=c-# Ö — — -F + 


woraus man ersieht, dass bei dem Uebergange vn =c—0d zu 
z2=c- 0 ein Zeichenwechsel verloren gegangen ist, aber auch nur 
einer, und zwar derjenige, welchen die beiden ersten Funktionen f(x) 
und f(x) unmittelbar vor dem Durchgange durch die Wurzel x —=c 
darbieten. 


Aus vorstehenden Sätzen ergeben sich nun folgende Schlüsse. Es 
seien a, b, c, ... reelle Wurzeln der Gl. f(«)= 0, welche zwischen 
den Zahlen » und g liegen, nach ihrer Grösse geordnet, so dass a die 
kleinste. Setzt man in der Reihe der Funktionen: 


f(x), w (2), R;; 205; R,; Se Ron 


p an die Stelle von x, so erhält man eine Zeichenreihe mit einer gewis- 
sen Anzahl von Zeichenwechseln. Lassen wir nun x stetig wachsen, so 
kann von z=p bis 2 —=a — Öd die Anzahl der Zeichenwechsel sich 
nicht ändern, weil f(x) in diesem Intervalle nicht durch O geht; 
höchstens können sie ihren Ort verändern, wenn eine der Zwischen- 
funktionen f’(x) bis Rn verschwindet. Unmittelbar vor dem Durch- 
gange durch O, also für x = a — Ö haben f(x) und f(x) entgegen- 
gesetzte Zeichen, nach dem Durchgange gleiche Zeichen und der an 
dieser Stelle vorhandene Zeichenwechsel ist (nach II) bei diesem Durch- 
gange verloren gegangen, oder mit anderen Worten, die Zeichenreihe 
für 2=ua-+ 0 hat um einen Zeichenwechsel weniger als jene für 
x». Lassen wir nun x weiter von a gegen b hin wachsen. Von 
z—=a+6dbis 2=b-— 0 kann f(x) sein Zeichen nicht ändern; die 
Zeichenfolge, welche die zwei Funktionen f(x) und f’(x) für —=a-+ 06 
darbieten, muss aber an der Stelle #—=b —Ö wieder in einen Zeichen- 
wechsel sich verwandelt haben (weil diese beiden Funktionen vor 
dem Durchgange durch O entgegengesetzte Zeichen haben); dieser Zei- 
chenwechsel kann aber nur dadurch entstanden sein, dass /’(x) von 
2z—=a+ 06 bis 2—=b — Ö sein Zeichen geändert hat, also in diesem 


Intervalle durch VO gegangen ist, wodurch jedoch (nach I) die Gesammt- 


zabl der Zeichenwechsel, welche die Zeichenreihe für = «+ 6 be- 
sitzt, keine Aenderung erfährt; es ist nur ein bereits vorhandener Zei- 
chenwechsel an diese Stelle hingerückt. Wir haben demnach unmittelbar 
vor dem Durchgange durch die zweite Wurzel genau so viele Zeichen- 


wechsel, als unmittelbar nach dem Durchgange durch die erste Wurzel; 
Herr, Höh. Mathematik, I. 3. Auf. 14 





Arty ee ” Kar 
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zugleich sind die zwei Funktionen f(x) und f’(x) vor dem Durchgange 
durch die zweite Wurzel wieder entgegengesetzten Zeichens. Dieser 
Zeichenwechsel geht bei dem Durchgange durch die zweite Wurzel 
(nach II) wieder verloren, folglich hat die Zeichenreihe für —=b+d 
schon um zwei Zeichenwechsel weniger als jene für & —p. Diese Schlüsse 
gelten offenbar für jeden folgenden Durchgang von f(x) durch 0, so 
dass bei jedem solchen Durchgange ein Zeichenwechsel verloren geht. 


Liegen demnach % reelle Wurzeln zwischen p und g, so muss die. 


Zeichenreihe für 2==g genau um % Zeichenwechsel weniger haben, als 
jene für =. 

Hat die Gl. f(«x)—=0 auch gleiche Wurzeln, so entdeckt sich dies 
von selbst, wenn man auf die beiden Funktionen f(x) und f’(x) das 
Verfahren des grössten gemeinschaftlichen Divisors anwendet, inden 
dabei einer der Reste, 2. B. Ry+ı = 0 wird. Der vorhergehende, AR, 
ist das grösste gemeinschaftliche Maass der Funktionen f(x) und f'(®) 
und die Gl. f(x): RR=W(x) =0 enthält bekanntlich sämmtliche 
Wurzeln der Gl. f(x) =0, jede nur einmal; es kann nun die Gl. 
v(x)—=0, wenn es nöthig sein sollte, nach dem Sturm’schen Lehrsatze 
analysirt werden. 

In Bezug auf die praktische Anwendung der Sturm’schen Methode 
zur Analyse der Gleichungen mögen noch folgende Bemerkungen eine 
Stelle finden. 

1) Man substituire in der Funktionenreihe (2) zuerst die Werthe 
— ©,0, + ©; haben die drei dadurch entstehenden Zeichenreihen 
beziehungsweise_«@, ß, y Zeichenwechsel, so ist « — y die Gesammt- 
zahl der reellen Wurzeln, unter denen sich & — ß negative und P—Y 
positive befinden. Hierauf kann man statt x successive die Werthe 
+1, +2, +3,...,—1, —2, —3,... setzen, bis man zwei Zeichen- 


reihen erhält, die eine für 2—=-+-9, die andere für == —g’, welche 
beziehungsweise mit jenen für 2=+ » und —=— w übereinstimmen, 
so kann offenbar zwischen + 9 und + ©, und zwischen — g’ und 


— © keine reelle Wurzel mehr liegen; es sind g und —g’ die oberen 
Grenzen der positiven und negativen Wurzeln und die Substitutionen 
brauchen nicht weiter fortgesetzt zu werden; die Vergleichung der ver- 
schiedenen aufeinanderfolgenden Zeichenreihen gibt sofort den Ort jeder 
einzelnen reellen Wurzel. 

2) Das Mübsamste bei diesem Verfahren bleibt immer die Ent- 
wickelung der Funktionen R, bis Ru_,, weil dabei, namentlich wenn 
die Gleichung von höherem Grade ist und grosse Coefficienten hat, oft 
sehr grosse Zahlen zu multiplieiren kommen. Einige Erleichterung ver- 
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schafft bisweilen die Bemerkung, dass, wenn man auf einen Rest AR, 
kommt, welcher innerhalb der Grenzen p, g sein Zeichen nicht ändert, 
die Operation hiebei abgebrochen und die folgende Untersuchung auf 
die Funktionen: 


N fen 
beschränkt werden kann. Der Grund erhellt leicht, wenn man bedenkt, 
dass unter der gemachten Voraussetzung in der Reihe der Funktionen 
Br, Rrrn,-.- Am-ı von 2=p bis £==g keine Aenderung in der Zahl 
der Zeichenwechsel eintreten kann. Diese Bemerkung lässt sich mit 
Vortheil auf den Rest R„_3 vom 2t°" Grade anwenden, welcher zwischen 
den Grenzen: 
P—=-—any=+% 

sein Zeichen nicht ändert, wenn das Quadrat des 2% Coefficienten 
kleiner ist als das vierfache Produkt des ersten und letzten, weil in 
diesem Falle die zwei Wurzeln der Gleichung R„_3==0 imaginär sind. 

3) Da der letzte Rest von x unabhängig ist, so braucht man seinen 
Zahlenwerth nicht zu entwickeln; es genügt die Kenntniss seines Zei- 
chens; dieses ist aber nach dem Hilfssatze 2) das entgegengesetzte von 
jenem, welches der Rest vom 2!" Grade für jenen Werth von x erhält, 
welcher den Rest vom 1!" Grade auf Null reducirt. 

Zur Erläuterung des Verfahrens mögen folgende Beispiele dienen. 

1% Beispiel. Sei die Gleichung: 

fe)=e.,—- Ie H1=0 
gegeben, so ist: 
BEI ET, 
und man findet: 
| R,—.142 2 3,.R, = -- 1345; 


man erhält daher folgende Zeichenreihen: 


An7a de 
Zeich.-Wechs. 

für = —- on: — + — + B) 

3 1.20 EEE 3 Es sind daher alle drei Wur- 
Dr) el 2 zeln reell, und sie liegen 
ae 2 zwischen — 2 und — 3; OÖ 
un N ee 2 und 1; + 2 und + 3, wie 
Be en rn NE 1 bereits $. 122 gefunden 
+2 —- +++ 1 wurde. 
ee 0 


14* 








2tes Beispiel. Es sei die Gleichung: 


Lee) a Bere An 0, 
zur Analyse vorgelegt, so erhalten wir: 
fa) = x? — 82° + 42 — 1; fla) = 5er? — 240? +4; 
R, = 162° — 162. +5; R, —=.304x*” + 250 — 61; 


R, = 14467 — 5456; R=+ 


der Werth von R, wurde nicht gerechnet, sondern nur sein Zeichen 
bestimmt, welches + sein muss, da für den aus R, —=0 folgenden 
Werth von x, R, negativ wird. Man findet: | 


Anz. d. 

Zeich.-Wechs. 
fire= — on: -— + — + 5 
a=—3 —+4+-4+-+ 5 
a=—2 4+--+-4+ 4 
ae 14-444 4 
= 0 -4+--+ 3 
ut -—44++ 1 
-:=+2 —— ++++ 1 
-a=43 ++++4++ 0 


Die Gleichung bezitzt daher 5 reelle Wurzeln, von denen 2 nega- 
tiv in den Intervallen ‚ker en 31 und 10; — 1} und 3 positiv sind; 
von letzteren liegen zwei in dem Intervalle 10; 1} und eine in dem In- 
tervalle 12; 31. Br 


= 


Um die zwei in dem Intervalle (0; 1} liegenden Wurzeln zu tren- 
nen, versuchen wir zuerst, ob dies nach $. 116 gelingt, indem wir in 
f(x) der Reihe nach die Werthe 0,1; 0,2; 0,3 u. s. w. substituiren; 
wir erhalten: 

fO)=—1 
r(0,1 
r(0,2 


r(0;: 


— 0,264 dass eine dieser Wurzeln zwischen 0,3 und 0,4, 
— 0,014 die andere zwischen 0,5 und 0,6 liege. Hiemit 


N 


f(0,5 ++ 0,031 können nun nach den später zu erklärenden 
f(0,6) = — 0,250 Näherungsmethoden berechnet werden, 


U .SA W; 
3%s Beispiel. Die gegebene Gleichung sei: 


= + 4003 + 18502 — 1982 + 48 = 0; 


— 0,608 und schliessen sofort aus den Zeichenwechseln, 


)= 

) 

3) | | 
/(0,4) = + 0,098 sind sämmtliche Wurzeln der Gl. getrennt, und 

= 

)= 


6 


Er 
% 
A 

fe 
F 
u 
Eı 
ar 

| : 
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es kommt: 


f(x) = x’ + 400° + 1850? — 198% + 48 
f(x) = 22° + 60x? + 1852 — 99 
R, = 4152” + 21472 — 1086 
R, = 114780772 — 5327841 
R,==-+ 
für 2:00 ++ — + 4 Zeich.-W. 
ne a 
= — 30 —— + — + 3 
= ,10 — ++ — + Du Bel nr 
ee BE 
RL 


+1 ++4+++ 0. - 


Die Gl. hat daher vier reelle Wurzeln, wovon 2 negative in den 


Intervallen [0; -_ 10), er 30% E= 40) (deren Grenzen nach $. 116 leicht 


enger zusammengezogen werden) und zwei positive in dem Intervalle 
10; I liegen. | 


Zur Trennung der letzteren haben wir zuerst wieder nach $. 116: 


fO)=+ 48 Da die Substitutionsresultate das Zeichen nicht 
f(0.1) = + 30,0901 ändern, so liegen die Wurzeln zwischen zwei 
f(0,2)= + 16,1216 aufeinanderfolgenden dieser nur um 0,1 ver- 
f(0,3)—= + 6,3381 schiedenen Werthe von x und zwar, wie man 
f(0,4)= + 0,9856 aus dem Gange dieser Resultate vermuthet, 
/(0,5)=-+ 0,3125 zwischen 0,4 und 0,5. Um uns hievon zu über- 
f(0,6)—=-+ 4,5696 zeugen, substituiren wir diese beiden Werthe 
u. Ss, W. in die Reihe der Sturm ’schen Funktionen und 
erhalten: 


| + — — — + 2 Zeich.-W. 
Ve, +++++ 0 - = 
wo nun der Verlust von zwei Zeichenwechseln andeutet, dass in der 
That zwischen 0,4 und 0,5 zwei reelle Wurzeln liegen, deren gemein- 
schaftliche Anfangsziffern somit 0,4 sind. 

Man könnte nun auf diese Weise fortfahren und zunächst nach 
$. 116 versuchen, ob sich die beiden Wurzeln in der zweiten Dezimal- 
stelle trennen und wo nicht, die denselben gemeinschaftliche zweite 
Dezimalstelle nach Sturm bestimmen u. s. w: Wir werden jedoch spä- 
ter [S. 131] ein Verfahren kennen lernen, nach welchem die weitere 
Trennung solcher nahe gleichen Wurzeln gleichzeitig mit der Berech- 
nung derselben mit Leichtigkeit ausgeführt wird, so dass es immer 
genügt, durch die hier vorgetragene Analyse die den nahe gleichen 
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Wurzeln gemeinschaftliche Ziffer an der eisten Dezimalstelle zu be- 
stimmen. 


124. Auch von dem folgenden, von Budan .herrührenden Lehr- 
satze kann man zum Behufe der Trennung der Wurzeln öfter vortheil- 
haften Gebrauch machen. 

Es seien a und 5b zwei beliebige Zahlen unddb >a; 
man bilde aus der gegebenen Gleichung f(xz)=0 die 
Gleichungen: 


Here leni): f(x +5,00 

deren Wurzeln beziehungsweise um aundd kleiner sind 
als die Wurzeln der gegebenen Gleichung. Hat nun die 
Gl. f(x, =0 hzwischen a und db liegende reelle Wurze 
so besitzt die Gleichung fa +5)—=0 mindestens umar 
Zeichenwechsel weniger als die Gl. f« + 4) =. 

Beweis. Setzen wir zuvörderst voraus, die Gl. f(x) = 0 habe 
nur eine reelle Wurzel innerhalb der Grenzen «a und b, so müssen die - 
letzten von & freien Glieder in den Gleichungen (1) und (2) nach $. 116 
entgegengesetzte Zeichen, daher diese beiden Gleichungen selbst 
eine ungleiche Anzahl von Zeichenwechseln haben, indem, 
wie man sich leicht überzeugt, eine Gleichung, deren erstes und letztes 
Glied mit gleichen Zeichen behaftet sind, nur eine gerade Anzahl von 
Zeichenwechseln zulässt, diese Anzahl hingegen ungerade sein muss, 
wenn das erste und letzte Glied entgegengesetzte Zeichen. haben Da 
solchergestalt die Gleichungen (1) und (2) nicht gleichviel Zeichen- 
wechsel haben können, anderseits aber nach dem am Schlusse des 
$. 118 angeführten Satze die Gl. (2) nicht mehr Zeichenwechsel haben 
kann, als die (1), so muss sie deren weniger und zwar mindestens 
um einen Wechsel weniger besitzen. 

Dies vorausgesetzt, seien die A zwischen a und db liegenden reellen 
Wurzeln der Gl. f(x) = 0 von der kleinsten angefangen nach ihrer 
Grösse geordnet: 


&, , &, 9’ Os, . “ . . On; 


ferner seien 


Pi: ß,: Ps; EN ER Pn-ı 
Zahlen, welche beziehungsweise zwischen «, und &,, «@, und &,, @, 


und @&,, ... &%-ı und «, liegen, und denken wir uns endlich der 
Reihe nach die Gleichungen: 


fe+)=0, f@+ß)= 9, fa+ß)=0, fa+ß)=9.... 
fa+B)=0, fa +) = 0, 
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h-+1 an der Zahl, gebildet, so hat nach Obigem die 2t° dieser Glei- 
chungen mindestens um einen Zeichenwechsel weniger als die 1°; die 
3'° mindestens um einen Wechsel weniger als die 2t° , somit mindestens 
um zwei weniger als die erste u. s. w., endlich die (+ 1) ,/(«+b)—=0, 
mindestens um A Wechsel weniger als die erste f(« + a) —=0; womit 
der aufgestellte Satz erwiesen ist. 


Umgekehrt: Gehen bei dem Uebergange von der GI. (1) 
zur Gl. (2) h Zeichenwechsel verloren, so liegen höch- 
stens k reelle Wurzeln zwischen a und !. 


Wiewohl dieser Satz uns nicht lehrt, wie viele reelle Wurzeln 
zwischen zwei Grenzen a und 5b liegen müssen, sondern nur, wie viele 
höchstens dazwischen liegen können, da der Verlust von Zeichen- 
wechseln auch von den der Gleichung zukommenden imaginären Wur- 
zeln herrühren kann, so leistet er doch selbst in der oben ausgespro- 
chenen einfachen Form oft erspriessliche Dienste. Zur Erleichterung 
der Anwendung dienen noch folgende Bemerkungen, von deren Richtig- 
keit man sich leicht überzeugen wird: 


1) Geht beim Uebergange von (1) zu (2) eine ungerade Anzahl 
(2n + 1) von Zeichenwechseln verloren, so liegen zwischen a und b 
mindestens eine und höchstens (2n + 1), jedenfalls aber eine 
ungerade Anzahl reeller Wurzeln. 

2) Gehen jedoch Zeichenwechsel in gerader Anzahl 2» verloren, 
so liegt zwischen a und b entweder gar keine oder eine gerade Anzahl 
reeller Wurzeln. 

3) Hat die Gleichung f(x«)=0 bloss relle Wurzeln, so ist 
die Anzahl der zwischen a und D liegenden reellen Wurzeln genau 
gleich dem Unterschiede der Anzahl der Zeichenwechsel in den Glen. (1) 
und (2). [Vergl. $. 96, IV]. 


Näherungsmethoden zur Berechnung der irrationalen 
Wurzeln. ; 


Die in den vorhergehenden $$. entwickelten Methoden setzen uns 
in den Stand, jede reelle irrationale Wurzel einer Gl. f(2)—=0 zwischen. 
zwei Grenzen « und a +4 % einzuschliessen, wo %- eine kleine Zahl 
bedeutet, so dass also a ein genäherter Werth. der gesuchten Wurzel 
ist. Wir setzen im Folgenden voraus, dass zwischen diesen Grenzen 
nur eine Wurzel liege. Auch können wir uns auf die Berechnung der 
positiven Wurzeln beschränken, da sich jene der negativen auf die 
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Berechnung der positiven Wurzeln der Gleichung f (— 2)=0 Zurück- 
führen lässt. 


125. Newton’s Näherungsmethode. Bezeichnen wir mit ®, 
die zu berechnende Wurzel der Gleichung: 


Aam + Am + Am 4... + m—0, (1) 
und mit a einen genäherten Werth derselben, so zwar, dass: 
1 
% — 4 10 


sein soll. Setzen wir in (l) 2 =a- y, so erhalten wir [$. 97] die 
neue Gleichung: 


m IEBeA, a) m—1 er ) 2 BIS. ‘ 
N re a + Wr +r(a)y+fl)=0, (2) 


deren Wurzeln sämmtlich um a Kleiner sind als die Wurzeln der Gl. 
(1) und welche demnach nothwendig eine Wurzel y—= x, — a besitzt, 


& ; 1 ! 
welche kleiner ist als 15’ aber auch nur eine solche Wurzel, weil, 
wenn deren mehrere existiren würden, die Gl. (1) eben so viele zwi- 

IR, e y 
schen a und a + 15 liegende Wurzeln haben müsste, was gegen die 


Voraussetzung streitet. Wir finden diese Wurzel näherungsweise aus 


der Gleichung: f'(a)y + f(a)=0, indem wir in (2) die höheren 


Potenzen von % vernachlässigen, nnd erhalten daraus: . 
tt a) 
Yy—— A ) N ) (3) 
f’(a) f(a) 
als genaueren Werth der gesuchten Wurzel. Diesen betrachten wir als 
neuen Näherungswerth «a,, setzen also: 


fa) 
—— 14 1 Sh —— 
a, a f(a) und 2) =, 7%, 








4 
‚und somit &, =a — 











so ergibt sich auf demselben Wege: r 
f(a, ) (a,) 
= 7 md, =4u — an: 
(a) I EEE EN 


‘ welcher Werth von x, wieder genauer sein wird, als der frühere und 


mit welchem, als neuem Näherungswerthe, die Operation wiederholt 


wird, bis eine genügende Anzahl richtiger Dezimalstellen gefunden ist. 
Bezeichnet man den Fehler des angenommenen Näherungswerthes 
a mit f, mit fi, fa, f,, -.. die Fehler der successive berechneten Nähe- 


rungswerthe und ist f<{ d, so ist im Allgemeinen f, < 6°, f, a 





. 
A EEE MEER | “ 
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f;, < 0°, n < 0% u. s. w. Hat man daher die Wurzel x, zwischen 
E . | 1 x 
zwei Grenzen eingeschlossen, deren Unterschied nur m beträgt und 


nimmt man für a das arithmetische Mittel aus beiden, so ist f< 0,05; 
es wird daher der erste berechnete Näherungswerth im Allgemeinen 
in der 2ten oder 3ten Dezimalstelle, der zweite in der 4ten oder 5ten, 
der dritte in der 9ten his 10te" Dezimalstelle u. s. w. noch richtig 
sein. Meistens wird die Näherung noch rascher erfolgen und zwar um 
so rascher, je grösser f’(a) gegen f(a) ist. 

Da jedoch bei einer gewissen Beschaffenheit der Wurzeln die nach 
einander erhaltenen Näherungswerthe der Wurzel, statt dem wahren 
Werthe immer näher zu kommen, sich von demselben auch entfernen 
können (welcher Fall übrigens sehr selten eintritt), so kann man sich 
von dem Grade der Annäherung, welchen man erreicht hat, wenn man 
bei einem gewissen Näherungswerthe a, stehen bleibt, leicht dadurch 
überzeugen, dass, wenn a, in der kt°% Dezimalstelle noch richtig sein 
soll, /(a,) und f(a,') entgegengesetzte Zeichen haben müssen, wenn 
a‘, den in der At" Dezimalstelle um eine Einheit erhöhten Werth von 
a, bezeichnet. | 

Beispiel. Es sei die Gleichung: 

f(x) =a8 — 4? —- a +4—=0 
gegeben; durch Auwendung des Satzes $. 116 findet man, dass die 
Wurzeln derselben in den Intervallen | = en ee 2ı, [0,11 und [4,51 


liegen. Soll nun z. B. die letzte Wurzel berechnet werden, so ist wei- 
9 Ne — 2,519, fA2)—=— 0,812, FA) = 
+ 0,947; die Wurzel liegt also zwischen 4,2 und 4,3 und wir neh- 
men als genäherten Werth «==4,25 an. Da nun f(x) = 3x” — 
82 — 2, so steht die Rechnung so: 
m 75 3b fl = —+0,015625,. Flo) + 181875, 
| y = — 0,000859 
somit ist: 
2 —=4d4+ 9 = 4,249 141 

der erste nach (3) berechnete Näherungswerth. Da dieser im Allge- 
meinen in der 3% Dezimalstelle nicht sicher ist, so hätten wir eigent- 
lich f(a) und /" (a) nur in so viel Dezimalstellen zu entwickeln gebraucht, 
dass sich in y die 3'* Dezimale noch richtig ergibt; aus dem Umstande, 
dass /(a)'so klein ist, schliessen wir jedoch, dass a = 4,25 der Wahr- 
heit schon sehr nahe kommt und daher in diesem Falle diese erste 
Näherung schon zu einem Werthe der Wurzel geführt haben wird, der 


a N ae lan ee 
a Be a “ 





en I u 
red. 
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mindestens in der 4t®" oder Ste" Stelle noch richtig ist, wovon uns die 
nächste Näherung sogleich überzeugen wird. Wir setzen nun: 


a, = 4,249 141; dies gibt f(a,) = +- 0,000008393325 
f'(a,)= + 18.17247; somit y, = — 0,00000046187 
und 2 =4a + %, = 42491405381, 


ein Werth, welcher in der 9ten Dezimalstelle noch richtig ist. Auf 
gleiche Weise findet man für“ die beiden anderen Wurzeln 0,853634511 
und —- 1,102775049, deren letzte als positive Wurzel der Gleichung 
f(— x) = x? + 40° — 22 — 4 —=0 berechnet ist. 


126. Horner’s Methode. Es sei: 
f(x) ed DA A, 7? a (1) 


j 
die gegebene Gleichung; transformiren wir dieselbe in eine andere, 
deren Wurzeln um a kleiner sind, als die Wurzeln der Gl. (1) und 
wählen wir für a einen solchen Werth, dass das letzte Glied der 


transformirten Gleichung: 


nl £ lu. : 

(m - En nit... Hay Fa) (2) 

so klein wird, dass wir es näherungsweise als O0 ansehen können, so 

ist offenbar „= 0 eine Wurzel der Gl. (2), somit @=a eine Wurzel 

er Gl. (1). Auf diese Bemerkung gründet sich folgendes Verfahren. 
Es sei: 


A, ym +, 


da 


3 %4 i N 
Yannr Bag are 3 
ent a 1000 10000 AR \ ) 


Hu = — 
3 Auer, 


die zu berechnende Wurzel und 2=a,-+ 5 ein genäherter Werth der- 


selben, d. i. die untere von zwei nur um 0, 1 auseinander liegenden 
Grenzen, zwischen welchen die Wurzel liegt; vermindern wir die 

a Se N E 
Wurzeln der Gl. (1) um , + ee so erhalten wir die transformirte 


GE 
Yan + V, gm—1 +V er -2 +.. .+ Ve + Vo x + Vn == (4) 


in welcher der Kürze wegen: 
Vs un iR Sulga one Voss Vm-ı; I 


(m—1) =) (m—2) ( j =) 27] ( = 
/ (m+ 4 f 70) 2237 Von 


” (m — 1)ı 2 (mean PRIETE 


(+) at) 


statt: 


A 




















| 219 
gesetzt ist. Die Gleichung (4) besitzt nun eine Wurzel: 
ne a, | 
re RT 5 
100 5 1U00 y 10000 25 (5) 


welche ER: ist ; aber auch nur eine von dieser Eigenschaft, weil wir 
auch hier die in der Vorerinnerung zu $. 125 gemachte Voraussetzung 


a a 4 4 
festhalten, dass zwischen a, + DS und a, + nn nur eine Wurzel 


1 
der Gl. (1) liege.. Da nun die Wurzel (5) der Gl. (4) < Se ist, SO 


j £ x a. 
wird man einen genäherten Werth derselben = RS erhalten, wenn 


man in (4) die höheren Potenzen von x vernachlässigt und 


Ks K + Em —V0 
setzt, woraus: 
q; Vin 


in RER en EEE 6) 
100 Vn-ı | % 


folgt. Wir erhalten daher die zweite Dezimalstelle a, der Wurzel (oder 


allgemeiner die nächste auf a, folgende von O verschiedene Dezimal- 
stelle), indem wir das letzte Glied der Gl. (4) durch den Coef£eienten 
des vorletzten dividiren und dabei nur die erste bedeutende Stelle des 
Quotienten suchen. | 


(t. 2 
Sofort vermindern wir die Wurzeln der Gl. (4) um a so besitzt 


die neue transformirte Gleichung: 


Var er Vı& IE er San: De V—2 % + Vı % +: Yu =) ( | 


—] 
et. 


A, a, 
1000. 10000 
demnach wieder näherungsweise aus der Gleichung: 








ur 
eine Wurzel. x — .., welche < ob ist und sich 


Ü 


ad 
Wr. FERN ie N BEL RET Ne 8 
1% + Vm ergibt, woraus & Toon Zu (8) 


folgt. Die dritte, oder allgemeiner die nächste auf a, folgende bedeu- 
tende Dezimalstelle der Wurzel ergibt sich also abermals durch Divi- 
sion des letzten Gliedes der Gl. (7) durch den Coefficienten des vor- 
letzten Gliedes. 








Hierauf vermindere man die Wurzeln der Gl. (7) um — Bee: so er- 


halten wir eine neue transformirte Gleichung: 


ve" + Vi ar! + £ .+ V, ee 2° + ee 7 + vu Be D8 (9) 


er N En 9 a 
u Der N 
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deren eine Wurzel 2 = con E ocaon RUN Schr Hanee ungsweise 
aus: 

7 „ : (7 V’ 

I en ne BB ER an Tore: nn 7 (10) 


ergibt: Auf diese Weise wird fortgefahren, bis eine genügende Anzahl 
von Dezimalstellen der Wurzel entwickelt ist. Der ganze Rechnungs- 
mechanismus ist, wenn man dabei das in $. 97 gelehrte Bu dan’sche 
Transformationsverfahren in Anwendung bringt, höchst einfach und gleich- 
förmig. Die absoluten Glieder der aufeinanderfolgenden transformirten 
Gleichungen werden immer kleiner und im Verlaufe der Rechnung nur 
mit so vielen Dezimalstellen (oder höchstens um -eine mehr) entwickelt, 
als man in der Wurzel verlangt. Dabei haben die absoluten Glieder 
von V„ an immer dasselbe Zeichen, weil der wahre Werth der Wurzel 


! » x a 

immer auf derselben Seite der successiven Näherungswerthe a, + vo 
A, (l, er Ep sn 

a, + rn 2. 100’ u. s. w. liegt, nämlich grösser ist als diese. Das abso- 


lute Glied V„ der ersten transformirten Gleichung hingegen hat mit 
A,. gleiches oder entgegengesetztes Zeichen, je nachdem zwischen O und 


BR DR 
Dt A eine gerade (die O mit einbegriffen) oder ungerade Anzahl von 


Wurzeln liegt. 





\ 3 p 
Was die Sicherheit betrifft, mit welcher die Quotienten — Fe 
} \ n—1 





u. s. w. die aufeinanderfolgenden Dezimalstellen a,, a,,... 
m—l 


ergeben, so ist zu bemerken, dass es allerdings namentlich zu Anfang 
der Rechnung ın Folge der vernachlässigten Glieder geschehen kann, 


dass sich eine oder die andere derselben zu klein oder zu gross ergibt. 


Dies zeigt sich jedoch in der folgenden transformirten Gleichung. Wäre 


V, a 
z. BB— —"-—- 2 zu klein, so würde die folgende transformirte 
RE 100 


’ 
Vm 





A, 4 : 
Gleichung — — — = -—— und a, > 9 ergeben, was nicht sein kan 


Yon 1000 
Man wird daher a, um eine Einheit erhöhen und die Operation wieder- 
holen. Wäre jedoch a, zu gross, so würde in der folgenden transfor- 
mirten Gleichung das absolute Glied sein Zeichen. ändern, weil die 


real a 
Wurzel in diesem Falle zwischen 4, + 1: und a 


läge und bekanntlich: 





5 EURE TE Ne LEE MED 





EN: REITEN er BIER ITE, 
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ae: a a, 
Ya — (a, + “ und VY = la +2 ak u) 


Auch ist leicht einzusehen, dass die zwei letzten Glieder in den 
transformirten Gleichungen immer entgegengesetzte Zeichen haben müssen, 
wodurch sich das negative Vorzeichen in (6), (8), (10) erklärt. Denn 
da der Zahlenwerth des letzten Gliedes in den aufeinanderfolgenden 
transformirten Gleichungen immer kleiner und kleiner wird, so ist das 
Polynom f(x) in der Nähe des Werthes: 


EIERN RN 
EN RE RTE EUREN TER 


im Zunehmen oder Abnehmen begriffen, je nachdem das letzte Glied 
der transformirten Gleichungen negativ oder positiv ist. Im ersten Falle 
muss aber [$. 123, 1. Hilfssatz] der Coefficient des vorletzten Gliedes, 
als die erste abgeleitete Funktion von f(x), für eben diesen Werth von 
x, somit auch für die DEE Werthe: 


_ d, 
a Et, 
org 


positiv, im zweiten negativ sein. 


ist. 





uU. Ss, W. 





OR 


127. Zur Erläuterung dieser Metnode, welche unter allen bekann- 
ten ohne Zweifel den grössten praktischen Werth hat,*) mögen folgende 
Beispiele dienen. Es ist schon oben bemerkt worden, dass man die 
absoluten Glieder mit so vielen Dezimalstellen entwickelt und bis zu 
Ende fortführt, als man in der Wurzel sichere Dezimalstellen verlangt. 

. Hingegen werden in den übrigen Gliedern der tränsformirten Gleichun- 
gen nur immer so viele Stellen beibehalten, als auf die letzte Stelle 
des absoluten Gliedes von Einfluss sind. 


1. Beispiel. Nehmen wir die bereits oben behandelte Gleichung 
| f(x) = a? — 48? — 2 +41=0 


vor, deren Wurzeln in den Intervallen 10; it, (4; 51, A 1, — 2} 
liegen und berechnen wir die zwischen OÖ und 1 liegende Wurzel mit 
9 Dezimalstellen. Sie liest, wie man leicht findet, zwischen 0,8 und 
Bi es ist also: 
es Prof. 5. Spitzer hat. diese Methode wesentlich ausgebildet und auch 
auf die Berechnung imaginärer Wurzeln, die Auflösung höherer Gleichungen 
- mit mehreren Unbekannten und transcendenter Gleichungen mit Erfolg ange- 
wendet. (Allgemeine Auflösung der Zahlengleichungen mit einer oder meh- 
reren Unbekannten. Von 8. Spitzer. Wien, 1851.) 








ja hal Bat 

Fa (- RT 1) 

ein genäherter Werth; wir vermindern die Wurzeln der Gl. um 0,8 
und erhalten: 


1, rasen 34 
0:8]: 17 a2 er 
RE 
ne | 


Die erste transformirte Gleichung ist sonach: 
23 — 1,682 — 6,482 40392 =0, 
woraus man: 











100 Neu Are | 
findet; somit ist x — 0,85. Wir vermindern jetzt die Wurzeln dieser 
Gleichung um 0,05 und haben: | 

1 —16 — 6,48 + 0,352 
0,05] 1 — 1,55. — 6,5575 + 0,024125 
— 1,50. — 6,6325 
| — 1,45 
Es ist daher die zweite transformirte Gleichung: | 
x — 1,452” — 6,6325% + 0,024125 = 0, 
woraus man: = 
A, N Prkah, 
1000 = 0,980 | 
findet, wodurch x = 0,853 wird. Wir vermindern sofort die Wurzeln 


der letzten Gleichung um 0,003 und erhalten: 


== U008 


sd. 1,4570 6,6825 + 0,024125 
0,03] — 1,447 —- 6,636841 + 0,004214477 
— 1,444 — 6,641173 
— 1,441 ? 


die 3'° transformirte Gleichung ist also: | ® 
x? — 1,4418? — 6,641173x + 0,004214477 —=0, 
welche die 4° Dezimalstelle: 
a 230 00ER ee Be 
10000 ET: Se E 
liefert ; dies gibt x —= 0,8536 und wenn wir die Wurzeln der letzten 
Gleichung wieder um 0,0006 vermindern: 
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en Aal 63 ONE 
0,06] — 1,441 — 6,642038 + 0,000229254 
— 1,44 -— 6,64290 
a! 
als transformirte Gleichung : 
> — 1,4%? — 6,642902 + 0,000229254 = 0, 
aus welcher die 5!° Dezimalstelle: 


4; 0,000229 . . . 
een rt B AR 0) 
100000 RT ae N 








folgt; es ist also x = 0,85363. 


Wir ‘haben hier im 2#te" und 3ten Coefficienten bereits Dezimal- 
stellen weggelassen; denn da wir im letzten Gliede 9 richtige Dezimal- 
stellen brauchen, der nächste Operationsfaktor 0,00003 jedoch schon 
5 Dezimalstellen hat, so bedürfen wir im vorletzten Coeffieienten nur 
9--5==4 Stellen und eine zur Correctur, also im ganzen nur 5, im 
2ten Ooeffieienten daher 5 — 5 +1 =1 Stelle. Vermindern wir jetzt 
die Wurzeln der letzten Gleichung um 0,00003, so folgt: 


„4 —14 — 6,61290 + 0,000229254 
0,03]  — 1,4 — 6,64294 + 0,000029966 
— 6,6430 


somit als nächste transformirte Gleichung: 
x? — 1,4%? — 6,6430z + 0,000029966 —= 0, 


in welcher, da der nächste ÖOperationsfaktor 6 Dezimalstellen ‚hat, der 
vorletzte Coefficient nur mit 4, der zweite eigentlich mit <— 6 +1=— 1 
Stellen anzusetzen ist, so dass wir in diesem auch die Einheit nicht 
mehr brauchen. Daraus tolet, dass der vorletzte Coefficient keine 
Aenderung mehr erleidet, und von jetzt an verwandelt sich das Auf- 


suchen der noch fehlenden vier letzten Dezimalstellen der Wurzel, wie 


eine leichte Ueberlegung, oder der Versuch, die folgenden Transfor- 
mationen wirklich vorzunehmen, lehrt, in eine einfache Division: 
0,000024966 : 6,643 = 0,000004511 
3394 
73 
7 


Die Wurzel ist somit auf 9 Dezimalstellen richtig: & = 0,853634511. 
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Berechnen wir eben so die zweite in dem Intervalle i4; 51 lie- 


gende positive Wurzel. Wenn, wie es hier der Fall ist, die Wurzel 

einen ganzen Bestandtheil hat, so ist es kaum nöthig, sie in engere 
Grenzen einzuschliessen und die Zehntel noch nach $. 116 zu suchen, 
da sich diese immer schon wenigstens sehr nahe durch die Horner’sche 
Methode ergeben. Die folgende Rechnung wird nun ohne weitere Be- 
merkung verständlich sein; die successiven Transformationen sind durch 
einen Horizontalstrich getrennt; die letzten zunächst über einem Strich 
stehenden Zahlen jeder Verticalcolumne sind die Coefficienten der trans- 
formirten Gleichung und für die folgende Transformation nicht neuer- 
dings angesetzt. 
































ea +4 x = 4,249140538 
4] VREREERR en | 
As and 
ne 4:14 — 0,2 
0,2] 438,2: 215,64 — 0,872 ® 
8,4 17,32 
8,6 - 0,872 :17,...— 0,04 
0,04] + 8,64 + 17,6656 —- 0,165376 
8,68 18,0128 
I RN a ‚50,165 55 IE 
0,09] + 8,729 + 18,091361 —- 0,002553751 
8,738  18,170003 5 
2 8747° 0.2.0 233.0:00265 2 mar u 
0,01] + 8,747 + 18,170878 -—- 0,000736662 
18,17175 | 
RS TER 2.2...2...,0000736 „. ; 18 — 0,00004 
0,04] +87 + 18,17210 — 0,000009778 
| 18,1724 | 
0,000009778 : 18,17 — 0,000000538 
693 | 
148 


Die Wurzel ist demnach x = 4,249140538. 

Die dritte in dem Intervalle Br 1, — 21 liegende Wurzel berech- 
nen wir endlich aus der Gleichung f(— 2) —=x° + 4x? — 22 — A—0 
wie folgt: 


*, Dieser Zeichenwechsel rührt von der zwischen 0 und 4 liegenden Wurzel 
0,852.2.00..her. | 
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1 +4 — 2 — 4 2 =.T,102775049 
1] 5 +3 — 1 
6 9 
7 21 
0,1] [68 HL — 0,029 
1e2 10,43 
: (a, 0,029 :10 = 0, 002 
0,02] 7,302 10,444604 — 0, 008110792. 
7,304 _10,459212 
5 7,306 0,0081 : 10,4 = 0,0007 
0,07] 7,307 10,464327 — 0,000785763 
7,31 10,46944 
N 0,00078 : 10 — 0,00007° 
0,07] 10,46995 —- 0,000052867 
10,4705 
0,000052867 : 10,4705 — 0,000005049 
5145 
a7 
somit die dritte Wurzel x = — 1,102775049. Die Summe der drei 
"Wurzeln ist —= 4, wie es sein soll. 


128. Die Regula falsi. Man versteht hierunter eine Auflösungs- 
methode der Gleichungen, welche aus zwei bekannten genäherten Wer- 
{hen der Wurzel und den Substitutionsresultaten derselben einen g6- 
naueren Werth finden lehrt. Es seien: 

Fan At EA a TE... + A 0 (1) 
die gegebene Gleichung, x, die gesuchte Wurzel und a,, a, zwei 
le Werthe derselben (die Hypothesen), so kann man x, =a, +6, 
und x, —=a, + 0, setzen, wo also Öd,, d, die Fehler der anne 


sind und kleiner als 1 angenommen wer den. Substituiren wir a, —=2, — 6, 
und a, —= x, — Ö, in die gegebene Gleichung, so erhalten wir: 

! ; iR X fen) 7 
a) te 


m 2 
EBERLE EN) e 


2] IE m! 
Beachtet man nun, dass, weil &, IR gesuchte Wurzel, f(x,) — 0 ist, 
“und dass d,, 6, kleine Grössen sind, deren höhere Potenzen wir, da es 
sich bloss um eine Näherung handelt, vernachlässigen können, so gehen 
die letzten Gleichungen über in: 
f(a)= — dif’(®,) und f(a,) = — &f' (a), 


Heu, Höh. Mathematik, I. 3. Aufl. 15 
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aus welchen durch Division: 


f(a,) 5% ö, (3) 





f(a,) , dg 3 
folgt, eine Gleichung, welche zeigt, dass die Substitutionsresultate 
zweier genäherten Werthe der Wurzel sich näherungsweise verhalten, 
wie die Fehler dieser Werthe, eine Regel, welche man gewöhnlich so 
ausspricht: Die Fehler der Resultate verhalten sich wie 
die Fehler der Hypothesen. 

Es bedarf wohl kaum der Erwähnung , dass dieser Satz immer 
nur näherungsweise gilt und um so richtiger ist, je kleiner die Fehler 
Ö,, d, der Hypothesen sind. Aus ” folgt nun: 

/(a,) ) erg 
[(@,) En — dig 


_%fa)— ya) _ (a, -a)fla) 
naar) re 
\ 2 
als genaueren Werth der Wurzel zieht. Verbindet man diesen mit 
einem der früheren Näherungswerthe, a, oder a,, je nachdem nume- 
risch f(a,) < oder > f(a,) ist, oder auch mit einem anderen plau- 
sibleren Wertheı und wiederholt die Rechnung nach Formel (4), 
erhält man abermals einen genaueren Werth u. s. f. Für den Praktiker 
ist diese Methode ihrer Einfachheit wegen und namentlich desshalb von 
grossem Werthe, weil sie auch auf transcendente Gleichungen unverän- 
dert Anwendung findet, was darin seinen Grund hat, dass, wie wir 
später sehen werden, jede Funktion f(x) in die Form der Glen. (2) 
entwickelt werden kann, nur mit dem hier nicht in Betracht kommen- 
den Unterschiede, dass der rechte Theil der Glgn. (2) eine unendliche 
Reihe wird, wenn f(x) eine transcendente Funktion ist. 
its Beispiel. Berechnen wir die zwischen 4 und 5 liegende 
Wurzel der Gleichung x? — 4x? — 22 +4==0, so erhalten wir: 


woraus man: 








für a, —4 fla,)= —4 
A las H iR somit &, —= 4,2 
art A EN ' 
ad, = 4,2 f(a,) = — r 872 x, — 425 
für a, — 4,2 f(a,) = — 0,872 
a, — 4,25 f(a,)—= + 0015625 ©, —= 4,2491 
für a, = 4,2491 f(a,) = — 0,00073667 a 
4,25 f(a,) = + 0,015625 %, — 4,24914052 
für a, — 4,2491 f(a,) = —- 0,00073667 
a, — 4,24914052 ra) — — 0,00000083 x, — 4,249140538 








so wie oben. Um auch die Anwendung dieser Methode auf transcen- 


dente Gleichungen zu erläutern, wählen wir als 


Be abeispiel..die Gleichung f(2)—= log — 17=0, unter 
log briggische Logarithmen verstanden. Man findet mit Hilfe der Lo- 
garithmentafeln sehr leicht, dass x zwischen 14 und 15 liegt und setzt 
also: 


Be 14 f(a,) = — 0,954 

a =:15 f(a,) = + 0,641 240 

a —=146  fla)—= — 0,000448 

147 fla)— + 0.159568 2 — 14,600280. 


Für diesen Werth von x redueirt sich der Ausdruck zlogz — 17 in 
den ersten 6 Dezimalstellen schon auf O0 und die Näherung lässt sich 
daher, wenn man nur mit siebenstelligen Logarithmen rechnet, nicht 
weiter treiben, da mit solchen der Werth von zlogx sich nur mit 6 
Dezimalstellen richtig ergibt. 
3'e® Beispiel. Man suche den Bogen x aus der Gleichung: 
f(z) = x — 0,2 sinz — arc (82° 24’ 37",85) = 0. 


Aus einer Tafel, welche die Längen der Kreisbogen in Theilen des 
Halbmessers ausgedrückt enthält, findet man zunächst: 


arc (820 24° 37”,85) — 1,4383348, 


so dass die Gleichung eigentlich lautet: 


f(2) = x — 0,2 sinz — 1,4383348 —=.0; 
beachtet man nun, dass «> 82° sein muss und in dieser Gegend sinx 
nahe = 1 ist, so ersieht man sogleich aus derselben Tafel, dass x 
zwischen 93° und 94° liegen muss, da arc93° — 1,623 ..., und 
arc 94° — 1,641... ist. Man setze also: 








Ar = 93°, so wird f(a,) = — 0,01490 
a, = 94%, - -. flo) + 0,00277, 
und man erhält, da a, — a, — 1° ist, nach (4) als genaueren Werth: 
— 0,01490 
2 — 0 DE — 93 0 843 — 93° 50',6 
98 +1. ger 93° + 00,843 
Setzen wir ferner: | 
0, =.98%.50', s0 wird fla,) = — 0,0001867 
a, =93° 51, - - -fla,)= + 0,0001080 und hiemit: 
— 0,0001867 
— 93° i Ei 2 = 950750". 38”,01, 
Ban 0 Zuu 7 2,0,0009947 SER, 


15° 
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welcher Werth bis auf eine Einheit in der 7" Dezimalstelle der Glei- 


chung Genüge leistet. 


Berechnung gleicher und nahe gleicher Wurzeln. 


129. Enthält eine Gleichung wiederholte Wurzeln, so kann man 
nach der in $. 100 entwickelten Theorie aus derselben andere Glei- 
chungen ableiten, welche entweder alle Wurzeln, aber jede nur einmal, 
oder bloss die ungleichen Wurzeln, oder bloss die wiederholten Wur- 
zeln, jede nur einmal enthält und welche sofort nach den in den vor- 
hergehenden $$. dargestellten Methoden aufgelöst werden können. Man 
kann jedoch auch die Aufgabe stellen, eine wiederholte Wurzel unmit- 
telbar aus der gegebenen Gleichung zu berechnen. Dass die obigen 
Methoden nicht ohne weiteres auch auf solche Wurzeln angewendet 
werden können, ist leicht einzusehen. Sowohl bei Newton’s als 
Horner’s Methode wird die Verbesserung eines schon genäherten Wer- 
thes a einer Wurzel x, durch den Quotienten — f(a): f’(a) gegeben ; 
ist nun diese Wurzel eine wiederholte, so ist nebst f(x, ) auch f(x,)=0 
und in den successiven Näherungen convergiren sowohl Zähler als Nen- 
ner jenes Quotienten gegen die Nulle, wodurch derselbe unfähig wird, die 
gesuchte Verbesserung auszudrücken. Die Regula falsi würde, wie dies aus 
den Glen. (2), $. 128, hervorgeht, die Auflösung einer Gleichung vom 
‚ten Grade erfordern, wenn die Wurzel in der gegebenen Gleichung 
rmal vorkommt, wodurch diese Methode auch unbrauchbar wird. Die 
Horner’sche Methode lässt sich hingegen mit geringen Modificationen 
auch auf diesen Fall anwenden. 

Sei nämlich & == a +4 w eine wiederholte Wurzel der gegebenen 
Gleichung und a ein genäherter Werth derselben. Vermindern wir die 
Wurzeln der gegebenen Gleichung um a, so erhalten wir als transfor- 
mirte Gleichung: 

pw) — V,w" + mer I Ym-ıW* + VYm=3W°. + 

+ In-2w? + In wt Im = 0, (1) 
welche nun die Wurzel » mehrmals enthält. 

Ist nun diese Wurzel eine doppelte, so ist nebst p(w) auch noch 
p (w) = 0, d. h. es besteht die Gleichung: 


pw) = mr wu"... HIV 5W H 2Vm-2Ww # Vnı =0, 2 
in’ welcher wohl Yu-ı=f’(a), nicht aber 2V„-2=f”(a) gegen Null 
convergirt, weil die Wurzel nur als zweifache vorausgesetzt _wurde 


und somit der Gl. pw) —- 0) nur einmal zukommt. Man kann daher 
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näherungsweise 2V „2% + Vu_ı = 0 setzen, woraus als genäherter 
Werth: 





RE Im 
2Vm-3 
folgt. Dieser Ausdruck tritt daher bei einer doppelten Wurzel an die 
ee 
Stelle des Quotienten — ee in $. 126. Um daher die successiven 
m—l 


Dezimalstellen einer doppelten Wurzel zu erhalten, wird man in den 
aufeinanderfolgenden transformirten Gleichungen den "vorletzten Coef- 
ficienten ‘durch den vorvorletzten dividiren und vom Quotienten die 
Hälfte nehmen. 

Ist die Wurzel eine dreifache, so besteht nebst der Gl. (2) auch 
noch die folgende: 

pP (w)—=m(m—1)V,w"? +...+2.3V/usw+ 2V/u_2 = 0, 
aus welcher sofort näherungsweise 2.3 Vu sw + 2Vn a =0, d.i. 
er 

2 A 
folgt; die successiven Dezimalstellen einer dreifachen Wurzel ergeben 
sich daher, wenn man den drittvorletzten Coeffieienten durch den viert- 
vorletzten dividirt und vom Quotienten ein Drittel nimmt. 

Auf diese Weise fortfahrend kommt man zu dem Schlusse, dass 
sich bei Anwendung des Horner’schen Verfahrens die successiven 
Dezimalstellen der Wurzel aus den Quotienten: 
nn U 
Vi 2 Va 3 Vs a er p Vnp 
ergeben, je nachdem die Wurzel eine 1, 2, 3, ... oder pfache ist. 

Ein ausgeführtes Beispiel dürfte bei der Einfachheit der Sache 
unnöthig sein; man kann z. B. das Verfahren auf die Gleichung: 


ar = 2: — a? +23 + 1=0 
anwenden, welche 2 Paare gleicher Wurzeln enthält, das eine zwischen 
1,6 und 1,7, das andere zwischen — 0,6 und — 0,7 (nämlich 





ee 
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130. Man kann die obigen Ausdrücke (3) noch in einer anderen 
Form darstellen. Nehmen wir zuerst an, die fragliche Wurzel sei eine 
doppelte, so enthält auch die Gl. (1) im vor. $. die Wurzel w zweimal; 
betrachten wir nun w als eine kleine Grösse erster Ordnung, so sind 
die drei letzten Glieder der Gl. (1) von der 2° , die übrigen jedoch 


N a a ae ne 
> . ra a DE a re a Sa. 
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von höherer Ordnung, so dass wir, mit Vernachlässigung dieser Glie- 
der, w aus der Gleichung: 

IYn-w? # Vmı® Im = 0 
näherungsweise bestimmen können. Nebst dieser besteht aber noch, weil 
w eine doppelte Wurzel, näherungsweise die Gleichung: 


2V m w + Vn-ı —0 


m—1 ? 
——— folgt; 
2 Va ; 


eliminirt man aber aus beiden letzten Gleichungen die Grösse Vu_2, 


23V, ! x 
so erhält man w=— ——; so dass sich also aus beiden Ausdrücken: 
m—1 





aus welcher der bereits oben für ww gefundene Werth — 





23 2 Vn—2 a Ya-ı 
nahe derselbe genäherte Werth für ww ergeben muss und zwar werden 
die beiden Werthe einander um so näher kommen, je kleiner « ist. 

Ist die Wurzel eine dreifache, so bestehen näherungsweise die 
Gleichungen: 
Von_3w® + Vrds: + Yn-1Ww 7 Ym 03 
3VYn-sw? + 2Vn-w + Yun =0, 
6V 13% + 2 Ym-2 0; } 
DR Vm—2 
“ 3 Vu 
liefert; aus den beiden anderen erhält man durch successive Elimination 
von VYm_s und VYn_2 noch die Ausdrücke: 
Vn— und w= — ax. : 
Lee: Vn-ı 
Bei einer 4fachen Wurzel würde man auf demselben Wege für w 
die Ausdrücke: 





deren letzte den schon oben gefundenen Ausdruck für w — 


W = — 








Von 2Vm- 3m a. Um 
4 Va 3 Vn—3 2 Ve Var 
finden u. s. w. und immer kommen die numerischen Werthe dieser ver- 
schiedenen Ausdrücke einander um so näher, je kleiner w schon ist. 








131. Diese Ergebnisse setzen uns in den Stand, die Horner’sche 
Methode auch auf die Trennung und gleichzeitige Berech- 
nung nahe gleicher Wurzeln mit Vortheil anzuwenden. 

Nehmen wir an, eine Gleichung besitze zwei nahe gleiche Wurzeln, 
welche den ganzen Bestandtheil a, und die r ersten Dezimalstellen «,, 
dy, Ay, ... Gr gemeinschaftlich haben, so dass sich dieselben erst in 
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der (r -+ 1)" Stelle trennen. Hat man sich nun durch die Analyse 
der Gleichung, etwa nach dem Sturm ’schen Lehrsatze, den gemein- Er: 


ge 


schaftlichen Näherungswerth a, + verschafft, so vermindere man 


zuerst die Wurzeln der Gleichung um diese Grösse und erhält sofort 
die übrigen gemeinschaftlichen Wurzelziffern aus den successiven trans- 


n—1 


formirten Gleichungen mittelst des Quotienten — Rh indem in Be- 


U 
zug auf diese Stellen die beiden Wurzeln offenbar als gleiche zu be- 
trachten sind; die so erhaltenen Dezimalziffern müssen mit jenen über- 





Re 2 N 
einstimmen, welche der Quotient — —— gibt, was als Probe gilt, 
m—1 i 


dass dieselben beiden Wurzeln angehören. Auf diese Weise fährt man 
fort bis zu jener Dezimalstelle, an welcher sich beide Wurzeln trennen ; 
diese wird sich dadurch verrathen, dass sie sich nicht gleichlautend 
aus den beiden obigen Quotienten ergibt, oder, wenn dies bisweilen 
; IHRES: IRB, 
noch der Fall ist, die aus —-— sich ergebende Dezimalziffer einen 
Zeichenwechsel des letzten Gliedes bewirkt, was offenbar andeutet, dass 
man über die kleinere Wurzel bereits hinweggegangen ist. Die folgen- 
den ungleichen Dezimalstellen beider Wurzeln ergeben sich nun auf 


14 | 
gewöhnliche Weise aus dem Quotienten — ———-, wobei nur die ersten 
mi 


ungleichen Ziffern a,;ı und «@,;ı beider Wurzeln einige Versuche er- 
fordern werden; für «a,;, ist offenbar die grösste Zahl zu nehmen, für 
welche das Zeichen des letzten Gliedes der transformirten Gleichung, 
welche auf jene folgt, die die letzte gemeinschaftliche Dezimalstelle 
geliefert hat, noch ungeändert bleibt; für «',.;ı die grösste Zahl, für 
welche dieses Glied noch einen Zeichenwechsel erleidet. 

Aehnlich ist der Vorgang, wenn die Gleichung in einem bestimm- 
ten Intervalle mehr als zwei, z. B. p nahe gleiche Wurzeln besitzt. 


d z d 1 k i 3 
Bezeichnet wieder a —1 einen eemeinschaftlichen Näherungswerth 
er) 5 


a > £ da . > 
und hat man zunächst die Wurzeln der Gl. um a, + iR vermindert, so 


ergeben sich die folgenden gemeinschaftlichen Wurzelziffern aus dem 


. Vrzp+ı 
Quotienten —— —""_?*2 und müssen mit den aus dem Quotienten —- — 
P. Vnp ML 
abgeleiteten stimmen. Die Wurzeln trennen sich an der Stelle, bei 


welcher diese Uebereinstimmung aufhört oder ein Zeichenwechsel im 
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letzten Gliede andeutet, dass die kleinste Wurzel überschritten ist, 
welche sodann aus der letzten transformirten Gleichung mittelst des 


E . Von 

gewöhnlichen Quotienten — -.— 
m—1 

derselben transformirten Gleichung erhält man die übrigen Wurzeln ohne 
Schwierigkeit mit Rücksicht auf die im letzten Gliede eintretenden 
Zeichenwechsel, wenn sämmtliche » Wurzeln an der ersten auf die 


letzte gemeinschaftliche Ziffer folgenden Stelle verschiedene Ziffern haben. 


weiter entwickelt werden kann. Aus 


Haben aber einige dieser Wurzeln an der genannten Stelle wieder ge- 
meinschaftliche Ziffern, so wird sich die Abtrennung der einzelnen Grup- 
pen durch den Verlust mehrerer Zeichenwechsel — übereinstimmend 
mit dem Budan'’schen Lehrsatzee — verrathen und es ist dann das 
Verfahren der nahe gleichen Wurzeln wieder auf eine jede solche ein- 
zelne Gruppe anzuwenden. — Da übrigens dieser Fall in der Praxis 
nicht leicht vorkommt, so möge diese kurze Andeutung hier genügen, 
indem einige die Rechnung abkürzende Kunstgriffe dem aufmerksamen 
Rechner sich theils selbst darbieten, theils nur. bei grösserer Uebung 
geläufig bleiben. 


Als Beispiel wollen wir die bereits in $&. 123 analysirte Gleichung: 
x* + 402°? + 1852? — 198x& + 48 —0 wählen, welche zwei nahe gleiche 
Wurzeln in dem Intervalle [0,4 und 0,51 besitzt, vermindern wir da- 
her zunächst die Wurzeln der Gleichung um 0,4 und verfahren sodann 
nach obiger Vorschrift, so steht die Rechnung so: 
































1+40 + 185 — 198 + 48 
0,4] 40,4 201,16 117,536 0,9856 
40,8 217,48 30,544 
1172 233,96 Var; 2 Um 
1 —=0,06, A 
41 ’ 6 2 Vn--2 Vn-ı 
0,06] 1 + 41,66 + 236,4596 — 16,356424 + 0,00421456 
41,72 238,9628 2,018656 
41,78 241,4696 Ve, SD Wh 
==D.008 — — 9.004 
41,84 2 Vm—2 Vz 
9 Set 55 in pl = > 
0,04] 1 + 41,85 + 241,6370 -- 1,052108 -- 0,00000613 
241,8044 0,084890 
241.9718 
Ya i 2 
—— 0091, — == 0,00007 
2 Vm—2 Vn-i 
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Bis zur 3‘ Dezimalstelle geben die beiden Quotienten — — 


2V, R 
und — -—- dieselbe Ziffer; es sind daher 0,464 die gemeinschaftlichen 
m—1 


Anfangsziffern beider Wurzeln, welche sich in der 44" Dezimalstelle 
trennen. Vermindert man nun die Wurzeln der letzten transformirten 
Gleichung um 0,0001, so bleibt das letzte Glied positiv; vermindert 
man um 0,0002, so wird es negativ und wird abermals positiv, wenn 
man um 0,0003 vermindert. Daher ist I die vierte Stelle der einen, 
2 die der anderen Wurzel, welche somit jetzt getrennt sind und nach 
dem gewöhnlichen Verfahren weiter entwickelt werden können. 

Für die kleinere Wurzel hat man: 


; 1 442 + 241,972 — 0,08489 + 0,00000613 
0,01]- + 241,98  — 0,06069 + 0,00000006 
— 0,03649 


Das letzte Glied durch das vorletzte dividirt, gibt 0,000002 und 
die Wurzel heisst also auf 6 Dezimalstellen genau: 0,464102. 
Für die andere Wurzel steht die Rechnung wie folgt: 








: 1 +42 + 241,972 — 0,08489 - 0,00000613 
0,02] 241,98  — 0,08649 — 0,00000117 
241,99 + 0,01191 
242 
0,04 242 + 0,0216 — 0,00000031 
0,0313 


Die Wurzel ist demnach —= 0,464249. 


B. Gleichungen mit zwei und mehreren Unbekannten. 


132. Wenn zwischen zwei Unbekannten x, y zwei algebraische 
Gleichungen vom nt“ und m!" Grade gegeben sind, so können diesel- 
ben, indem man sie nach Potenzen der einen Unbekannten ordnet, immer 
von folgender Form vorausgesetzt werden: 

P=A,e" + A," +4,02 +4,07 +...4+A4,-1% + An =0, (1) 
Q—= B,@"+ Ba" 4 B,ar 2 + B,0"3 +... + Bat + Bm =0, (2) 
wo die Üoefficienten A und B ganze rationale Funktionen der zweiten 
Unbekannten % sind. Der Grad einer solchen Gleichung bestimmt sich 
. durch die höchste vorkommende Exponentensumme der in einem Gliede 
multiplicirten Potenzen von & und y, wobei auch einer der Exponen- 


ten Null sein kann. Eine vollständige Gleichung des n'“" Grades 
zwischen zwei Unbekannten, wie (1), enthält daher alle Potenzen von 
x und %, welche diesen Grad nicht übersteigen, so wie alle Produkte 
dieser Unbekannten , in welchen die Summe ihrer Exponenten die Zahl 


n nicht überschreitet. Fehlen einige dieser Glieder, so heisst die Glei- 


chung unvollständig. 

Sollen demnach die Gleichungen (1) und (2), wie vorausgesetzt 
wurde, beziehungsweise vom n!“" und m#*" Grade sein, so dürfen die 
Coefficienten A,, P,, y nicht enthalten; ferner sind A,, B, ganze 
Funktionen von y höchstens vom 1°"; A,, B, höchstens vom 2te ; 
A,, B, höchstens vom 3°" u. s. w., An, Bu beziehungsweise höchstens 
vom n'" und me" Grade. Da A,, BD, von y unabhängig sind, so kön- 
nen wir die Gleichungen durch diese Coefficienten dividirt denken, was 
wir in der Folge als geschehen annehmen wollen. | 

Jedes System von Werthen der beiden Unbekannten, £—=0, y=P, 
welche, in (1) und (2) substituirt, diesen Gleichungen Genüge leisten, 
heisst eine Auflösung oder ein Wurzelpaar. Ueberschreiten diese 
Gleichungen den ersten Grad, so lassen sie immer mehrere Auflösun- 
gen zu, deren Anzahl jedoch, wie später gezeigt werden wird, nicht 
grösser sein kann, als das Produkt mn Einheiten hat. Man gelangt zu 
diesen Auflösungen, indem man aus den gegebenen Gleichungen eine 
der Unbekannten, etwa x, eliminirt, d.h. aus ihnen eine neue Glei- 
‚chung ableitet, welche nur y enthält und aus welcher sofort die Werthe 
dieser Unbekannten gefunden werden können, welche in Verbindung mit 
den korrespondirenden Werthen von x die Gleichungen (1) und (2) 
identisch machen. Diese Gleichung in y, die sogenannte Eliminations- 
gleichung, muss offenbar die Eigenschaft besitzen, dass sie nicht 
durch mehr und nicht durch weniger Werthe von y erfüllt wird, als 
die Gleichungen (1), (2) Auflösungen zulassen. | 

Sei —=«o, y—=f ein Wurzelpaar der Glgn. (1), (2), und denken 
wir uns den Werth „= aus der Eliminationsgleichung bereits gefun- 
den und in beide Gleichungen substituirt, so enthalten dieselben nur 
mehr die Unbekannte & und müssen offenbar für x —= « beide iden- 
tisch werden, somit den gemeinschaftlichen Wurzelfaktor (x — .@) be- 
sitzen. Hieraus folgt, dass man die zu irgend einem Wurzelwerthe & 
von y gehörigen Werthe von x finden wird, wenn man / statt y in den 
Polynomen (1) und (2) substituirt, zwischen beiden den grössten ge- 
meinschaftlichen Theiler p(x) sucht und die Gl. g(2)=0 auflöst. Jede 
Wurzel der Gl. p(x) —=0 gibt in Verbindung .mit y —= f eine Auf- 
lösung der Gleichungen (1) und (2). Beachtet man die oben angeführte 
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wesentliche Eigenschaft der Eliminationsgleichung, so folgt aus dem eben 
Gesagten, dass, wenn die Gl. p(x)—=0 vom kt" Grade ist, die Wurzel 
P der Eliminationsgleiehung kmal zukommen muss, und umgekehrt. 
Wie man sieht, kommt es daher nur noch auf die Bildung der 
Eliminationsgleichung an, wozu wir verschiedene Methoden besitzen. 


135. Das aus den Elementen unter dem Namen der Substitutions- 
methode bekannte Verfahren, aus zwei Gleichungen des ersten Grades 
eine Unbekannte zu eliminiren, lässt sich auch auf höhere Gleichungen 
mit gutem Erfolge anwenden. Es besteht bekanntlich darin, aus der 
einen Gleichung, etwa (1), den Werth von x in Funktion von y aus- 
gedrückt zu nehmen und in (2) zu substituiren, wodurch man eine 
Gleichung in % erhält, welche sämmtliche Werthe dieser Unbekannten 
darbieten wird, für welche beide Gleichungen zusammen bestehen können. 

Da aber die Gleichung (1), nach x aufgelöst, n Werthe für diese 
Unbekannte liefert, etwa: 

= pY) B=mWY, = NY): -- mp9): 
so haben wir jede dieser Wurzeln in (2) zu substituiren; wir erhalten 
dadurch » Gleichungen: 

en Ba Bor 2. + Bn—0 

aD aa Ba en BD 
N ee hl 2 He a RER ke a \ (3) 


Br men Ban u Bar +... + Bm 0 
und jeder Werth von %, welcher irgend eine dieser Gleichungen iden- 
tisch macht, liefert eine Auflösung der Gleichungen (1), (2); und zu- 
gleich kann kein anderer Werth von %y, der nicht eine Wurzel irgend 
einer dieser Gleichungen ist, eine Auflösung sein. Multiplieiren wir da- 
her die Gleichungen (3), so erhalten wir eine neue Gleichung in y: 
ERROR UNE (4) 
welche offenbar für alle Werthe von % identisch wird, welche irgend 
einer der Glgn. (3) genügen, aber auch nur für diese und somit die 
gesuchte Eliminationsgleichung ist. 

Nun lassen sich zwar die Wurzeln ©, &,....% der Gl. (1), 
welche in (4) erscheinen, allgemein nicht finden; es ist aber die linke 
Seite der Gl. (4) eine symmetrische Funktion dieser Wurzeln, da durch 
Vertauschung der Grössen x,, %,, %,...%, unter einander die Fak- 
toren wechselseitig in einander übergehen, wodurch nur die Ordnung 
derselben, nicht aber der Werth des Produktes geändert wird. Dieses 
wird daher, gehörig entwickelt, verschiedene in die Coefficienten Dr, 
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B,.... PB, multiplieirte symmetrische Funktionen der Wurzeln x, 
Buyakıy Zurder2GE (1) enthalten, welche sofort, ohne diese Wurzeln 


zu kennen, durch die Coefficienten A,, A,,... A, der Gl. (1) nach den 
in 88. 101, 102 und 103 entwickelten Vorschriften rational ausgedrückt 
werden können. 
Das Verfahren ist so einfach, dass ein Beispiel zur Verdeutlichung 
genügen wird. Die gegebenen Gleichungen seien: 
x?” + (24y-- 1W)2z 4 y’— 10y+21=0, (@) 
> — (2y— 6)? — y+t5—=d (8) 
Bezeichnen wir die Wurzeln der Gl. (a), da sie nach x vom 2ten 
Grade ist, mit .,. x,, und substituiren wir selbe in (2), so kommt: 
=" —-(y—b)a, +? —6y+5—0, 
,=22 — (2y—6)s, +” —6dy+5—0; 
durch Multiplikation dieser Gleichungen erhalten wir: 
or 03 — (2y— 6\ata, + ade) + (y? —6y +5) + R2)+ 
+ (249 — 6)'2,%, 
u CH U En NR Sr Hs rn 
+ (a 6y + 5)° 
Nun ist: 
ir = & u) nach 8. 92, 
2%, Vera DV 
folglich : | | 
xl 02 — y* — 20y? + 1429? — 420y + 441, 
0 + 330 — art, + %,)—= — 29° + 309° — 1429 + 210, 
x? +22 — (2, + 2,)” — 2%, 0, = 2y” — 20y + 58. 
Diese Ausdrücke in (y) substituirt und reducirt, erhält man als 
Eliminationsgleichung: 
y! — 1693 + 924? — 224y + 192 — 0. 
Als Wurzeln derselben findet man: 
uze22, Bed, 
und als zugehörige Werthe von x nach dem im vorigen $. angegebenen 
Verfahren : 
wies Ay 3, — 1. 
Diese Methode wird leider ziemlich beschwerlich, wenn die Glei- 
chungen den zweiten Grad übersteigen; sie ist übrigens die einzige, | 
welche immer, ohne besondere Vorsicht, die richtige Eliminationsglei- 3 


chung liefert. 
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134. Es kann der Fall eintreten, dass die Eliminationsgleichung (4) 
identisch wird für jeden Werth von %, wenn nämlich einer oder mehrere 
der Faktoren Y, d. h. eine oder mehrere der Gleichungen (3) für jeden 
Werth von % identisch —= 0 werden. Hiezu wird erfordert, dass einer 
oder mehrere der Wurzelwerthe &,, &,, ... %. der Gl. (1) auch die 
Gl. (2) identisch machen, d. h. dass die beiden Gleichungspolynome P 
und @ einen oder mehrere gemeinschaftliche Faktoren von der Form 
© — %, besitzen, wo x, im Allgemeinen eine Funktion von % ist, jedoch 
auch eine constante Grösse sein kann; die gegebenen Gleichungen (1), 
(2) haben dann die Form: 

Be De RE er: 

wo F eine Funktion von x und % oder bloss von x ist, und werden 
erfüllt, wenn man F'—-0 setzt, woraus in jedem Falle eine unendliche 
Anzähl von Auflösungen hervorgeht. Ausser diesen lassen die gegebenen 
Gleichungen noch jene Auflösungen in beschränkter Anzahl zu, welche 
aus dem Systeme der Gleichungen P’==-0, ® == 0 resultiren; welche 
Gleichungen demnach für sich zu behandeln sind, nachdem man den 
gemeinschaftlichen Faktor F', welcher offenbar den Coefficienten sämmt- 
licher Potenzen von & in beiden Gleichungen zukommen muss, durch 
Division weggeschafft hat. 

Auch kann es geschehen, dass man als Eliminationsgleichung er- 
hält N = 0, wo N eine von % unabhängige Grösse ; in diesem Falle 
widersprechen sich die gegebenen Gleichungen und lassen keine Auf- 
lösung zu, da eine bestimmte Grösse N nicht = O0 sein kann. 

Hat endlich eine der gegebenen Gleichungen, z. B. (2), einen bloss 
von % abhängigen Faktor, ist also von der Form 9 = F(y).Q —0, 
so wird man zur Vereinfachung der Rechnung dieselbe zuerst durch 
F(y) dividiren, aus den Gleichungen P=0 und & =0 die Unbe- 
kannte x eliminiren, und sodann die gefundene Eliminationsgleichung 
noch mit [F'(y)]" multiplieiren, da letztere das Produkt der Gleichun- 
gen (3) sein soll, welche in diesem Falle offenbar sämmtlich die Form 
F(y). @' —=0 haben. 


135. Die Eliminationsgleichung, welche aus zwei 
Gleichungen des mt" und ne" Grades zwischen zwei Un- 
bekannten hervorgeht, ist höchstens vom mn®®" Grade. 

Dies wird bewiesen sein, wenn gezeigt werden kann, dass kein 
Glied der Eliminationsgleichung den mnt" Grad überschreiten kann. 
Nun ist irgend ein Glied derselben, da sie durch Multiplikation der 
Gleichungen (3) entsteht, offenbar: 
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Ba: Bas Be: Ba... Ba: DT R S 2mEBE ame en ee 


Es sind aber die Coefficienten B,, Bas, Be, - . . Bu, ganze Funk- 
tionen von % beziehungsweise höchstens vom aten, bien, ten, „ten Grade; 
folglich ist das Produkt M derselben eine ganze Funktion von y höch- 
stens vom u" Grade, wenn wir: 


a+tb+c+d +... +1 =u 
setzen, wo die Zahl ıı den Werth mn nicht überschreiten kann, da 
keine der Zahlen a, b, c,...ı grösser als m und ihre Anzahl nicht 
grösser als n ist. Der zweite Faktor N ist in Bezug auf die Grössen 
Kg Lg . -» &, von der Ordnung: 


m—atm — Ib -++m—c+...+m—n=nm —u, 
gehört also einer symmetrischen Funktion von derselben Ordnung an, 
welche sich wieder nach $. 102 durch Summen der verschiedenen Po- 


X 


tenzen der Wurzeln %,, %, &,. ».. %n, von der 1*'n bis zur (mn — u)" 
Potenz ausdrücken lässt. Berücksichtiget man nun, dass die Coefficien- 
ten A,, A,, Ay, -.. Am der Gleichung (1) Funktionen von % respektive 
höchstens vom 1°ten, gten, Zten, ... mten Grade sind, so folgt sogleich 
aus den Gleichungen (Ill) und (I) des $. 103, dass diese Potenzsummen, 
durch die eben erwähnten Coefficienten ausgedrückt, Funktionen von 
y sein werden, welche den (mn — u)!" Grad nicht übersteigen können. 
Da solchergestalt der eine Faktor M des in Rede stehenden Gliedes 
höchstens vom u!" _ der zweite höchstens vom (mn — u)'®® Grade ist, 
so kann das Glied selbst höchstens vom (mn — u + u)!" , d. i. höch- 
stens vom mnt°" Grade sein. 


136. Eine andere Eliminationsmethode ist folgende. 

Die gegebenen Gleichungen seien: 

A, + A, A, + An 

Be" + Bat +. But? + 2... + Ba-ız # Dun = 0,202) 
wo wir beide von demselben Grade annehmen, was immer gestattet ist, 
da sie im Gegenfalle durch Multiplikation der niedrigeren mit einer 
passenden Potenz von x leicht auf gleichen Grad gebracht werden kön- 
nen. Multiplieirt man (1) mit B, und (2) mit A, und subtrahirt, so 
erhält man eine neue Gleichung vom (m — 1)!" also niedrigeren Grade: 


idee: — GO, au OR en +... E= On = 0 (3) 


wo, wie leicht einzusehen : 
Ge Br AR Gi HB A 


0" °19 


Ds; 


0 
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Wird aber (1) mit 3, und (2) mit A, multiplieirt und wieder 
subtrahirt, so erhält man nach Unterdrückung des gemeinschaftlichen 
Faktors & eine zweite Gleichung vom (m — 1)" Grade: 


D, a} r 192 BR ar Do a (4) 


Wir haben somit die gegebenen Gleichungen auf zwei andere, (3) 
und (4), von einem um eine Einheit niedrigeren Grade redueirt, auf 
welche nun dieselbe Operation wieder angewendet wird, wodurch sich 
zwei Gleichungen ergeben, die nach x vom (m — 2)!" Grade sein wer- 
den. Auf diese Weise fortfahrend muss man schliesslich zu zwei Glei- 
chungen des 1°'e" Grades nach x gelangen, aus welchen man zwei 
Werthe von x in Funktion von y zieht, welche, einander gleichgesetzt, 
die gesuchte Gleichung in % liefern. Es ist aber nicht zu übersehen, 
dass diese Gleichung, welche man hier passender die Final- oder End- 
gleichung nennen kann, zwar immer die Eliminationsgleichung enthalten 
muss, in Folge der eingeführten Faktoren jedoch auch Wurzeln auf- 
genommen haben kann, welche den gegebenen Gleichungen fremd sind. 


Beispiel. Die gegebenen Gleichungen seien: 
x” — (2y +5)2 + (y? +54 +6)=0, (1) 
x? — Ay + (4y* — 1) =). (2) 

Beide Gleichungen subtrahirt, geben: 
ey 5) 3 + HT — 


oO 


hieraus: 
349? — 5y — 7 
— —ne, 3 
Die 1‘ Gleichung mit (4y? — 1), die zweite mit (y° +5y-+ 6) 
multiplicirt und subtrahirt, erhält man: 
(4 —- Dd— +26 H5—=0, 


-und hieraus: 
nV 

c = J I Es (4) 
3yN-aidyn 7 





beide Werthe von x gleichgesetzt, geben, nach % geordnet: 
y* — 109° + 35y? — 50y + 24= 0 
als Eliminationsgleichung in y, deren Wurzeln 1, 2, 3, 4 sind. Sub- 
stituirt man diese Werthe in (3) oder (4), so erhält man die zugehö- 
rigen Werthe von x, nämlich für: 
y—1,2, 3,4 
REN 
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137. It 2 = .a, y= ß ein Wurzelpaar der Gleichungen (1), (2) 
[$- 132], und man substituirt $ statt 4 in die Gleichungspolynome, so 
haben dieselben [$. 132] den gemeinuschaftlichen Faktor & — «, welcher 
zum Vorschein kommt, wenn man auf beide das Verfahren des grössten 
gemeinschaftlichen Theilers anwendet, wobei man offenbar zuletzt einen 
Rest —0 erhält. Hierauf gründet sich eine dritte Eliminationsmethode, 
die wir noch in Kürze anführen wollen. Man wende auf die beiden 
Gleichungspolynome das Verfahren des g. g. Theilers an, so wird man 
zuletzt zu einem Reste = R gelangen, welcher nur mehr y enthält 
und offenbar für y = f verschwinden muss, da für diesen Werth von 
y die beiden Gleichungspolynome einen gemeinschaftlichen Faktor x — « 
besitzen; aus demselben Grunde muss aber dieser Rest für jeden Werth 
von 4 verschwinden, welcher zu einer Auflösung der gegebenen Glei- 
chungen gehört. Setzt man daher diesen Rest = 0, so drückt man 
dadurch die Bedingung aus, welche jene Werthe von y erfüllen müssen, 
für welche beide Gleichungen zusammen bestehen können. Die Gleichung 
R == 0 ist daher die gesuchte Endgleichung in y. Aus dieser erhält 
man sofort die den Glgn. (1), (2) genügenden Werthe von %, welche 
sodann, in den vorletzten Rest, welcher von der Form zp(y) + w(y) 
sein wird und = OÖ zu setzen ist, substituirt, die zugehörigen Werthe 
von x geben. 

Zur Erzielung ganzer Quotienten pflegt man bekanntlich bei dem 
Verfahren des g. g. Theilers eines oder das andere der Dividende mit 
einem Faktor #' zu multiplieiren, welcher in unserem Falle eine Funk- 
tion von % sein wird; hiedurch können aber in die Finalgleichung 
fremde, den gegebenen Gleichungen nicht zukommende Wurzeln ein- 
geführt werden. Hat ferner irgend ein Divisor einen von y abhängigen 
Faktor F’, so pflegt man diesen zur Vereinfachung der Rechnung zu 
unterdrücken, wodurch aber aus der Endgleichung Wurzeln abhanden 
kommen können. In beiden Fällen ist dann diese nicht die wahre Eli- 
minationsgleichung. Ohne in ein weiteres Detail einzugehen, wird man 
an der Hand eines leicht zu entwerfenden Schema’s ohne Schwierigkeit 
zu folgenden Schlüssen gelangen: 

a) Hat man einen Dividend D mit einem von y abhängigen Faktor 
F multiplieirt und ist 7’ der zugehörige Divisor, so schliesst die Final- 
gleichung auch die Auflösungen des Systems der Gleichungen F== 0, 
T-=-0 in sich, welche demnach, wenn solche existiren, aus der Final- 
gleichung zu entfernen sind. | 

b) Hat man aber in einem Divisor einen von y abhängigen Faktor 
F unterdrückt und ist D der zugehörige Dividend, so werden im All- 
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gemeinen die aus dem Systeme der Gleichungen !—=0, D=0 sich 
ergebenden Auflösungen, die den gegebenen Gleichungen noch zukom- 
men, in der Finalgleichung fehlen, und diese ist, um die Eliminations- 
gleichung zu erhalten, mit F” zu multipliciren, wenn D in Bezug auf 
x vom rien Grade ist. 


Es ist kaum nöthig zu erinnern, dass die in $. 134 angeführten 
Bemerkungen bei den zwei letzten Methoden unverändert Anwendung 
finden. 


138. Kann eines von beiden Gleichungspolynomen oder beide in 
Faktoren zerlegt werden, so wird man die einzelnen Faktoren combi- 
niren und dadurch einfacher zum Ziele gelangen. Sind z. B. die Glei- 
chungen gegeben: 

(ey — 3) (2 — 2)=0 und ?ay’ +6)y+r)=0, 
so erhält man: Ä 


aus: y—3—=0 und ?2xy?+6=0 als Elim.-Gl. y +1=0 


Ey 3 —( -- y+tıi=0 -- - 9 +3—=0 
5 - is —0 - - - LI3—0O 
y E20 - y+te=0V - - - 49 +2=0 


und die vollständige Eliminationsgleichung ist daher: 
+) HrY)=I. 


Was endlich die Auflösung von Gleichungen mit mehr als zwei 
Unbekannten betrifft, so lässt sich diese immer auf die Elimination 
einer Unbekannten aus zwei Gleichungen zurückführen. Wären z. B. 
A—=0, B=0, (=0 drei Gleichungen zwischen drei Unbekannten 
x, 9, 2, so eliminire man zuerst etwa x aus A=0, b=0 und aus 
B=0, C=0, wodurch man zwei neue Gleichungen erhält: D=0, 
E=0, welche nur mehr y und z enthalten, aus welchen wieder etwa 
y eliminirt werden kann, wodurch sich endlich die Eliminationsgleichung 
in 2 ergibt. | 


_ Here, Höh. Mathematik, I. 3. Aull. 16 
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SIEBENTES KAPITEL. 


UEBER DIE DIFFERENZ- UND SUMMENREIHEN, DIE ARITHMETISCHEN REIHEN, 
UND UEBER DIE INTERPOLATION DER REIHEN. 


139. Es sei: 


U U Us Une Mn Un (1) 


0° 
eine Reihe von Grössen, welche nach irgend einem bekannten oder 
unbekannten Gesetze aufeinander folgen; zieht man jede Grösse von 


der nächstfolgenden ab, so erhält man eine Reihe von Differenzen: 
u, IT Un U, zer U,» U, a re U; De ei Un-+i ua. Un 
welche man die Differenzreihe und zum Unterschiede von den fol- 


genden die erste Differenzreihe der Hauptreihe (1) nennt. 
Man bezeichnet diese Differenzen dadurch, dass man dem abgezogenen 


Gliede die Charakteristik / vorsetzt; es ist demnach: G | 

— = Ns y — u = Al, Uns — nn — An, | 

und somit: | 
Ay Au, Aug Aus. 2A Un2 (2) 


die erste Differenzreihe. 2 

Mit dieser verfahren wir auf gleiche Weise, indem wir jedes Glied 
von dem folgenden abziehen und dadurch eine neue Reihe :- 
Au, — Au, Au; — Pu: Au; — Aug, 2... Aunsı Din 
erhalten, welche sofort die erste Differenzreihe der Reihe (2) und die 
zweite Differenzreihe der Hauptreihe (1) sein wird. Gemäss der . 
oben eingeführten Bezeichnung haben wir nun Ju, — Ju, = 4J. Au, 
zu setzen, wofür man Kürze halber 4?u, schreibt; so dass also: 
Au, — Au, = Pu, ug — Au, = Pu, . . : Aunzı — un = An 


ist. Dasselbe Verfahren auf die zweite Differenzreihe: 














99 DREI LEN (3) 
angewendet, liefert die dritte Differenzreihe: 
DU: SU Aus TERN ST le (4) 


in welcher I®u, = Ju, — Au, ... Sun — A"uUn+? — J?u, ist. Man 
sieht, wie man auf diese Weise fortfahren und im Allgemeinen eine 
beliebige Anzahl von Differenzreihen aus der Hauptreihe (1) ableiten kann. 
Der Gang der Ableitung erhellt am deutlichsten aus folgendem Schema: 
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3 ‚13 3 
I®u, Pu, A u, EIER 
Au Au U ET EEE 
0 1 2 
I. 28 Aw 


wo irgend ein Glied gefunden wird, wenn man von den zwei darüber 
stehenden das vorhergehende von dem folgenden abzieht. 


Zwischen den Grössen %,, % , %y, . .. der Hauptreihe und den 


Gliedern der aufeinanderfolgenden Differenzreihen bestehen gewisse all- 
gemeine Beziehungen, welche von der Beschaffenheit der Grössen : 


U U U 


02 1? 
ganz unabhängig sind und die wir daher zunächst entwickeln wollen. 


f 


29 


140. Es ist: 
Am =U — ug; 
1m = AM — Im =, — u) - (m u) = — u, + u, 
Du, = Fu, — Pu, = Au, — Au, — Au, 
— U, — u — (u, — u) — (u — 2m, + %,) 
N — 3U, + I3uU — U 
Su, = Pu, — Pu, =u, — Mu, + bu, — tu, +; 
u. Ss. W. 


In den Coefficienten dieser Ausdrücke der Differenzen: 
2 E 4 
A mA AU > 2,2: 
spricht sich das Gesetz der Binomialcoefficienten aus; wir schliessen 
daher, dass man allgemein haben wird: 


Au, = Un — (7) Ynı + (2) Mn (2) Un-3 +... + (— 1)"ü,. (5) 


Dass diese Gleichung in der That für jeden Werth von » gelte, 
lässt sich durch den bekannten Induktionsbeweis leicht nachweisen, 
indem man zeigt, dass, wenn dieselbe für irgend einen Werth n =r 
gelte, sie auch für den folgenden Werth n=r-+-1 richtig sein müsse. 
Es ist aber: | 

u A Me RR 

Nimmt man nun die Gl. (5) für n—r als richtig an und beachtet, 
dass f'u, aus den Grössen %, , U, Ur - +. Ur+ı auf dieselbe Art 
gebildet sein muss, wie I’u, aus den Grössen %,, % , Ugy » +. Un 
so ist: 

16* 
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| Ss r Y fr 
Au, —Mr4ı — () U + (5) U,_ı — (3) W2Ht:....+(— 1) u, 


| Y Y | 
Ara en Ur — (') ui + (5) UYy_— .. ..—(—1)'ru, + 
rl | 


substituirt man diese Werthe in («@), so erhält man, da allgemein: 


(m 41) + m) = 


eg N, (r—m+ 1)(r— m) “E r(r —1) (r — 2)....(r em 








1.2.3... m{m+ Lt) 1.23 
S£ (rl) (mt em) tree — (hr 2) m Hm 


I, 2, Sem 
Bi) (r—2)....r—m+1) [(r —m)+(m+1)] 
1.2.3....m(m +1) 
IE 32) BIN a + a ES 
1.2.3....m(m-+1) m + 1 


Eee, \ + ) Fa ( 25 5) Be (' Fr ) ee 
+....+ 1 1u,. 


Allein dieselbe Gleichung ergibt sich auch aus (5), wenn man da- 
selbst n—=r 1 setzt, woraus folgt, dass diese Gleichung für n—=r-+1 
richtig ist, wenn sie es für n—r ist. Da nun das in (5) ausgespro- 
chene Gesetz sich für n=1, 2, 3, 4, bewährt, so muss es nothwendig 
auch für alle folgenden Werthe von » gelten. ; 

Die Gl.(ö)drückt das erste Glied der n' Differenz- 
reihedurchdie(n-+1)ersten Glieder der Hauptreihe aus. 

Eben so lässt sich aber ein beliebiges Glied, z. B. das »st® 
Glied der nt" Differenzreihe, J"u,, durch Glieder der 
Hauptreihe ausdrücken. Denkt man sich nämlich die Hauptreihe 
- mit dem Gliede «, anfangend, so muss offenbar "u, aus den Gliedern 
Ur, Urııs Ur+9 - - - %r4n SO gebildet sein, wie "u, aus: 

















Us uU; Us; . . [} . Un ; 
man hat daher nach (5): 


Nu = Urn — (') Urtn-ı + (%) sent. 2 ef (= 1)"u,. (6). 


Die Gleichungen (5) und (6) lassen sich symbolisch in folgender 
Form darstellen: | 

DW = Wu — 1! (7) 

2 mu — 1), +2(8): 
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wenn man nur nach gesch@hener Entwickelung des Binoms die Expo- 
nenten in Stellenzeiger verwandelt und in (8) die Rechnungsregeln für 
Potenzen auf die mit Stellenzeigern versehenen Buchstaben überträgt. 


141. Jedes Glied der Hauptreihe lässt sich durch 
das erste Glied derselben und die Anfangsglieder Au,, 
Pu, Su,,... deraufeinanderfolgenden Differenzreihen 
ausdrücken. 

In der That ist: 
—=MU, + Au, 
„—u +, =w+ Iw + If + Au, —=u, +2, + Su, 
u, FA, —u +20, + 4-4 Au, + I’u, 
— + 2Iu,+ Su, + fu, + u, + ut Su, 
— u, +3fu, +30, + Su; 
u —=u +1, =u + 4Au,+6I°u,+4I°u, + Su, ; 


u. Ss. w. 





% und allgemein: 


—u+ (') Au, + (2) Am, + (3) u. A IE EN 


wo 4, das (n + 1)'* Glied der Hauptreihe ist. 
Von der Richtigkeit dieses Gesetzes kann man sich auf ähnliche 
Weise wie oben leicht überzeugen. Symbolisch lässt sich die Gl. (9) 
in folgender Weise schreiben: 
| “—=(1+ Nu, (10) 
wenn man nach der Entwickelung des Binoms die Exponenten von I 
als Wiederholungszeiger betrachtet. 


mn" er Ta a a Le Zr a ie ya ac 
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142, Bildet man der Reihe uach die Summen von 1, 2, 3,...n 


Gliedern der Hauptreihe (1) und setzt: 


ur zui Ne Nr 
Be ae len a eh UNTEN 


S,=-uwtWwtW+.: RE 


so erhält man eine neue Reihe: 









= es = > oo. Ss BERN u... (11) 
welche die Summenreihe und zwar die erste Summenreihe der 
Hauptreihe (1) heisst. Wie man sieht, ist: 


DIRT RE en ER RE (12) 

folglich : | | 
E se ka ham Ann, (13) 
| woraus erhellt, dass die Hauptreihe die erste Differenzreihe der ersten 

Summenreihe ist, vorausgesetzt, dass man letzterer ein Glied. — 0 


ME rn HE CE ET re 
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vorausschickt, indem (13) für n—1 in w„—=*,— >, übergeht, woraus 
wegen 3, — u, 2, = 0 folgt. 

In gleicher Weise kann man aus der ersten Summenreihe durch 
successives Summiren der Glieder derselben eine zweite Summenreihe, 
aus dieser eine dritte u. s. w. ableiten, und man überzeugt sich leicht, 
dass die Hauptreihe die rt® Differenzreihe der rt" Summenreihe ist, 
wenn man die letztere mit r Gliedern, jedes — 0, beginnen lässt. 


Mittelst dieser Bemerkung ist es leicht, mit Hilfe der Gl. (9) ein 
beliebiges Glied einer beliebigen Summenreihe der Hauptreihe, durch 
das erste Glied der letzteren und die Anfangsglieder ihrer aufeinander- 
folgenden Differenzreihen auszudrücken. 

Um nämlich das n!° Glied der »te® Summenreihe N), zu finden, 
betrachten wir die rt® Summenreihe als Hauptreihe, deren rte Diffe- 
renzreihe die Reihe (1) ist, zu welchem Zwecke wir der rt Summen- 
reihe r Glieder jedes = 0 voransetzen, wodurch also das gesuchte 
Glied I, eigentlich das (n + r)!° dieser Reihe wird; wenden wir so- 
dann auf diese neue Hauptreihe die Formel (9) an, so erhalten wir, 
da das erste Glied der Hauptreihe, sowie die Anfangsglieder der (r—1) 
ersten Differenzreihen verschwinden, somit die Gl. (9) erst mit dem 
(r + 1)sten Gliede beginnt, sogleich: 


("77 tet EV ) Au, + ( Be ') u, + 
vn RR: ir Mae? 7 (14) 
Setzt man in dieser Gleichung r = 1, so erhält man als Ausdruck 

für das n!* Glied I, der ersten Summenreihe: 


S,—m,+ (2) Au, + (3) Au, (}) Su, +... + Ira, (15) 
womit auch die Summenformel oder das summatorische Glied 


der Reihe (1) gegeben ist, da: 


3, eu tu ra #% +... Fu 
In Bezug auf die Gleichungen (9) und (15), welche sehr häufige 
Anwendung finden, muss jedoch bemerkt werden, dass dieselben, falls 





nicht, von einer gewissen Differenz 4'u, angefangen, alle folgenden ; 
Au, F**?%,. ... verschwinden, nichts finden lassen, was nicht 
schon bekannt sein müsste. Denn um aus (9) «,„ zu erhalten, müssen | 
die Grössen u, Ju, I’uy . . . Pu, gegeben sein, wozu die Kenntniss ; 


Von %y, %, U. Ss. w. bis %, erfordert wird. Dasselbe ist bei Gl. (15) 
der Fall. Es sprechen diese Gleichungen eben nur ein unter allen Um- 
ständen stattfindendes Bildungsgesetz aus. 





Er 





VON DEN ARITHMETISCHEN REIHEN. 


143. Eine arithmetische Reihe ist eine Folge von Grössen, 
welche die Eigenschaft besitzt, dass die Glieder einer ihrer Differenz- 
reihen sämmtlich einander gleich werden und daher alle folgenden Dif- 
ferenzreihen verschwinden. Sie ist vom kte" Range oder der Akten Ord- 
nung, wenn die Glieder der %'°" Differenzreihe einander gleich sind. 
Lassen wir daher jetzt in den vorhergehenden Entwickelungen die 
Hauptreihe (1 ): 

U U Une U AR Urach (1) 
eine arithmetische Reihe vom k*®® Range sein, so ist Au, das con- 
Kante Glied. der °K'e Differenzreihe,, Priu — ru, =... —0 
und es folgt somit als Ausdruck des allgemeinen (unserer Be- 
zeichnung gemäss des (x + 1)'") Gliedes der arithmetischen 
Reihe vom Ak” Range aus (9): 


u —U, + (1) 4 +), + (5) Aw, +. +) (16) 


und als Ausdruck des summatorischen Gliedes aus (15): 


mu. + (2 '). ll ) Pu, ae + +) (17) 


Jeder dieser Ausdrücke besteht, wie man sieht, aus (k+1) 


- Gliedern und nimmt zu seiner Bildung (k + 1) Glieder der Reihe (1) 


in Anspruch. Von einer arithmetischen Reihe des 1°" Ranges werden 
demnach zwei, des 2!" Ranges drei Anfangsglieder u. s. w. erfordert, 
um die Ausdrücke des allgemeinen und summatorischen Gliedes bilden 
zu können. | 
Aus den Formeln (16) und (17) erhält man: 
Für arithmetische Reihen der 1°" Ordnung: 


“u, + nAu,,; 
2, =mu. + ER EN Aus; 
für arithmetische Reihen der ki Ordnung: 


“=% + rnIu, + - m 


N A — 1)(n — 2) 





Se er + 


u. S. W. 
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144. Entwickelt man in (16) und (17) die Coefficienten und 

ordnet nach den Potenzen von n, so erhält man offenbar: | 

w“—=4A, + An + An? + A,n? + ...+ Amt, (18) 

S„—=Bn + B,n? + Ban? + ....4+ Burın'*!; (19) 
wo die Coeffieienten A,, A,,-.. Ars; Bi, B5, ... B;+, bloss von den 
Grössen u, Ju, Mu, -.. Ju, abhängen und A, —u, ist. Hieraus 
folgt, dass jede ganze rationale Funktion von » von der Form: 

A, +4An+ An? +...+ Aunt 
als das allgemeine Glied und jede ganze rationale Funktion von der 
Form: 
B,n + Bun? + Ban? +... -+ Burınt*! 

als das Summenglied einer arithmetischen Reihe der k*°" Ordnung 
betrachtet werden kann. 

Man sieht leicht, dass das letzte Glied A,n* in (18) bloss aus 
dem letzten Gliede in (16) hervorgeht, da bloss dieses Glied k Faktoren 
enthält, deren jeder in Bezug auf » vom ersten Grade ist. Es muss 
daher: 





Ant — Su 


sein, woraus: 

2 Re ea u (20) 
folgt, welche Gleichung sogleich die constante Differenz einer arith- 
metischen Reihe gibt, deren allgemeines Glied als Funktion von % in 
der Form (18) gegeben ist. Hat man z. B. = 1 — 3n + 4n2?, so 
ist Pu, —=1.2.4= 8; und in der That liefert dieser Ausdruck, 
wenn man der Reihe nach, 0, 1, 2,... statt n setzt, die arithmetische 
Reihe der 24" Ordnung: 1, 2, 11, 28, 53, 86,..., deren zweite Dif- 
ferenzreihe 8 zum constanten Gliede hat. 


145. Eine unmittelbare Folge des Ausdruckes (18) des allge- 
meinen Gliedes einer arithmetischen Reihe der At" Ordnung ist, dass, 
wenn die correspondirenden Glieder zweier oder mehrerer arithmeti- 
schen Reihen addirt oder subtrahirt werden, die resultirende Reihe 
wieder eine arithmetische ist, deren Ordnungsexponent gleichnamig ist 
mit dem höchsten der verbundenen Reihen. — Werden hingegen mehrere 
arithmetische Reihen Glied für Glied multiplicirt, so ist die dadurch 
entstehende Reihe ebenfalls eine arithmetische, deren Ordnungsexponent 
gleich ist der Summe der Ordnungsexponenten der verbundenen Reihen. — 
Erhebt man hingegen jedes Glied einer arithmetischen Reihe der At 
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Ordnung zur rte® Potenz, so erhält man eine arithmetische Reihe der 
(krte® Ordnung. 

Hiernach bilden die %te® Potenzen der Reihe der natürlichen Zah- 
len: 1%, 2k, 3%, 4k ... n*,... eine arithmetische Reihe der Ateu Ord- 
nung, deren constante Differenz, da das allgemeine Glied «„—(1 + n)" — 
1+An-+ ...-+ n*, somit in (18) A, —1 ist, nach (20): 

re Sr 2 DEAEER 16 
wird. Es lässt sich daher nach (17) die Summe: 


Sn) tt +3 HA ....+m 
für die verschiedenen Werthe von % leicht finden. Man hat für: 
rt Ar ent, 
somit: 
n(n—1) n(n-+]1) 


S(n)=1+2+5+4+....+n=n+ or a re 


Bus 2, ul, Au, —=B; AU. 2, 


ee EN SON "—n+(3).3+ (3).2= 














nn +1)(2n +1) 
= 12923 
Bau er hu, Su, — 12, Au ib, 
2 1)2 
Sm)-1E9P 31... n—” . ” 
u. 8. W. 


Zu einem allgemeinen Ausdrucke von I(n*) werden wir an einem 


. späteren Orte gelangen. 


146. Bildet man, von einer arithmetischen Reihe der kt" Ordnung 
ausgehend, die auf einander folgenden Summenreihen, so sind diese 
nach $. 142 wieder arithmetische Reihen bezüglich der (k + 1){, 
(% + 2) u. s. w. Ordnung, deren allgemeine und summatorische Glie- 
der sich ohne Schwierigkeit nach. dem bisher Gesagten finden lassen. 
Lässt man insbesondere die Stammreihe eine arithmetische Reihe der 
1sten Ordnung sein: : 


rad Ed nee ende (a) 


so ist deren erste Summenreihe: 


U PA ee Er 


für welche als arithmetische Reihe der zweiten Ordnung: 


ze Su +n)(2+nd, 3, = an ("+ 1) (In — 1)d +3] 





” 
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gefunden wird. Als 2° Summenreihe erhält man: 
1, 3+d 6-+4d, 10 +10d, 15 + 20d, ... (Y) 
für welche, als arithmetische Reihe der 3'°° Ordnung: 


Un u +n)2 +n)(3 + nd), 


>} — nn + 1)(n +2) [(n —1)d+4] 


sich ergibt u. s. w. Diese aufeinanderfolgenden Summenreihen, (ß), 
(y),... sind unter dem Namen figurirte Zahlenreihen beziehungs- 
weise der ten, 9Xten u. s. w. Ordnung bekannt; insbesondere heisst (P) 
die Reihe der Polygonal- oder Vieleckszahlen, (y) die Reihe 
der Pyramidalzahlen. Setzt man in diesen Reihen nach einander, 
a N en 

so ergeben sich aus (#) die besonderen Reihen der Dreiecks-, Vier- 
ecks-, Fünfecks-,... m Ecks-Zahlen, aus (y) jene der dreiseitigen, 
vierseitigen, fünfseitigen, .... mseitigen Pyramidalzahlen. 





147. Unter den mannigfaltigen Anwendungen der Differenzreihen 
wollen wir noch den Gebrauch derselben zur Berechnung von Tafeln 
in Kürze erläutern. 

Es sei: 

y—=f&)=A+Be+ O8” +....+ Me" (@) 
eine ganze rationale Funktion von x und eine Tafel zu berechnen, 
welche die Werthe der Funktion y—=/(x) für nach gleichen Interval- 
len fortschreitende Werthe von &, z. B x =1,:2, 3,... enthält. Die 
aufeinanderfolgenden Werthe von % werden eine Reihe bilden, deren 
allgemeines Glied für den Stellenzeiger & offenbar der Ausdruck («) ist, 
woraus nach $. 144 folgt, dass die Werthe von y eine arithmetische 
Reihe der m*®® Ordnung bilden werden und es genügt daher, m +1 
Anfangsglieder derselben zu kennen, um mit Hilfe der Differenzen alle 
folgenden Glieder durch einfache Addition bilden zu können. 


Gesetzt z. B., es handle sich um die Berechnung einer Tafel für 


die 3ten Potenzen der aufeinanderfolgenden Zahlen 1, 2, 3,... bis 1000; 
bezeichnen wir irgend eine dieser Zahlen mit x, den Cubus derselben 
mit y, so haben wir „—=x? zu setzen, woraus sogleich folgt, dass die 
3ten Potenzen der Zahlen 1, 2, 3,...eine arithmetische Reihe der Zt 


Ordnung bilden, wie wir dies schon oben gefunden haben. Wir be- 


rechnen nun die vier ersten Glieder der Reihe, für £=1, 2, 3, 4 und 
erhalten : 
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Pal y | 1. Dif |2.%DiE. 1 3. DIE. 
1 r 
DB { 12m 
Er nr 6 
a 37 | 183. 
| 4 164 | | 











und die weitere Rechnung steht nun, wie folgt: 


























3. Diff. | 2. Dit. | 1. Di. | ya! |x 
| Pe) 
| 7 2 

Far eg auch 
6 18 37 64 4 
6 24 61 125 5 
6 30 91 216 6 
6 36 197 343 7 
6 42 169 512 8 
6 48 SIT u 2799 9 

U2 SW. 


Um sich gegen Rechnungsfehler zu schützen, wird man von Zeit zu 
Zeit einen Werth von y unmittelbar aus der Formel rechnen. Lassen 
sich die Werthe von y nur näherungsweise ausdrücken, wie dies z. B. 
der Fall ist, wenn einer oder mehrere der Coefficienten in (@) irrationale 
Zahlen sind, oder rationale Brüche, welche sich durch Dezimalbrüche 
nicht genau darstellen lassen, so muss die Rechnung mit einigen De- 
zimalstellen mehr angelegt werden, als man am Ende beizubehalten 
gesonnen ist, weil sonst, wie leicht einzusehen, durch das wiederholte 
Addiren in Folge der vernachlässigten Dezimalstellen die gesuchten 
Werthe sich mehr und mehr von der Wahrheit entfernen würden. 


Dieser Vorgang findet mit geringen Modifikationen auch dann 
noch Anwendung, wenn die Funktion y —= f(x), für welche eine Tafel 
berechnet werden soll, keine ganze rationale Funktion von & ist. Die 
aufeinanderfolgenden Werthe von y bilden dann zwar keine arithme- 
tische Reihe mehr im strengen Sinne, können jedoch näherungsweise 
dafür genommen werden, indem im Allgemeinen die Differenzreihen, 
von einer bestimmten angefangen, aus so kleinen Gliedern bestehen 
werden, dass dieselben als verschwindend angenommen werden können, 
und die Rechnung kann dann immer so angeordnet werden, dass die 
Vernachlässigung derselben keinen Einfluss auf die letzte Dezimalstelle 
nimmt, welche man noch sicher zu erhalten wünscht. | 
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Denken wir uns nämlich die Funktion y= f(x) in eine nach 
steigenden Potenzen von x fortlaufende Reihe entwickelt, was im Allge- 
meinen immer möglich ist; sei also: : 

y=fe)=4 + Ar + Ar +. FARM 
und 2 = x, ein besonderer Werth von x, für welchen die Reihe con- 
vergirt und das Glied Ansyı 2"*!, so wie alle folgenden, auf die 
n‘® Dezimalstelle keinen Einfluss mehr nimmt, so ist klar, dass für 
Werthe von x, welche in der Nähe von &, liegen, bis auf 
n Dezimalstellen genau: 
y—f&)=A +Ar + ARR® +... + Ana 

ist, vorausgesetzt, dass die Funktion in dieser Gegend stetig ist. Hier- 
aus folgt sogleich, dass die Werthe von y, welche den in der Nähe von 
x, liegenden Werthen von x» entsprechen, bis zur nt" Decimalstelle 
eine arithmetische Reihe der mt" Ordnung bilden. 

Da obige Reihe für verschiedene Werthe von x ungleich stark 
convergiren wird, so wird sich hiedurch auch der Rang der arithmeti- 
schen Reihe, somit auch die Anzahl der in Rechnung zu nehmenden 
Differenzreihen successive ändern. Man wird daher die Rechnung in 
Partien theilen und in gehörigen Intervallen die erforderliche Anzahl 
von Gliedern der Reihe sammt den zugehörigen Differenzen aus der 
Formel y —= f(x) unmittelbar rechnen. 


VON DER INTERPOLATION. 


148. Eine der wichtigsten Anwendungen ‚der Lehre von den 
Differenzreihen ist das Interpoliren oder Einschalten. Man 
versteht hierunter folgende Aufgabe: 

Es sei = g(x) eine ihrer Form nach unbekannte Funktion von 
x und man kenne eine gewisse Anzahl Werthe derselben: 


ar U U Dee | (1) 
welche den gleichfalls bekannten Werthen von &: 
| ET BT Ra RE 
entsprechen, (so das u, = p(&,) u. Ss. w.); es soll für irgend einen 
anderen zwischen x, und x, gelegenen Werth von x, z. B. x’, der 
zugehörige Werth von «, — uw’ gefunden werden. Bears, 
Offenbar kommt es hier darauf an, eine Funktion f(x) zu finden, 
welche wir zur Berechnung statt der unbekannten Funktion p(z) be- 
nützen können. Diese Funktion f(x) muss nothwendig die Eigenschaft 


haben, dass sie für 2 — &,, 2%, &,. . . &, die Werthe u,, 4, %g“ .. Un 


U 


1? 
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annimmt; es ist dies aber zugleich die einzige Bedingung, welche 
uns zur Auffindung dieser Funktion zu Gebote steht. Hat man eine 
‚solche gefunden, so wird die Gleichung u — f(x) das Gesetz der Ab- 
hängigkeit der unbekannten Funktion Y(x) offenbar um so genauer 
darstellen, je grösser die Anzahl der gegebenen zusammengehörigen 
Werthe von x und « ist, je näher dieselben einander liegen und je 
regelmässiger sie aufeinanderfolgen. 


Die Grösse x, von welcher die Funktion « abhängt, pflegt man 
‚bei Interpolationsrechnungen das Argument zu nennen. 


Es ist leicht zu übersehen, dass diese Aufgabe eigentlich eine 
unbestimmte ist, d. h. dass es unendlich viele Funktionen geben wird, 
welche die Eigenschaft haben, für 2 —=m,,. #,, --: & die Werthe 
Ugs Ur». %,n anzunehmen, was durch eine einfache geometrische Be- 
trachtung am anschaulichsten wird. Denkt man sich die gegebenen 
Werthe von x als Abscissen, die zugehörigen Werthe von « als Ordi- 
naten [$. 14], so werden durch die zusammengehörigen Werthe: 


EUR EU 


1? .. Ins Un 


09 0? 
offenbar n-+ 1 Punkte in der Ebene bestimmt, welche zu einer krum- 
men Linie gehören, deren unbekannte Gleichung wv—=gp(x) ist. Aber 
durch dieselben Punkte lassen sich unzählige, bestimmten Gesetzen 
unterworfene Curven ziehen und jede derselben ist eine Auflösung 
unserer Aufgabe. Erst durch Hinzufügung anderer Bedingungen, z. B. 
dass die Funktion f(x) eine rationale ganze Funktion vom n!°" Grade 


sein soll, wird die Aufgabe eine bestimmte. 


In den meisten Fällen liegen die gegebenen Werthe des Argu- 
mentes x in gleichen Abständen von einander, so dass: 


| ee ee 
u. Ss. w. ist, welchen Fall wir zuerst betrachten wollen. 
149. Bezeichnen wir mit Su,, Pu, JI’uy,.-. "u, die Anfangs- 


glieder der aufeinanderfolgenden Differenzreihen der Reihe (1), so ist 
8. LALT: 





| nn — 1 nn ehe) | 
+, + N u, + * ? 2 EN, 


Setzen wir nun « — f(x), das constante Intervall des Argumen- 
ts 0 m u nn =...—h'eo wird w—=fle,), u —=tle,) 
— fa, + Rh), %, —=f(®,) —= f(x, r 2h),  E u — f(R, + nh), 


und wir haben: 
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f(& + nk) U, +nAu, e % ae ns Nu, ar ee). +. 


oder, wenn wir: 





u trh=x nh =k, somit n — 2 setzen; 
k k(k-h) „ k(k—h)(k— 2h) 
fl, +k)—=f(2e)=uw+ h; Au, Ta mi wt 1. Du 3 .p: 3 A? Urt: 3 


ji k(k —h) ee. a El a = ı1)h] Be 


oe A . 


R e a ” 
h. . A R > 2 De - ar Me S 
en a Me Zn nn a L. ks - care 





eW 


Der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen ist eine ganze ratio- 
nale Funktion von x vom n!*"" Grade, wie man sich leicht überzeugt, 
wenn man statt % seinen Werth x — x, einführt, und nimmt der Reihe | 
nach die Werthe %, %, Ug,...%, an, wenn man darin &,, %,, 23... %n 
an die Stelle von « setzt. Man erhält nämlich [vergl. $. 141]: 


a Er a a a ed u nn 0 nr ” 


















für, 8. 7 Wen EI De 
an... keh fa) u ee 
Pe EEN - k=2h, fl) =w+ 2du, + Pu, =u, 


u. Ss. w. 
Diese Funktion f(x) kann demnach , in Eonanestun von p(®), 
als ein genäherter Ausdruck des Gesetzes der Abhängiekeit der Grösse 
“u von & betrachtet und zur Interpolation benutzt werden. Setzt man 
nämlich statt x irgend einen zwischen &, und x, fallenden Werth x’, so 
wird dieselbe einen Werth «’ liefern, welcher dem wahren Werthe 
p(x’) so nahe kommen wird, als es die gegebenen Daten überhaupt 
erlauben. Dabei ist % das Intervall, nach welchem das Argument fort- 
schreitet und k—= x — x, zu setzen, wo x, jenen Werth des Argu- 
mentes bedeutet, welcher dem Werthe «, entspricht, von welchem die 
Formel (2) ausgeht. 


150. Die Reihe rechts vom Gleichheitszeichen in (2) bricht ab, 
wenn die gegebenen Werthe von u eine arithmetische Reihe bilden und 
ist in diesem Falle nichts anderes als der Ausdruck des allgemeinen, 
dem Stellenzeiger &, +4 % entsprechenden Gliedes der Reihe (1); 
diesem Falle ist natürlich der Ausdruck völlig genau und kann auch 
für solche Werthe des Argumentes angewendet werden, welche ausser- 
halb der Grenzen x, und x, liegen. | 

Ist aber die Reihe der u keine arithmetische (und dies ist der 
gewöhnlichere Fall), so ist die Reihe in (2) unendlich und zur Berech- 
nung nur geeignet, wenn sie convergirt, wozu erfordert wird, dass die 
aufeinanderfolgenden Differenzen J/u,, Au, I®u,, .. . immer kleiner 
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werden, so dass man die folgenden Glieder mit Rücksicht auf den ver- 
lansten Grad der Genauigkeit vernachlässigen kann. 

Ist das Intervall des Argumentes A = 1, so kann man unbescha- 
der.der "Allgemeinheit, x, — 0, folglich z, = 1, 2, = 2, u. 8. w. 
annehmen; die Gleichung (2) liefert sodann, wie leicht einzusehen, 
dasjenige Glied der Reihe, dessen Stellenzeiger % ist; schreibt mau 
daher ? statt %, so geht (2) über in: 


tt—1 ttt— 1)\t—2): . 
a dr 


eine andere Form der allgemeinen Interpolationsformel, welche übri- 
gens, wie leicht einzusehen ist, auch dann gebraucht werden kann, 





wenn A nicht — 1 ist; es ist dann = 7, zu setzen. Der Kürze wegen 
l 

mögen die Coefficienten von fu,, J?u,. Su), .. in (2) oder (3) mit 

C13 69, Ca, ... bezeichnet werden. 


151. Soll zwischen je zwei Glieder der Reihe: 
| ER A 

eine gegebene Anzahl von Gliedern eingeschaltet werden, welche nach 
demselben Gesetze fortschreiten, wie die ersteren und ist r — 1 die 
Anzahl der einzuschaltenden Glieder, so betrachte man 0, r, 2r, 3r,... 
als die Stellenzeiger der Glieder der gegebenen Reihe und man erhält 
die zwischen «, und «, einzuschaltenden Glieder, wenn man in (2) 
h=r und % der Reihe nach = 1,2, 3,... (r — 1) setzt. Will man 
Formel (3) gebrauchen, so hat man der Reihe nach: 

6) r—1 
Er 
zu setzen. Die zwischen «, und «, fallenden Glieder erhält man am 
bequemsten auf dieselbe Weise, indem man, mit Weglassung von u,, %, | 
als das erste Glied betrachtet, wo dann nur andere Differenzen, näm- 
lich jene von », ausgehend, in Rechnung zu nehmen sind, die Werthe 
der Coeffiecienten c,, 6, 6,, .. . aber dieselben bleiben. 


152. Wir wollen nun den Gebrauch der Interpolationsformel an 
einigen Beispielen erläutern. | 
1, Es ist gegeben: 
2, = 30° .0" u, = tg%, = 0,5773503 
x, = 3030 u =tgx, = 0,5890450 
eat Au, te 2, — 0,6008606 
Fa al 80 u, — tg, =.0,6128008 
ws, =32 0 w=tga, = 0,6248694, 


956 


Man suche tg 30° 15”. 
Man bilde die Differenzen nach folgendem Schema: 











u—tge |" 1. Die |. 2. DiE 1 3. Die.) Die 
0.5773503 | 
+ 116947 

0,5890450 + 1209 
118156 £ 1437 

0,6008606 1246 I 
119402 Sr 38 

0,6128008 120686 

0,6248694 | 


Es ist nun “, = 0,57735038, Zu, = + 0,0116947, 2, — 
+ 0,0001209, Su, =+ 0,0000037, Su, = +: 0,0000001, wo die 
letzte dieser Differenzen von keinem Einflusse mehr ist; ferner A=30', 
k= 15’; somit, nach (2) rechnend: 


k 1 re ee 
n ae BE RE Ta 





folglich: | 
tg 30° 15’— 0,5773503 
+ 0,00584735 
-— 0,00001511 
+ 0.00000023 
= 0,5831828. 
2) Man berechne logsr — log 3,1415926536 mit 10 Stellen, vor- 


ausgesetzt, dass man eine zehnstellige Logarithmentafel aller Zahlen 
von 1 bis 1000 besitzt. Man hat nun: 














x log x | 1. Diff. | 2... Di) | 8.” Dii4 DEE 
3,14 | 0,4969296481 || 19909057 
3,15 0,4983105538 13765288 — 43769 1977 
3,16 | 0,4996870826 13721796 43492 ae 3 
3,17 | 0,5010592622 13678578 43218 
3,18 | 0,5024271200 








Es ist folglich: | 
— 0,4969296481, Au, —= + 0,0013809057, 
Pu, = — 0,0000043769, Au, = + 0,0000000277, 
Fu, = — 0,0000000003, Be 
h—= 0,01, k —= 0,0015926536. 
Berechnet man mit diesen Werthen von » und %, oder mit dem Werthe 


k 
— 7, — 0,15926536 die Coeffieienten C,, Cy, €g, €, und zwar nur 





mit so viel Dezimalstellen, dass mit Rücksicht auf die Anzahl der 44$ 


E) 
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bedeutenden Dezimalstellen in den Differenzen jedes Glied sich mit 11 
Dezimalstellen ergibt, wovon die 11t° zur Versicherung der 10t°”% dient, 
so findet man: 
De = = 29,15926536,-- &, — = 0,06695, 2; —.+ 0,0473 
>60 
somit: 
Ur 0,4969296481 
c, Ju, = + 0,00021993042 
c‚I”u, = + 0,00000029301 
c,I®u, = + 09;00000000114 
c,I*u, = + 09,00000000001 


log u —  0,4971498727. 





153. Bei dem Gebrauche der mathematischen Tafeln aller Art 
findet das Interpoliren fortwährende Anwendung. Eine jede solche Tafel 
hat zum Zwecke, die numerischen Werthe einer gewissen Funktion, 
welche häufige Anwendung findet, für eine Reihe von Werthen der- 
jenigen Grösse, von welcher die Funktion abhängt (des Argumentes), 
ein für alle Mal ‚berechnet zu enthalten, wobei das Argument immer 
nach einer ärithmetischen Reihe der ersten Ordnung fortläuft. Bei 
Tafeln von besonders häufigem Gebrauche, wie z. B. Logarithmen- 
tafeln, lässt man das Argument nach so kleinen Intervallen fortschrei- 
ten, dass innerhalb einer gewissen Ausdehnung die ersten Differenzen 
constant und somit jene der höheren Ordnung = (0 werden, wodurch 
die Interpolation nach der Formel: 

«u, + tfu, 
auf die Berechnung der sogenannten Proportionaltheile zurückgeführt ist. 

Bei der Berechnung von Tafeln selbst leistet das Interpoliren die 
wesentlichsten Dienste. Man wird nämlich die Funktionswerthe nur 
für weiter abstehende Werthe des Argumentes berechnen und die zwi- 
schenliegenden durch Interpolation suchen, wodurch man um so mehr 
gewinnt, je complicirter die zu berechnende Funktion ist. 

Bei dem Gebrauche von Tafeln tritt auch die umgekehrte Auf- 
gabe ein, nämlich zu einem gegebenen Werthe der Tafelgrösse den 
zugehörigen Werth des Argumentes zu finden. Hiezu dient ebenfalls 
Formel (3), nur ist «, gegeben und t die gesuchte Grösse. Ist schon die 


9te Differenz sammt den folgenden unmerklich, so hat man unmittelbar: 
eu | 


Au, 
Herr, Höh. Mathematik, I. 3. Aufl, E7 
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wo u, der dem gegebenen %, unmittelbar vorangehende in den Tafeln 
enthaltene Werth der Funktion ist, so dass «;, zwischen den Tafelwer- 
then %, und «, liegend angenommen wird. Sind dann &,, &ı die zu 
“, und u, gehörigen Argumente, so it u =, +1. 

Sind aber auch noch die höheren Differenzen zu berücksichtigen, 
so würde die Bestimmung von aus (3) die Auflösung einer höheren 
Gleichung erfordern, welcher Uebelstand, wenn die Differenzen ‘rasch 
genug abnehmen, durch ein Näherungsverfahren umgangen werden kann. 
Aus (3) folgt nämlich: 














; WU, 
EEE. | 
u 
vernachlässiget man zuerst die höheren Differenzen, so hat man als 
u — U Be 2 
ersten genäherten Werth {= = —? — r; substituirt man diesen im 
Ai U 
0 
2'en Gliede des Nenners, so erhält man als 21°" genäherten Werth: 
U — U i 
ee U, 
T 2 
Au, + nr; u, 
hiemit als 3te% genäherten Werth 
Fo Wr U, 
BEN: v7 —1 — 1)” —2) „ 
Au —— Ju er Be} 
or 1:2 or 14720. x 


U.” 8, :W. 


Beispiel. Man suche mittelst der im ersten Beispiele , 8.1152 
enthaltenen kleinen Tafel der Tangenten den Winkel x, für welchen 
te © —= 0,5812753: ist. 

Man hat u, = 0,5773503; uw: —= 0,5812753; folglich: 

u — u, = 0,0039250, und findet demnach mit den, $. 152 angeführ- 
ten Differenzen: 


WU 0.003925 | 


Me 





Aus. -x:70,01169, an 
EN 0.0039250 er SS, 
” == 0,0116947 —150.0001209. = >> MBSSSBEEE 


c'" — 0,33676. 


Es ist demnach £ = 0,33676, welcher Zahl das Intervall des 
Argumentes, d. i. 30° als Einheit zu Grunde liegt. Daher wird: 


= 0,33676 X. 30.— 10',1028 = 10" 6",17, und z 30270 777 
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154. Betrachten wir jetzt den Fall, wenn die gegebenen Werthe 
des Argumentes, » + 1 an der Zahl: 


iR Zul, 
zu welchen die gleichfalls bekannten Funktionswerthe: 


Ugr Urs Ups Un.» Um 


gehören, nicht in gleichen Intervallen aufeinanderfolgen. 


Man setze: | 
wu=4A-+ Bxs-+ 0x? + Dax’ + ...-+ Ma", (@) 
so kommt es darauf an, die Coefficienten A, B,... M so zu bestim- 
men, dass diese Funktion für = %, &, %9, -:-% der Reihe nach 


die Werthe %,, %,, %g, ...%, annehme. Hiezu erhalten wir folgende 
n + 1 Gleichungen: 

w=Artrgn, + 6% +. + 4 

U aA Ba 08 an. + Hr 

"= A+Bun + ln + :..+ Ma, 
welche zur Bestimmung der » + 1 Coefficienten hinreichen. Ohne jedoch 
diese Elimination auszuführen, erkennt man aus der linearen Form 
dieser Gleichungen, dass jeder, Coefficient, z. B. A die Form: 


A=uwP, Tuff +W%P+.:- . + WnPn 
haben werde, wo P., Py.2,,... Pu Funktionen von%,, %,... 2 Sind. 


Denkt man sich sodann diese Coefficienten in («@) substituirt und den 
Ausdruck nach den # geordnet, so nimmt derselbe die Form an: 


u Eee X, -4- u X, + UX, nu ARRETT + Un Rn, (ß) 


wo die Coefficienten X,,. X, . X„, ganze rationale Funktionen des 
n'en Grades von x sein werden. Der Bedingung der Aufgabe gemäss 
muss nun der 2'° Theil dieser Gleichung sich auf «, reduciren, wenn 
x —=%, gesetzt wird; dies erfordert, dass: 


BY X, —il, und’ X, ENNEN eA ll 
werde: aus gleichem Grunde muss: 

für er X, —TJ,.und Ka Re N ee, 
werden u. S. w. Irgend einer dieser Üoefficienten, z. B. X,, ist also 
durch die beiden Bedingungen bestimmt, dass derselbe —= 1 werde für 


2% — %,, für alle übrigen Werthe von x aber sich auf O reducire. Der 

letzteren Bedingung genügen wir, indem wir setzen: 

Km n)@— m)... m) mn)... em), (M) 
17* 











wo m eine von x unabhängige Constante ist, welche sich durch die 


Bedingung bestimmt, dass X, = 
in (y) © = &,, so erhält man: 
1 = m(n, — %,)(Rg — 8)» > +(Rg — 29-1) (Rg — PR. - (9 — En) 
und wenn man (y) durch diese Gleichung dividirt: 
er (0 — 2©,) (8 — 21). ..(8 — 2-1) (8 — 241). (En) 
(RR —%)- -(2g — 2g-1) (&g — %gr1) (ag — Mm) 
Setzt man in diesem Ausdrucke Jder Reihe nach 0, 1, 2. .n statt 
g und substituirt in (f), so erhält man: 


: setzt man daher 




















_., @=a)e —a)@ —a)...le —m) 
0 u ae ur a ER 
) 
) 








(x — EEE er Zar 
55 ? (2, — E,)(g— %) (&g — 23) - - - (09 — En 
Emmen) a)... m) 


\ (In — %o) (En — % ) (En — #2) -  » (&n — Rn-ı ) 
welches die von Lagrange gegebene Interpolationsformel ist. Ent- 


wickelt man die Brüche und ordnet nach &, so erhält der zweite Theil 
die Form («). 





ACHTES KAPITEL. 


I. 
ÜBER DIE CONVERGENZ UNENDLICHER FAKTORENFOLGEN. 


155. Es seien %,, %, Us... %. Grössen, welche in Bezug auf 
ihren arithmetischen Bau nach einem bestimmten Gesetze fortschrei- 
ten und 

Di UT ee (1) 
das Produkt von n solchen Faktoren, welches offenbar einen bestimm 
ten endlichen Werth haben wird, so lange keiner dieser Faktoren 
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unendlich gross wird. Lassen wir nun, woran im Allgemeinen nichts 
hindert, » unendlich wachsen und setzen lim P„— P, so geht (1) über in: 
U U Us Us Uster in: int, (2) 

Das Produkt rechts vom Gleichheitszeichen besteht jetzt aus einer 
unendlichen Anzahl von Faktoren und wird ein unendliches Produkt 
oder eine unendliche Faktorenfolge genannt. Ist nun lim P,=P 
eine bestimmte endliche Grösse, so sagt man, das unendliche Produkt 
sei convergent; P ist dann der Werth des unendlichen Produktes, 
welchem man sich um so mehr und bis zu einem beliebigen Grade der 
Genauigkeit nähern kann, je mehr Faktoren vom ersten angefangen 
miteinander multiplicirt werden. Das unendliche Produkt heisst im 
Gegentheile divergent, wenn P=limP, unendlich oder unbe- 
stimmt wird. 

Die Untersuchung, ob eine vorgelegte Faktorenfolge convergire, 
kann auf die über die Convergenz der Reihen vorgetragenen Sätze zu- 
rückgeführt werden. Ist e die Basis der natürlichen Logarithmen, so 
be man u, — e%, u, = el, U, —.er u. Ss. W., folglich: 

P— elüo+lu+lMa+lus+.... ? (3) 
und es kommt nun offenbar nur auf das Verhalten der Reihe: 
u, + iu +, + +... (4) 
an, wobei wir folgende drei Fälle unterscheiden können: 


a) Ist die Reihe (4) convergent und s ihre Summe, so ist P=« 
offenbar eine bestimmte endliche Grösse und somit die Faktorenfolge 


convergent; der Werth derselben .— e‘ ist dabei nothwendig von Null 
verschieden. 
b) Divergirt die Reihe (4), jedoch so, dass ihre Summe — — ® 


ist, so wird P=e-@%—0,;, das Produkt %,.%, . ug. ug... Ist daher 
convergent und sein Werth = 0. 

c) Ist jedoch die Reihe (4) divergent und ihre Summe — + ®» 
oder unbestimmt, so wird P=e*® — w oder unbestimmt, in wel- 
chem Falle daher das unendliche Produkt u, . 4, .%,.u, .. . ebenfalls 
divergirt. 

Die unmittelbare Anwendung der im zweiten Kapitel vorgetra- 
genen Sätze auf die Reihe (4) ist jedoch in den meisten Fällen nicht 
einfach genug, daher wir die Bedingung der Convergenz derselben 
auf einen einfacheren Ausdruck bringen wollen. 

Die Reihe (4) wird offenbar convergiren ‘oder divergiren, wenn 
sie von irgend einem Gliede Zw, an convergirt oder divergirt, so dass 
wir statt (4) die folgende: 
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lu, + lürzı + lUr+2 + lurıs +... (5) 
betrachten können, welche, wenn wir die Grössen %,, U, Ugs ».. Unz.. 
auf die Form: | 
„14. Melt welt 2. a 
bringen, was immer möglich ist, folgende Form erhält: 

(to) +1 +9) +i ten) til tus) t... (6) 

Die Convergenz der Reihe (4) ist aber zunächst an die Bedingung 
gebunden, dass lim (u,) — lim 1 + vn)} — Od nme 
lim(1+%) = 1, somit limo„—=0 sei, woraus folgt, dass die Grössen 
v eine unendlich abnehmende Reihe bilden müssen, in Folge dessen 
r immer so gross gewählt werden kann, dass v, und um so mehr %.41,, 
©4929 U. Ss. w. kleiner sind als eine beliebige gegebene Zahl. 
Nun ist bekanntlich: 


1 
A a a 
(i+r=x 5® Hm oz +. 
N 1a (3 Lan ) 
aber: 
IE N RETER 1. ARE TER io 
Se ae en av r..<e tee 
d. i. weil © <T1: 
1 1 F 1 1 
a EN N er ER EEE 
erraten: 


2 
und folglich für jedes «, dessen Zahlenwerth <T 3 181% 


1 1 1 
=-—-#£+-22—...<]; 
3 4 r 5 N | = 
bezeichnen wir daher mit go einen positiven echten Bruch, so be- 
steht für jeden Werth von x, welcher numerisch < 3 ist, die Glei- 


chung: | 
(+) =n— zart on. (7) 


Zu dem gleichen Resultate gelangt man auf demselben Wege, wenn 
man von 2(1 — x) ausgeht, so dass daher (7) für jeden Werth von 


x% gilt, welcher zwischen u und +2 liegt. 
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Dies vorausgesetzt, lassen wir in (6) ©, die erste aus der Reihe 


der unendlich abnehmenden Grössen v sein, deren Zahlenwerth — 


ist, so erhalten wir unter Anwendung der Gl. (7): 


(1 En dr) - (1 - %r+1) + (1 4 ©r+2) E= (1 + © +3) u 
—d% + drrrı #4 drr3a + D43 +»: 


1 
2 2 2 2 
N (v% A Hr v.+2 =% G.43 ARE. .) 
: 3 3 5 3 
a an 0.9, a5 een Ei: 0,,2 0,42 = 0,430,+3 Eh ER; 
1 
—,/, a Veh ) 


(8) 


wo die o positive echte Brüche sind und der Kürze halber die drei 
Reihen rechts vom Gleichheitszeichen mit V,, V,, V, bezeichnet 
werden. 

Aus (8) erhellt sofort, dass die Convergenz oder Divergenz der 
Reihe (6) und somit auch jener (4) von dem Verhalten der Reihen 
V,, V,, V, abhängig ist. Nun ist klar, dass die Convergenz der Reihe 


3 
V, nothwendig auch jene von V, nach sich zieht, weil die Glieder der 
letzteren Reihe sämmtlich kleiner sind als die entsprechenden in V,, 
und ein in V, etwa stattfindender Zeichenwechsel auch in V, erscheint. 
Hingegen lässt sich aus der Convergenz von V, die Convergenz von V, 
nur dann folgern, wenn die Glieder in V, durchaus gleiche Zeichen 
haben; findet aber in V, ein Zeichenwechsel statt, so ist zwar diese 
Reihe wegen der unendlichen Abnahme ihrer Glieder nothwendig con- 
‘ vergent, aber die Reihe V,-kann in Folge der gleichen Bezeichnung 
ihrer Glieder auch divergiren. 

Verbindet man mit diesen Bemerkungen das oben unter a), b), €) 


Gesagte, so gelangt man sogleich zu folgenden Sätzen: 
1) Das unendliche Produkt: 

a Hr U 7) 
convergirt gegen eine von OÖ verschiedene Grenze, wenn die beiden 
Reihen: : 

DEU EV O 0 
ir. WR 
gleichzeitig convergiren. Denn unter dieser Voraussetzung convergirt,.. 
vermöge (8), auch die Reihe (4). 
2) Das Produkt convergirt gegen die Grenze 0, wenn die erste 
dieser Reihen convergirt und die zweite divergirt; oder wenn die erste 
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Reihe divergirt, ihre unendlich wachsende Summe aber negativ wird. 
Denn in beiden Fällen divergirt, in Fulge (8), die Reihe (4) gegen — ». 


3) Das unendliche Produkt divergirt, wenn die erste Reihe diver- 
girt und ihre unendlich wachsende Summe positiv ist. Denn in diesem 
Falle divergirt auch (4) gegen -+ m. | | 

Die Anwendung dieser Regeln unterliegt keinen weiteren Schwie- 
rigkeiten. So findet man z. B., dass die Faktorenfolgen: 


2? 2? x x 
ESS TEZS IE Er 
er % n en 
a a bis Zn 
(+3) ( er) z) 
gegen einen von O verschiedenen Werth convergiren. Die Faktoren- 
folgen: 
% % 
a 
( vl y2 y3 v4 
% iL .n % 
Fe ag. De ee on a] ER 
1-7 )e- 3) ee 
convergiren gegen den Werth Null; das Produkt: 


+ 


ist hingegen divergent. 


11. 


DARSTELLUNG DER SINUS UND COSINUS DURCH PRODUKTE. 


156. Lassen wir in den Formeln (6), (7), (8), (9) des 8. 72, m 
eine ganze Zahl bedeuten, so ist: 


I A en 5 EEE IT 


Wenn m a 











ee 
1.2 Sg Sue a 
N 2 (m? — 922). en on 
CE ee « 1 ’ 3 \ 2 „ sin am, (1) 
‚sin REG m (m? — 22) u 
cos sine FERERTE eh +: 
"m (m RE 92 m? OR aa a { 


nn 
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wenn m ungerade: 
| cos mx m il? 
ie Se ee ER: 
COS& 17,2 RE a 
u 2 2 2 2 1 9\2 
m? — 1?) (m? — 3°)... [m®— (m — 2)’] . 
ee N „m—1 
re EI a een A 
sin mx mer al 
ee re a 3 ee 
GER linie: 2 > * Burr, BER IR 
er m (m 1°) (m 3°. [Mm (m 2) | sinn. (4) 


17.27, 3° Aa 


Die zweiten Theile dieser Gleichungen sind, wie man sieht, ganze 
rationale Funktionen von sinz. Ist nun überhaupt: 


f()=At+Ac+ AH... + Ar 
eine solche Funktion von 2 des rte" Grades und sind 2,, 29, 2 --- £r 
Werthe von z, r an der Zahl, welche diese Funktion auf O reduciren, 
also Wurzeln der Gleichung f(2) = 0, so ist nach einem bekannten 
Satze aus der Theorie der Gleichungen: 
f2) = 4, (2 — 2,)l2 — 3) — 2): -- (2 2). 

Hiedurch ist nun ein leichtes Mittel geboten, obige Reihen in 
Produkte umzuformen. Betrachten wir zunächst die Gleichung (1). 
Setzen wir Kürze halber sinz = 2 und seien 2,, 23 23 -- : 2m die 
Sinus solcher Bögen, m an der Zahl, welche den zweiten Theil dieser 


Gleichung —= 0 machen, so haben wir: 
m 


cosme — (— 1)20(2 — 4)e@ — 3) —2,)-.-(&£— Zum): 
wo Kürze halber: 
IE m? (m? er 22 (m? — 42) ...[m? — (m — 2)2] 





gesetzt ist. Durch Auflösung eines jeden der binomischen Faktoren im 
Zähler von C erhält man aber leicht: 


ı 2.4.6 ...(m—4) (m— 2) m(m+-2)(m+4)...(2m—4)(2m—2) (2m). 


a; 12 
Der Zähler dieses Bruches ist das Produkt aller geraden Zahlen 
von 2 bis 2m, deren Anzahl = m ist; sondert man daher aus jeder 


dieser Zahlen den Faktor 2 ab, so wird der Zähler —= 2",1.2.3.4...m, 
folglich © — 2”1, Es erübrigt nun noch, jene Werthe von x auszu- 


mitteln, welche den zweiten Theil der Gl. (1) auf Null bringen; da 


aber diese Werthe auch den ersten Theil cosmx auf O reduciren müs- 
sen, so finden wir sie aus den Gleichungen: 








Re NA k \ EUER ER 
NEN 2 
e> © 





266 





PN TE I7t 57T (m — 1) 
i Ma lege am Dun Te 2° N 
7 RIRETE 37t gt (m — Lat 
a ae 
namlich: 
BR NEIE, 37 57t (m -— 1)v 
TEN Ta am 
I 7U I7t d7t (m = 1709 
ER IMUNDmM uam e 


die Sinus dieser Bögen, m an der Zahl, sind nun die gesuchten Werthe 


von 2,, 2,3, 23, - - - Zm Und wir erhalten somit: 
m 


cos mx — (— 1)22m-1-%X 


TER ET JRR} EST . (m — 1) 
sinz — sin — | (sinz — sin —])... |(sinx — sin —————) X 
2m ‚2m 


SERIE 2) ( 3 .. (m — a) 
sı & St nn sın X SL Fre SIE SINE ee 
( ji =) ( R 2m SE 2m 
Vereinigt man endlich je zwei übereinanderstehende dieser ein- 


fachen Faktoren in einen quadratischen, wodurch die Anzahl derselben 
m 


m | — 
a) wird und multiplieirt jeden derselben mit einer der in (— 1)? 


enthaltenen negativen Einheiten, so erhält man für m gerade: 


TU 2 : : 3 2 . [7 - 
CoSsmt — 2m—1 (sin a) ei) | I(sin 2) — sin | Re 
N) \ 3%, 
m — 1)ıc\? ; M 
(sn | ae = in | = | (5) 


Eben so folgt aus (2): 


sin mx en 
me N? Ce — a) le a) le ne) 








wo wieder 2=sinxz und 2, 23... 2m die Sinus jener Bögen sind, 
für welche beide Theile der Gl. (2) verschwinden. Diese Bögen erge- 
ben sich daher aus der Gleichung sin m& = 0 und sind, m — 2 an 

















der Zahl: Zar. vun: Azd 677 (m — 2) rt 
Tamm oe a. 
277 Are. = © 66 (m — 2) *) 
2m. ame Om om 





*) Der aus sin mx =:0 folgende Werth &==0 ist unstatthaft, weiler den ersten 
Theil von (2) nicht = 0 macht. Man hat nämlich für ein unendlich abnehmendes &: 
. Sin MX > BIN 1 i 

lim —: ]im Ä 


—— ae. 1. l== m. [N erzbeserg 
sin © cos® = sum ce m. „[ N ERGESSERG 














35 






Em nn RAR ER, ira Se 
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Es ist ferner: 
m (m? — 2°?) (m? — 4°)... [m® — (m — 2)°] 
1.2.3...(m —1) 
2.4.6....(m -- 2) m(m + 2)...(2m — 4) (2m —2) 
1.2.32... \m —1) 


BL 














| 


> Ym—l A 


folglich, wenn man sogleich je zwei der binomischen Faktoren in einen 





E NR 
quadratischen vereinigt, wodurch die Anzahl derselben — wird, 


m—2 


und jeden derselben mit einer der in (— 1) ? enthaltenen negativen 
Einheiten multiplieirt, für m gerade: 


N en Kalıı) Ban 
sinmz —=2Mm—sinzcosz| |sin—]) —sinz SD BIN 
2m 2m 


(sn” zu a — sin | | (6) 


Eben so findet man aus (3) und (4) ohne alle Schwierigkeit für 
m ungerade: 


om—1 ER. akt . 3au\" Ey 
ET ae OL sn — sin? sin We een 
2m 2m 
mer Br A: 
\ ee | (sin! ) Ä "sine, (7) 
2m 
ze. Br Age: er Br 
Sina. —. or sin | (sn — sinz? a re 
2m 2m 


3 ‚(sn ern nn Z), sin |. (8) 


Lässt man in diesen vier Formeln x unendlich klein werden und 
dividirt zu diesem Behufe zuvor die Gl. (6) durch sin« cos«, (7) durch 
cosx, (8) durch sinx, so ergeben sich, da: 























sin mt 008 M& 
a ——]1 


lim cosmx = 1, lim — 
sin®.CoSs® 


CoSs%& 


ist, folgende bemerkenswerthe Gleichungen: 


Für m gerade: 





| E\2 BIEN = RE EDIEN\ Sm ze: 
= :93n71 (sin) (sn) (sin) (sin Be I) E* 


'/ 


| = DIE ( 4rv\? ( Ei) (s (m — ) 
er nn] i .£ ER BER L: eh, 
Me 2 (sn =) sin n) sin >> | m ss (10) 














f Per an 
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Für m ungerade: 


TEN? 370\ > 
sin Be sin 5, sin 
=) (sine) ( ) 12 
) Is 
2m BEST. 2 ( ) 


Dividirt man nun die Gleichungen (5), (6), (7), (8) beziehungs- 
weise durch (9), (10), (11), (12), so erhält man: 


Für m gerade: 








a ( 
PR SER sin ee 
671 


in — ) ( kan au. 
PR Eu am 


x 








M— 2-1 (sin 









































LOSE FE 
' sin? sin ©? 5 sin x? 
SEIEN . 87c\ 2 (m —1)z\* | (13) 
sin — sin - sin —— 
2m 2m 2m 
sin m — m sinx c0osx X > 
; sin ©? sin #? 3 sin? Kain 
ERRDSEN - PATENT Se (m — 2)r\? | (14) 
(sin — sin —— sin ——— | 
2m 2m 2m 
Für m ungerade: 
COS ME COLE RR 
’ sin x? sin @? } sin «? 
ir: I BIEN as . (m —2)rc\? | (15). 
sin — sin — sin ——— —— 
2m 2m 2m 
SIN RE MISINAT X 
: sin #? sin &? ’ sin x? 2 
DEN» AN . (m —1)ze\* | (16) 
sin — sin sin ————— 
2m 2m 2m ö 


Setzen wir in diesen vier Gleichungen — 
Mm 


so erhalten wir: 
Für m gerade: 


N“ 
SL 7: 
m 
STI == 
2m 








die Stelle von m, 


an 


sine 
m 


( in = 
s 2m 
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sin 2 = m sn — 608 — X 
m m 


2 I % 2 NE 
(sin = (sin =) (sin =) 
D) 
se 1 a a RE x . (18) 


( =) ( 3 ( a 
‚sin — sin —— Te ea ER 
2m 9m Im } 


Für m ungerade: 








% 
LOST CORE 
m 











” 3 3 6 2 N 
(sin =) (sin = (sin \ 
i m 
ee nr 1 RR EL - 1, (19 
( ) (si = (s (m — 2 a) | ) 
Sir sin = ee 
M 2m 2m 
; en, 
SILILARZ== Fu 
in m sin Ar 3,8 
BY 2 BY 2 BY \2 
(sin =) (sin =) (sin =) 
Re ee N 1. (20) - 








( = ( ar (s .,; 
sin sin — sin ——— — 
2m 2m x 2m 


157. Mit Hilfe der letzten Formeln lassen sich nun die Funktio- 
nen cos& und sin®z leicht durch unendliche Faktorenfolgen aus- 
drücken, indem man m unendlich wachsen lässt, was offenbar gestattet 
ist, da diese Formeln für jeden Werth von m gelten, wie gross man 
denselben auch annehmen mag. Es kommt dabei nur auf die Ausmit- 
telung des Grenzwerthes: 








9 30 
a wen 
(sin ) sin 
ms ser lim — @? 
( Ba 2 ) ERIC 
sin sin —= 
23m 2m_ 


j Dr 1 h 
für ein unendlich wachsendes m an. Setzt man — ==c0, wo also «& eine 
m 


unendlich abnehmende Grösse bedeutet, und Kürze halber er} 





so wird: 
sin «x 
sin ax 3 & SINE sin o0y x 
Gzehm — - —1im-—- 2 =]im ——:lim =—, 
sin ay sin a & & Y 
& 


somit: 








m 
RD ER 
( Ä a r27ı? 
sn 
3m 


X { 
beachtet man nun noch, dass bekanntlich lim cos — — lim cosax —=1, 
Mm 
: Ba BIN. 0 
lim m sin — = lim -——— = x ist, so erhält man sogleich aus (19) 
Mm a | | 
und (20): 


4x? ( Ax? ) ( 4x? ) 
Cox — Rare ) a 1 
( 12 97° 32 71? 52.462 ) 


ee 
INNE reg ee EEE 1 ee 
( 3) ( Dar 32,71? er 


zwei Formeln, welche, wie man sich nach den in $. 155 aufgestellten 
Kriterien leicht überzeugt, für jeden Werth von x gelten. Setzt man 
x —ksı, wo also k eine beliebige Zahl bedeuten kann, so nehmen sie 
folgende Form an: | | 


Ak®\ (,  4R2 Ak? 
cos kt = es) ) (1 .. (23) 


E v k 


Man übersieht leicht, dass mittelst dieser Formeln auch die übri- 
gen trigonometrischen Funktionen durch unendliche Produkte darge- 
stellt werden können. Schreibt man (24) in der Form: 


DETENEnNE EG EHE 


! 


d 
uud setzt Rs, so folgt: 











esse 
EDETEEDONA AFTER ORT 

oder: 
ee Ei 
RER RE Ge 


eine merkwürdige von Wallis gefundene Entwickelung von — in 


Faktoren. 
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In. 


VERWANDLUNG DER REIHFN IN KETTENBRÜCHE. 


158. Nebst den unendlichen Reihen und Produkten bietet die Ana- 
Iysis in den Kettenbrüchen noch eine bemerkenswerthe Form dar, 
um Grössen oder Funktionen darzustellen und deren Werthe näherungs- 
weise zu berechnen. Wir wollen daher noch in Kürze ein Verfahren 
zur Verwandlung einer Reihe in einen Kettenbruch kennen lernen, da 
man sich dieses Mittels in vielen Fällen mit Vortheil bedienen kann, 
um den Werth der Summe einer unendlichen Reihe näherungsweise zu 
finden, wenn diese nur schwach convergirt, oder wohl gar divergirt. 

Man kann zu diesem Zwecke dieselbe, aus der Arithmetik be- 
kannte, Methode anwenden, nach welcher man einen gemeinen Bruch 
in einen Kettenbruch verwandelt. Bezeichnen wir nämlich mit S$ die 
gegebene Reihe, so ist: 


1 1 R = 
— ——‘, somit, wenn we + — gesetzt wird, 


1:8 Ss 
1 1 
a 1 
Gt at 
el. 
Lk, 
Sei ferner S:R, =v + 7,90 wird: 
. 0 
1 1 
S = — sa — 1 
reed Re ner: 1 
Rn DR} 


Fährt man auf diese Weise fort, immer den letzten Divisor durch 
den letzten Rest dividirend, so erhält man, wenn die bei den folgenden 


Divisionen erscheinenden Quotienten mit ®,, ®,, v,, ... bezeichnet 
werden: 
Die 1 
A 1 
en ee a 1 
v — 1 
2 v, + Me 
Vene: (1) 


Zur Entwickelung der Quotienten v,, ®,, ®,,... ist folgendes sche- 
matische Verfahren bequem, welches wir einer gütigen Mittheilung des 
Hrn. Prof. S. Stampfer verdanken. Es sei: 

S=w—-— u tw, - WW HW—... (1) 
die gegebene Reihe, so erhält man, die Einheit durch dieselbe dividirend: 








1: = ut u u Wr. 


lu. Pam ER Be 
UV Udo Uster Ui Fe, 


een RT ee { 


wenn Kürze halber: 








E 
| 


UV, = Ags UV, a A,» UsV, —=(Ayy,e:.- 


gesetzt wird. Dividirt man mit diesem Reste in den Divisor, so kommt : 





U 
ww —- 4 + —-%+.):,— a 9% —a, + ee 
0 
Hau FU md» 

R,—=(a,v, — u, )— (9%, —u,) + (av, — U)... 

=r b, Se b, IE b; F% 
wenn wir wieder: 

a were DA 9, — U, —D, 0,0 u 


setzen. Ferner: 
a 
. —- +, — + rt) 


urn nt... 
R,=(b,%, — a,) — (&%, — 9) + (65% —a)— ..- 
— C, = C, =F C, rt 





b 
bs +, —b +...) At — 6 tieleman 
0 , 
u. 85. W. | 
Wie man sieht, kommt es nur auf die successive Bildung der 
Reihen : | 


= tu a ae 


+ Henne (23. 
0: 10 Fl 
1::8%=W. | 


aus der gegebenen Reihe (1) an, indem dann: 
1 U a b e 
0 A ID, he 
Vom RT a a ar er 
ug a 0 
ist. Diese Reihen ergeben sich aber einfach mit Hilfe des folgenden 
Schema, wie aus der Vergleichung mit der vorstehenden Rechnung N 


sogleich erhellt: 











BE TE BER a Pr A ee Er BE Te 
I Ta: ER, 7 a At Fr, Fr Pe NR 4 
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un 
u 7m A, 
u, um, =a ar -w=b, 
U, u, —=U, td, — U—b, d,%, — a, = 2) 
= | Dr are ’ — . Be | 
u, UP, = 4; ar, U, —b, dv, — Ad, =—C, 4% One 
U, 4,0, — a, ar m, = DH 0 60, db, —=d, 
1 U a b 
EEE vr V — _! | V — ® a 
ET a ah | RG rd 
0 0. 0 0 G, 
u. 8. W. 


Dabei ist zu bemerken, dass die Bildungsgesetze der Reihen (2) 
immer leicht in die Augen fallen, wenn man sie nicht durch voreilige 
Reduktionen stört, so dass dann nur sehr wenig zu schreiben übrig 
bleibt. 

Bezeichnen wir mit = 5 u. 8. w. die aufeinanderfolgenden r e- 
ducirten Brüche des Kettenbruches (I), so ist bekanntlich: 

v 


| $) 1 a 0’ 
= ul, N-oN +1, 
2, = vy 2, az, EN AN, N, 
Li = V, IR + ER Ay: es v, N, + N 


Zu Un Zu-i1 + Zu N 01 Na-i + Nn-2: 
Wendet man den bekannten Satz, dass der Werth eines Ketten- 
bruches unverändert bleibt, wenn man Zähler und Nenner eines Glie- 
des und den Zähler des darauf folgenden mit einer und derselben 
Grösse multiplieirt oder dividirt, auf den Kettenbruch (I) an, so bringt 
man ihn leicht auf die Form: 








w 
Ss a a w, 
re W / N 
2 I 
a (I) 
Ba 
1-+.. 
wo: 
1 1 1 1 1 
vw — u —w— 0, N 
N) Re] ‚wg 3 ) u ) 
% 9, 2,9 v,v; Un—ıU'n 


ist, und die Grössen « häufig einen einfacheren Ausdruck gestatten, - 


als die Grössen v. Für diese Form hat man als reducirte Brüche: 


IT, BET - b} 
u AN 1 a eh 8 
Henn, Höh. Mathematik, 1, 3. Aufl. 18 
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i und vom 3ten angefangen; RE 
Zn __ Zn-ı + Wn—1 Zn—2 > Ü 
N, N.—ı As Wn—1 Nn—2 \ % Ar % 
= Sr Wenden wir nun das obige Verfahren auf einige Beispiele an. 


1) Es sei: R 
% 22 2 a* 
da ie ST IE Ä 
ae Bee 


in einen Kettenbruch zu verwandeln.: Der Deutlichkeit wegen möge 
hier die Rechnung ausführlich stehen, wobei die zulässigen Abkürzun- 
gen von selbst in die Augen fallen. 
























































x U 
. bene ven aaa Ad, 
1 ; | 
—ı —ı& 
x x” x % 
eo oa | ö 
a3 23 2 ER, 2x 2.222 RER: 1.x? 
DEE er er + PBRRANT 3! 
ac* a 2 Eee 32? 2,37? Do 22° : 
Tata Tara) en 
> a MENEER 4x 2.4x* a, 3x* 
TB ET ER a Bde +7 
a6 a a? 2 DR 5x? 2.52° 2 4x? 
ta, te mars ee 
—] NM — en EURE g a x 
Un EEE dv, be? —= BT 
5 d 
£ 3.202 , 20? 1.28? Er 
ER NT e 
370 Be 2.2,32%) 20° To RR, 
een bi; dt.) 2 Oo 
BA A 2.3.42, 32 DS 
NN ren. 
| 23 
| 1.22 1.202 N 1.22? 1.98? 5 
U. en, u 
EM 4 AAN 5a 4% 





i | f 


- a rn 

5.2.30? ER 1.2.32° 

f TEE TE er NFEH 
u. sw 





1.222 - 1.232,32? 








| Ve — — STRER 61 en 
Das Fortschreitungsgesetz der Grössen: 
v— 2 v——- = 
$ 
: ä } De 2 U = 
5 ; y A 
Y% Fe > v, ee ” 
7 
wanna = 5, 
UrsEwe 
ist ersichtlich und man hat daher: 
1 
Be “: 
I 
“ 1 a5 1 | 1 
x —2-+ 
2 2 ei: 1 N 
5 X 9 fra 2: 
er: 5 1 N 
; er 2 7 
Br. Ur; 
- oder nach einfacher Reduktion : 
a ; : 
; —— X 
$ 2 ge 3 + ah En 
= | 2,8 
FE TE 


ee Setzt man 2—1; 580 erhält man die Basis e der natürlichen Lo- 
- garithmen durch einen Kettenbruch ausgedrückt ; für den 10%" redu- 





E ie Bee 
Be 23225 
nimmt, findet man ee 2,718281835 .. .., welcher Werth in 
der gie Dezimalstelle noch richtig ist. | Tre 
u er BERN £ ! E 18* 





Fe Te a 


_ eirten Bruch desselben, welcher das Glied + Bu als letztes in Anspruch 
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Br 
2) Es is 54-7 +7 
4 5 
durch Anwendung des obigen Verfahrens auf die eingeklA EEE Reihe 
findet man: 
2 2 
vl Ge MN Yet 
2 
MD Be EN Ye Ss. W 
Es ist daher: 
% 
1 HH Sn = — 9% 
ı( iss )= a “ 1 + 
1 2 r 
ee — 1 — +" % 
N SZ 
3% ar 3 + 


Die Reihe für 2(1 + x) convergirt bekanntlich nur für Werthe 
von © <“ 1, während der Kettenbruch auch noch für grössere Werthe 
von x zu einem genäherten Werthe von Z(1 + x) führt. Bezeichnen 
wir Kürze halber den »t*" redueirten Bruch mit In}, so findet man z. B,, 
x —= 3 setzend, für 74 folgende Werthe: 








7971 
10) = 50, — EL 
{11} a — 1,386308 . . . 
IM — a —- 1,386291 . .. 
(13) — ee — 1,386296 11. 


Der wahre Werth ist 74 — 1,38629436 ...., mit welchem 413} in 5 
Dezimalstellen stimmt. 





2 4 6 
X x x 00 \ 
3) Für arege = al —  t— —- +...) 
3 5 7 
findet man: 
| 2,02 22,22 32,02 42.x2 
w=l We—- Ve WERTEN ee ENTER N, 
0 Ä Te FR Br. ee as. 


Hiemit erhält man, unter- Anwendung der Form (II), nach leich- i 


ter Reduktion: 


Di nte ug IR 5 m Zi 











Für <= 1 folgt hieraus: 
TE: Rt 
eg] ne 


le en 
ae 7 +7 =n ” 
en | 


Dieser Kettenbruch für T convereirt ziemlich rasch; man findet: 
164 = 0,785366 ... ., an — 0,7854085 . .., {8} = 0,7853972.. 


der wahre Werth ist — = 0,7853981633......, so dass der 8!° redu- 





eirte Bruch schon 5 hi Stellen gibt. 
4) Wendet man dasselbe Verfahren auf die Binomialreihe: 


(1 +. —=1+nx a = no ot el m s e 





an, so findet man: 


(n+1)x BR (n—1)x 





























w——l, WIE —TNK Wr Yu EELVER. 
(n-+2)x (n — 2) (n + 3)% (n—3)x 
a | 
 n+4)& en AR B 
I u Bay ; 
folglich sie nach Hebung der Brüche: | 
(1 + Eee u 
ı= 
+ ee N (n+2)% 
> ee 
5+ SFR (n—3) 
a 


Schreibt man aber die Binomialreihe in der Form: = 

2 2 

ee Heer Der ..),. 

und verwandelt nun die Reihe in den Klammern in einen Kettenbruch, 
so erhält man: ; 








ne E 
a (a + b)" — a" (i 4 > ‚ so kann hiernach auch (a + 5)" in 


einen Kettenbruch verwandelt werden. Man hat zu diesem Behufe in 


b | f | 
obigen Kettenbrüchen nur ; Fer zu setzen und dieselben mit «" zu mul- 
tiplieiren. { 

a | 
Setzt man n —= gg en 80 erhält man specielle Ausdrücke, | 
welche mit Vortheil zur  Wurzelausziehung benutzt werden können. 2 
f | R 
Für.n. = 5 findet man z. B. aus der zweiten der obigen Formen: - 
— & | 1 5 4 
1 = It .% —=1-+- 
Vi+s T3+s,a Be: ; 
2-+ ... ” 2-4 — 
2 
x 2-4... 


Ist nun aus irgend einer Zahl A die Quadratwurzel zu ziehen, so 
setze man A=a?°”+b, wo a? ein der Zahl A möglichst nahe liegen- 


1 
‚des vollständiges Quadrat ist, so wird VrAz= — Va? - +b—=a (1 + a 


und folglich : 


Va? + Fe ; 


nn Th | 
Dieser Kettenbruch ist periodisch, le nalen Ei herrührt,. 
dass überhaupt der Werth eines jeden unendlichen periodischen Kerl 


tenbruches durch eine Gleichung des 2ten Bee gegeben ist. In der a 
That, es sei: } | 


4 
A, 


+ 


2 — 
=, 
“ 4, +... 





Pr; EN DE ee en 
ne > ER ea Te 








2178 
ein unendlicher Kettenbruch mit ngliedriger Periode, so ist offenbar: 
: 1 
u +—ı 1 
.-+— 
le et h 
Si +2’ 


sucht man nun die aufeinanderfolgenden reducirten Brüche dieses end- 
lichen Kettenbruches und bezeichnet den (n — 1)!" und nte" (von wel- 


ik 
end 





1 
chen der letztere noch das Glied - - in Anspruch nimmt, mit 


7) n—1 
Im 
N 
welcher zugleich den Werth x des vollständigen Kettenbruches darstellt: 
ee 
Nu te Nm. 
welche Gleichung , gehörig geordnet, in Bezug auf x quadratisch ist. 
5) Für die Reihe: 
Deere ind 173,5,8° 1:23.57 08 227. 
findet man: 
u 1, w=% u —28,w— 3%... w—h—1)e, 
folglich ist: 


‚ so hat man für den Werth des (» + 1)!" reducirten Bruches, 





Obige Reihe ist, wie wir in der Integralrechnung finden werden, 
die Entwickelung einer gewissen Funktion, welcher für einen bestimm- 
ten Wertn von & auch ein bestimmter Werth zukommt, der jedoch 
mittelst obiger Reihe nicht gefunden werden kann, da sie für jeden 
Werth von # divergirt. Mit Hilfe des Kettenbruches lässt sich hinge- 
gen die Summirung (wenigstens für kleine Werthe von x; für grössere 
steht eine andere Entwickelung zu Gebote, welche wieder bei kleinen 
Werthen von & unbrauchbar wird) bewerkstelligen. Setzt man z. B. 
<—=0,1, so geben die ersten zehn Näherungsbrüche folgende Werthe 
des Kettenbruches, welche, wie man sieht, rasch convergiren: 
1-1 [6 — 0,9207420... 

{2} — 0,909090 ... {7} = 0,9207990.... 
{3} — 0,923077 ... : {8} = 0,9207804... 
{4} = 0,920244.... {9} = 0,9207870... 
{5} = 0,920930....  {10}= 0,9207844... 





ERRENENDILT TR FERN ER 


a AA BE TE Pa Ba ER SE BL N Eee aa an re 
DE A Rn De 2". es re TE A N a 2 
x a ' ‚ 7 vr u, f ve hi 


6) Die Reihe: 
S=2— 1.220” + 1.2.3027 =1.2.3 do 7% 
auf dieselbe Weise behandelt, liefert folgenden Kettenbruch : 











X 
N 2% 
I, 2 3X 
1+ 2% 
1-+ — 4x En 
1+-—-, 3& 
1+— , 5% 
Ru. 
I -+.. 
Für x = 1, erhält man hieraus: 
I1-—-1:.241.2.,3 1.2.34 I 
Er 
1-+- 1 
Sr 3 
1+-, 2 
1+- , 4 
ae 5 
1+-— 


und findet für die Werthe der reducirten Brüche dieses Kettenbruches, 
vom 20°ten angefangen: 

120} = 0,408621 2) fjagl 22H 403673 00 

{21} — 0,403689 ... {24} — 0,403643 . 

122} = 0,403635 ... 25) — 0,403663... 

Euler fand auf anderem Wege 0,4036524 ... als Werth der 
Summe dieser sehr divergirenden Reihe. Auch hier ist, wie überhaupt 
in ähnlichen Fällen, dieser Ausdruck in dem schon im vorigen Beispiele: 
angedeuteten Sinne zu verstehen, dass die obige Reihe: Kr 1A 
die Entwickelung einer gewissen Funktion f(x) darstellt, deren Werth 
jedoch aus der für jedes x divergirenden Reihe nicht gefunden MREEn 
kann, weil der Rest der Reihe, oder das Ergänzungsglied, d. i. die 
Summe aller auf das n'° folgenden Glieder mit unendlich wachsendem 
n selbst unendlich gross wird und also nie vernachlässiget werden kann. 

Anmerkung. So wie übrigens eine unendliche Reihe, wenn sie zur 
näherungsweisen Berechnung der Funktion, deren Entwickelung sie ist, 
dienen soll, convergiren muss, eben so gut gilt dies auch von den unendli- 
chen Kettenbrüchen. Wenn Ai aufeinanderfolgenden reducirten Brüche, 
sowohl gerader als ungerader Ordnung, sich nicht einer und derselben Be 
stimmten Grenze nähern, so ist der Kettenbruch ffir divergent zu halten. Nur 
Kettenbrüche von der Form: 

rt 
a + 2, Se 
Gt... 
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wo die Zähler der einzelnen Glieder =1 und die Nenner «,, da, ds, . . ganze, 
positive Zahlen sind, convergiren immer und die reducirten Brüche führen 
hier mit Recht den Namen Näherungsbrüche. Dies findet aber nicht 
mehr nothwendig statt, wenn der Kettenbruch eine andere Form hat, und es 
bedarf dann ebenso, wie bei den Reihen, einer Untersuchung ihrer Gonver- 
genz, wozu wir jedoch nur für specielle Fälle die Hilfsmittel besitzen. 

7) Bisweilen bricht die Entwickelung der Grössen ®,, %, ty,» » 
ab, indem die sämmtlichen Glieder irgend einer der Reihen (2) ver- 
‚schwinden ; in diesem Falle erhält man also die Summe der unendli- 
chen Reihe durch einen endlichen Kettenbruch dargestellt, welcher auf 
bekannte Weise in einen gemeinen Bruch verwandelt werden kann. 
Dies tritt ein, wenn die Reihe eine rücklaufende ist [S. 43], deren 
. erzeugender Bruch aus einer endlichen Anzahl von Gliedern besteht. — 
So findet man für die Reihe: | 


S=1-+ 22 + 52° + 122° + 290° +... 








1 { | 
®, en Y, u = — 97° D— A d., es es vw», 
somit: 
T 1 \ 
ar t ea 2X er I, 
"ge 1 Asylerı X oz 
EEE, ER, 
2% 2 4 ” = 
7 


In der That ist die gegebene Reihe eine rücklaufende der 2 
. 7 1 ° 1 | . 
Ordnung (jeder Coefficient a, = 2,_ı 4 Wn_2), und Re ihr 
— 20% 
erzeugender Bruch, wie man umgekehrt durch Entwickelung desselben 
sich leicht überzeugt. 
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ANALYTISCHE GEOMETRIE 


Die geometrische Darstellung einer Gleichung y —= f(x) zwischen 
zwei veränderlichen Grössen x und %, welche wir in $. 14 kennen 
gelernt haben, eröffnet uns den Weg zu einem der wichtigsten Theile 
der Mathematik. Wir haben gesehen, dass die Gleichung 9 = f(x), 
auf die dort angegebene Weise in einer Ebene construirt, im Allgemei- 
nen zu einer krummen Linie führt, welche nach einem gewissen Gesetze 
gebildet ist, als dessen analytischer Ausdruck eben die Gleichung 
% = f(x) betrachtet werden muss, daher dieselbe auch die Gleichung 
dieser Curve, so wie umgekehrt die Curve der geometrische 
Ort der Gleichung y = f(x) genannt wird. Wir können daher anneh- 
men, dass es auch immer möglich sein wird, die zu einer gegebenen 
Curve, deren Bildungsgesetz bekannt ist, gehörende Gleichung 
zu finden, und sind dadurch in den Stand gesetzt, ohne Hilfe einer 
Zeichnung, durch eine analytische Formel die Gestalt einer jeden 
Curve auszudrücken und festzuhalten. 

Das Bildungsgesetz einer Curve ist aber nichts anderes, als der 
Ausdruck irgend einer hervorragenden, die Curve charakterisirenden 
Eigenschaft, aus welcher sich sämmtliche übrige Eigenschaften der- 
selben müssen ableiten lassen. In der sogenannten Elementargeome- 
trie geschieht dies bekanntlich durch geeignete Constructionen. Be- 
sitzen wir aber für das Bildungsgesetz einen analytischen Ausdruck, 
so wird es auch möglich sein, aus diesem durch blosse Rechnung, auf 
analytischem Wege, alle Eigenschaften des in Rede stehenden geome- 
trischen Gebildes abzuleiten. 

Die Gleichung einer Curve ist aber nicht allein der analytische Aus- 
druck ihrer Gestalt und Eigenschaften, sie bestimmt auch deren Lage 
in einer Ebene in Bezug auf zwei in derselben angenommene feste 
Axen. Jede geometrische Aufgabe läuft aber am Ende darauf hinaus, 
entweder die geometrischen Gebilde zu bestimmen, welche gegebenen 
Bedingungen Genüge leisten, oder umgekehrt die Eigenschaften gege- 
bener geometrischer Gebilde und deren Beziehungen unter einander 


ir 


ae Re a 
2. % « 3 = Lau" « os 
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zu erforschen. Da wir nun im Stande sind, Gestalt und gegenseitige 
Lage derselben analytisch auszudrücken, so geht hieraus die Möglich- 
keit einer analytischen Behandlung der Geometrie zur Genüge hervor. 

Das Gesagte findet offenbar Anwendung auch auf räumliche Ge- 
bilde, d. i. solche, welche nicht mit allen ihren Theilen in einer und 
derselben Ebene liegen, da jede Gleichung zwischen drei Veränderlichen 
en y), im Raume construirt, zu einer Fläche führt. 

In der Entwickelung dieser Methode, durch Darstellung ihrer Prin- 
cipien sowohl als deren wichtigster Ergebnisse, besteht derjenige Theil 
der Mathematik, welcher analytische Geometrie, bisweilen auch 
Anwendung der Analysis auf Geometrie genannt wird. | 

Wir theilen dieselbe in zwei Abschnitte: analytische@eometrie 
in der Ebene und analytische Geometrie im Raume, von 
welchen der erste sich mit den in einer Ebene liegenden geometrischen 
Gebilden beschäftiget, der zweite mit solchen, welche im Raume con-. 
struirt sind. | 
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I. ABSCHNITT. 
ANALYTISCHE GEOMETRIE IN DER EBENE. 


ERSTES KAPITEL. 


BESTIMMUNG DER LAGE EINES PUNKTES. — COORDINATEN-SYSTEME. - 
TRANSFORMATION DER COORDINATEN. 


159. Es seien (Fig. 4) XX', YY’ zwei feste, ihrer Lage nach un- 

veränderliche, nicht parallele Gerade in einer Ebene, M ein Punkt in 
derselben, dessen Lage bestimmt werden soll. Fig. 4. 
Ziehen wir die Geraden MQ und MP be- 
ziehungsweise parallel zu XX und YY’, so 
ist klar, dass die Längen dieser Geraden 
die Lage des Punktes M in dem Winkel 
XOY unzweideutig bestimmen. 

Man nennt diese Geraden MP und MQ 
die Coordinaten des Punktes M; die 
eine derselben MO) — OP, welche parallel 
zur festen Geraden XX’ liegt, pflegt man 
mit x, die andere zur festen Geraden YY’ parallele mit y zu bezeichnen 
und erstere die Abscisse, letztere die Ordinate des Punktes M zu 














nennen. 

Die festen Geraden XX’, YY’ heissen die Coordinaten-Axen 
und zwar beziehungsweise Axe der x, oder Abscissenaxe und Axe 
der 4, oder Ordinatenaxe; ihr Durchschnittspunkt O der Anfang 
oder Ursprung der Coordinaten, weil von ihm aus die beiden Coor- 
dinaten OP—= MO =x und OQO=—=MP=y gezählt werden; der Winkel 
XOY, welchen die beiden Axen bilden, der Coordinatenwinkel, 
der Inbegriff beider Axen ein Coordinatensystem. Dasselbe heisst 
ein rechtwinkeliges, wenn der Coordinatenwinkel ein rechter ist, 
in jedem anderen Falle ein schiefwinkeliges. 

Die Lage des Punktes M in der Ebene würde jedoch durch die 
numerischen Werthe seiner Coordinaten MP und M%@ allein nicht 
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vollständig bestimmt sein, da denselben offenbar noch drei andere Punkte 
WM’, M”, M’’ entsprechen, welche mit jenem in gleichen Abständen 
von den Axen liegen. Um diese vier Punkte von einander zu unter- 
scheiden, genügt es, die Coordinaten derselben mit Vorzeichen zu ver- 
sehen. Man pflegt die Abscissen, welche vom Ursprunge aus nach 
rechts in der Richtung OX gezählt werden, als positiv, jene nach 
links in der Richtung OX’als negativ zu betrachten; die Ordinaten 
werden von O nach aufwärts in der Richtung OY positiv, jene nach 
abwärts in der Richtung OY’ negativ genommen. 

Jede der beiden Coordinatenaxen wird durch den Ursprung O in 
zwei Theile, Halbaxen, getheilt, von welchen die eine der Kürze 
wegen die positive, die andere dienegativeHalbaxe genannt wer- 
den mag. Unter dem Coordinatenwinkel verstehen wir immer jenen der 
vier Axenwinkel, welchen die beiden positiven Halbaxen einschliessen ; 
er ist immer < 180°. 

Bezeichnen wir also mit m, n die numerischen Werthe der Coor- 
dinaten MP und MQ, so erhalten wir für die vier Punkte M;,..M! MM”, 
M'" folgendes Schema: 


X = Mm x = — M ı = — M ) = m 
A m") a 
y=tn- y='+ın ym—ın mn 
woraus man erkeunt, dass durch die. zwei: Gleichungen : 
Re) (29 


die Lage eines Punktes in der Ebene vollkommen und unzweideutig 


bestimmt ist, wenn wir unter a und b die mit den gehörigen Vorzeichen 


versehenen Werthe der Coordinaten verstehen. Die Gleichungen (1) 
werden aus diesem Grunde die Gleichungen des Punktes genannt. 
Als besondere Fälle der Glgn. (1) sind folgende zu bemerken: 
1) 2=a, y=0; diese Gleichungen gehören zu einem in der 
Abseissenaxe liegenden Punkte. 
2) 2=0, y=b, welche einen in der Ordinatenaxe liegenden 
Punkt bestimmen; endlich sind 
3) 2=0, y = 0 die Gleichungen des Ursprunges selbst. 


160. Die im vorigen Paragraphe entwickelte Methode zur Bestim- 
mung der Lage eines Punktes in der Ebene, mittelst zweier zu zwei 
festen sich schneidenden Axen paralleler Coordinaten (daher dieses System 
auch Parallel-Coordinatensystem genannt wird), ist aber offen- 
bar nicht das einzige Mittel zu diesem Zwecke und es liessen sich 


deren leicht mehrere ausdenken, unter welchen jedoch nur noch das 
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sogenannte Polar-Coordinatensystem von besonderer Wichtig- 
keit und häufigem Gebrauche ist. Wir denken uns wieder in der Ebene 
eine feste Gerade XX’ (Fig. 4) als Axe, die Polaraxe, und in der- 
selben einen festen Punkt O, als Ursprung, hier der Pol genannt, und 
von demselben eine Gerade OM zu einem beliebigen Punkte M’ in der 
Ebene gezogen. Die Lage desselben ist offenbar bestimmt, wenn die 
Länge der Geraden OM und die Neigung derselben gegen die eine 
 Halbaxe, z. B. OX, also der Winkel MOX gegeben sind. Die Gerade 
OM wird der Radiusvektor des Punktes M genannt; der Winkel 
MOX möge Polarwinkel heissen; ersteren werden wir gewöhnlich 
mit 7, letzteren mit 8 bezeichnen. Dieser Winkel wird, wenn nicht 
ausdrücklich anderes bemerkt ist, stets von der rechten Halbaxe OX 
aus von O bis 360° herum und zwar — wenn wir uns im Punkte O 
auf der Ebene stehend denken — von rechts nach links gezählt werden, 
wobei r im Allgemeinen immer positiv bleibt. 


161. Fällt, wie in Fig. 4, die Polaraxe mit der Abscissenaxe, der 
Pol mit dem Ursprunge des Parallel-Coordinatensystems zusammen, so 
stehen die Paralleleoordinaten 2, % eines Punktes M mit den Polar- 
coordinaten in sehr einfachen Beziehungen. Aus dem Dreiecke OMP 
folgt nämlich, wenn der Coordinatenwinkel XOY=g gesetzt wird; 


Be: „a (P—#) | 











»—Va® + yE + 2ayc0sg, 





sin p 
2 
sin d | Ang ae (2) 
Year, Bee: | 
sinp x + yc0sp 


Ist das Parallel-Coordinatensystem ein rechtwinkeliges, so ist 9—= 90°, 
somit: 


vr cos, | (5) ee + y?, | (4) 
y—rsind.| we. | 


Man überzeugt sich leicht, dass diese Formeln allgemein gelten, 
in welchem der Axenwinkel der Punkt M auch liegen mag. 


x TRANSFORMATION DER COORDINATEN. 


162. Sehr häufig tritt das Bedürfniss ein, von einem Coordinaten- 
systeme, dessen man sich bei einer Aufgabe bedient bat, auf ein neues 
überzugehen, in Bezug auf welches die Gleichungen eine einfachere, oder 
wenigstens dem Zwecke der Untersuchung sich besser anschmiegende 
Form erhalten. Diese Aufgabe führt den Namen: Transformation 

Herrn, Höh. Mathematik, I. 3. Aufl, 13 
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der Coordinaten, und kommt offenbar darauf hinaus, die Coor- 
dinaten eines Punktes, welche sich auf das ursprüng- 
liche Coordinatensystem beziehen, auszudrücken durch 
die auf das neue System sich beziehenden Coordinaten 
dieses Punktes, unter der Voraussetzung, dass dieLage 
des neuen Axensystems gegen das ursprüngliche gege- 
ben ist. | | | 

Der einfachste Fall ist jener, wenn bloss der Ursprung ge- 
ändert wird, die Richtung der Axen aber unverändert 
bleibt. 

Seien OX, OY (Fig. 5) die ursprünglichen Axen, und M ein Punkt, 
dessen Coordinaten in Bezug auf dieselben OP—=x, MP==y sein mögen. 
Sei ferner O0’ der Ursprung des neuen Sy- 
stems, dessen Axen O'X’, 0°Y’ den ursprüng- 
lichen parallel sein sollen; bezeichnen wir mit 
Ba a, b, die Coordinaten des neuen Ursprunges 

0’ bezogen auf das alte System, mit X, 

P' X die neuen Coordinaten des Punktes M, so ist, 

s 1 [X wie man sieht, OP=0B+ BP=0B+ 

/ / 0'P', MP = PP. +, MP OBERE HE 
somit: 


=a+a,y=bH+y. (1) 


Fig. 5. 


163. Von einem schiefwinkeligen Coordinatensy- 
steme zu einem anderen schiefwinkeligen, ohne Aende- 
rung des Ursprunges überzugehen. | 

Fig. 6. Seien (Fig. 6) der alte Coordinatenwinkel XOY 
—=(p, der neue XOY’—=g), ferner 6, 6’ die Winkel, 
welche der Radiusvektor OM==r des Punktes M 
mit den Axen OX und OX’ bildet, so haben wir, 
wenn mit x, y die alten, mit x, y die neuen Coor- 
dinaten des Punktes M bezeichnet werden, vermöge 
der Glgn. (19,8... 101: 











RR r sin (P = 6) = El (m) 
sin p sin p 

en, | (n) 
sing sin p 


Sind nun « «' die Winkel, welche die neue Abseissen- und Ordi- 


natenaxe mit der alten Abseissenaxe einschliessen, so wird: 


’ 


y see & BF ETL, mar N) 1.0 somit p in N 04 7 B, 
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wodurch die Glgn. (n) übergehen in: 
Rosi (00) Mrd sin (d — e) 

nl a) een le 0). 





aus welchen durch Entwickelung des Zählers: 
x sin (@ — «@) = r sin«’ cos08 — r cos sin 6, 
y sin(@ — @) = — rsin«@cosd + rcosa sind 
folgt. Werden diese Gleichungen, die erste mit cos«, die zweite mit 


cos«' multiplieirt und addirt, so erhält man nach Unterdrückung des 
gemeinschaftlichen Faktors sin (@ — «): 
r c0osd —= x cosa + y' cosd. 
Addirt man aber dieselben Gleichungen, nachdem die erste mit 
sin«, die zweite mit sine multiplicirt worden ist, so folgt: 
r sind —= « sin«a + y sind. 
Durch Substitution dieser Werthe von rsind und rcos® in die 
Gleichungen (m) erhält man endlich: 
AR x sin(p — a) + Y sin(p — «) | 
Ey ee (2) 
2% sin@a + % sind | 
ER sing 2 
welche die gesuchten Transformationsformeln sind. | 
Sollte auch noch der Ursprung geändert und in einen Punkt ver- 
legt werden, dessen Coordinaten in Bezug auf das ursprüngliche System 
a, b sind, so erhält man mit Rücksicht auf (1): 
x sin(P — "sin(p — 
zung nr Dr 
x sina sin & 
ER n = 
Erfordert übrigens eine Aufgabe sowohl die Veränderung des Ur- 
sprunges als der Richtung der Axen, so ist es gewöhnlich vortheilhaft, 
diese beiden Transformationen eine nach der anderen auszuführen. Die 
Formeln (2) und (3) sind allgemein giltig, welche auch die Richtung 
der neuen Axen sein mag, wenn nur für « und « immer die Winkel 
genommen werden, welche die neuen positiven Halbaxen der « und Yy 
mit der ursprünglichen positiven Halbaxe der x bilden, in der Rich- 
tung von OX gegen OY von O bis 360° gezählt. 





I 





(3) 





164. In den bei weiten meisten Fällen kommen rechtwinkelige 
Coordinatensysteme in Anwendung, da sich für solche die Ausdrücke 
19% 





Fa 
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in der Regel am einfachsten gestalten. Betrachten wir daher noch fol- 
gende spezielle Fälle. 


I. Von einem reehtwinkeligen zueinem schiefwinke- 
ligen Coordinatensysteme überzugehen. 


Die hiezu dienenden Formeln ergeben sich aus den allgemeinen 


Transformationsformeln (3), indem man 90° setzt; man erhält also: 
z=a-+t x cosae + y cos d, | (a) 
y—b+« sina + ysin «. | 

I. Von einem schiefwinkeligen zu einem rechtwin- 
keligen Coordinatensysteme überzugehen. 





Man setze in (3) € — 90°+ a, somit @ — ed — — [90° (p— a}, 
so folgt: | 
ne x sin(P — @) a: y cos(p — %, 
sin p (6) 
x sin«a + y'cos« . 
ee 





sin 
III. Von einem rechtwinkeligen Coordinatensysteme 
auf ein anderes gleichfalls rechtwinkeliges überzu- 
gehen. | 
Zu diesem Behufe haben wir in (3)  — 90° und «= « + 90° 
zu setzen, und erhalten: 
x —=qa+ x cosa — y sin «, | 


y—=b+xsina+ y cosa. | 


(6) 


ENTFERNUNG ZWEIER GEGEBENER PUNKTE. 


165. Es seien (Fig. 7) M, M’ zwei Punkte, deren rechtwinkelige 
Coordinaten x, y und &’, y’ gegeben sind; man soll einen Ausdruck für 
Fig. 7. die Entfernung D= MM’ dieser Punkte in 

Funktion ihrer Coordinaten’aufstellen. Ziehen 
wir die Ordinaten MP =y, MP =y und 
durch einen der beiden Punkte," etwa M, die 
MR parallel zur x-Axe, so folgt aus dem 
0 P° _ yechtwinkeligen Dreiecke MM’R: MM?— 
— MR?’+ M’R?; es ist aber MR—x —, 

MR=y — y, somit: 


D=+Ve@—o"+ (y—y%. 
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Das doppelte Zeichen erklärt sich dadurch, dass die Entfernung 
D entweder von M gegen M’ oder umgekehrt gezählt werden kann. 
Im Allgemeinen werden Distanzen immer positiv genommen. 

Auf demselben Wege würde sich der Ausdruck von D für ein 
schiefwinkeliges Coordinatensystem ergeben. Man findet ohne Schwie- 
rigkeit: 

D=+V@ eo’ Hy He Fr@ ey Nor. (2) 

Betrachten wir noch das Dreieck, welches die beiden Punkte M, M’ 
mit dem Ursprunge bilden. Sind r, r” die Radienvektoren der Punkte 
M, M’ und «, « deren Neigungswinkel gegen die positive Halbaxe der 
x, so ist: 





[4 ’ 


%C A Y & : Yy 
6086. —= —, sing = =: 08 —= —, sind! —=7. 
Y Y Y Y 


Ist nun Ö der Winkel MOM’, welchen beide Radienvektoren ein- 
schliessen, so hat man + d = «a — «, somit: 
+ sind = sin«a cos«@ — cos« sind, 
oder nach Substitution obiger Werthe: 
+ rr sind = yo — yr; 
bezeichnet man aber mit f den Flächeninhalt des Dreieckes OMM’, so 
ist bekanntlich, 2f = rr’sind, folglich: 

2 — + (ve — ya), (3) 
wo von beiden Zeichen jenes zu wählen ist, welches den Ausdruck von 
f positiv macht. 

Geht man von dem jetzigen Coordinatensysteme, ohne die Rich- 
tung der Axen zu ändern, auf ein neues System über, und sind — «”, 
— 4%" die Coordinaten des neuen Ursprunges in Bezug auf die alten 
Axen, so hat man in (3) 2— x", y—y’; # — a”, y —y” statt x, y; 
%, y zu setzen, wodurch man: 

ya ty —)tN@—e) (4) 
erhält, als Ausdruck für den Flächeninhalt eines Dreieckes, welches 
von den drei Punkten x, y; x, y' und x”, y” gebildet wird. 
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ZWEITES KAPITEL. 
VON DER GERADEN LINIE. 


166. Es sei HL (Fig. 8) eine gerade Linie, in der Ebene der 
rechtwinkeligen Coordinatenaxen OX, OY auf beliebige Weise gezogen; 
Fig. 8 ziehen wir durch den Punkt A, in 

welchem diese Gerade die Ordina- 





tenaxe schneidet, die AK parallel 


F | 
| M zu OX, und zu beliebigen Punk- a 
Y a ten: M, M’, M”,... der Gera- 
De RE den HL die Ordinaten MP, M’P', 
er =D pP oe M"P’, ... so folgt aus den ähn- 
ä lichen Dreicchet AMQ, AMY, 


AM”Q”, ... welche bifehbär nur dann entstehen, wenn M, M’, M”... 
Punkte einer Geraden sind, sofort: | 
Mi 2 2 ! ’ [22 „ 
Er en ee u. 8. W. 
AQ AQ) AQ / 
oder: 
MP — A0.-: M’P)— 40, 1MPZZA0 


eng, 


woraus folgt, dass die um das Stück AO verminderte Ordi- 
nate eines beliebigen Punktes der Geraden zur Abscisse 
desselben in einem eonstanten Verhältnisse steht. 
Bezeichnen wir daher dieses constante Verhältniss mit a, die Ent- 
fernung AO des Durchschnittspunktes der Geraden mit der y-Axe vom 
Ursprunge mit 5b, endlich mit x, y die CGoordinaten eines beliebigen 
Punktes der Geraden, so besteht für jeden Punkt der Geraden die 
Gleichung: 
y—b 
® 





— 4, woraus: 


wird; umgekehrt geht aus der Construction dieser Gleichung die Ge- 
rade HL hervor. Man nennt aus diesem Grunde u Gleichung (1 ) die 
Gleichung der Geraden. 


y=ax + b | (1) 
folgt. Aus der Ableitung dieser Gleichung erhellt, dass derselben durch 
die Coordisaten eines jeden Punktes der Geraden HI Genüge geleistet 
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In derselben bedeuten die Grössen x, y die Coordinaten irgend eines 
Punktes der Geraden, sind also als veränderliche Grössen zu be- 
trachten und werden gewöhnlich die laufenden Goordinaten der 
Geraden genannt. a, b sind hingegen constante Grössen, durch welche 
die Lage der Geraden gegen das Axensystem bestimmt wird. Wegen der 
nothwendigen Homogeneität der Gl. (1) muss b eine Linie, « hingegen 
eine absolute Zahl sein. In der That ist, wie schon oben bemerkt, Ö die 
Ordinate der Geraden im Ursprunge; ferner folgt aus dem AAMY: 


M 
he n == 16 MAQZZLE 
wenn « der Neigungswinkel der Geraden HL gegen die positive Halb- 
axe der x ist; der Coefficient von rin der Fig. 9. 


nach % aufgelösten Gleichung der Geraden 
ist folglieh die trigonometrische Tangente 
des Winkels, welchen die Gerade mit der 
Abseissenaxe einschliesst. 

Die Gl. (1) besteht, da die Ableitung 
offenbar ganz dieselbe bleibt, unverändert ER 
auch für schiefwinkelige Coordinaten ; nur ist 
dann (Fig. 9): 











MO snMAQ sing 
"TAT mAmg snp—a) 
-wo der Coordinatenwinkel; für den Winkel «, welchen die Gerade 
mit der Abscissenaxe einschliesst, findet man hieraus: 
sing a 
1 + acosp' S 
In der Folge werden wir jedoch immer rechtwinkelige Coordinaten 

‚voraussetzen, wenn nicht ausdrücklich das Gegentheil bemerkt ist. 





te. = 


167. Da die Constanten a, b in Gl. (1) jeden möglichen positiven 
oder negativen Wert haben können, so wird die @l. (1) dadurch 
fähig, eine Gerade in jeder beliebigen Lage gegen das Axensystem dar- 
zustellen. Ist 5 negativ, so schneidet die Gerade die y-Axe unter- 
halb des Ursprunges; sie geht durch den Ursprung, wenn d —=0(, 
also die Gleichung von der Form: 9 = «ax ist, d. h. eines constanten 
Gliedes ermangelt; ist a negativ, so macht der oberhalb der x -Axe 
liegende Theil derselben mit der Richtung der positiven Halbaxe der 
x einen stumpfen Winkei. 

Für a=tga=0, wird auh «= 0 und die Gerade zur Ab- 
scissenaxe parallel; die Gl. (1) geht über in „—b, welche demnach die 


N 
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Gl. einer im Abstande — b zur x-Axe parallelen Geraden ist. Wird 
b=0, so fällt die Gerade mit dieser Axe zusammen; es ist daher 
= 0 die Gl. der Absecissenaxe selbst. 

Aus dem AAOB (Fig. 8) folgt AO —= BO. ve d. h. wenn 
BO = — c gesetzt wird, db = '— ac; führt man diesen Werth in die 
Gl. (1) ein, so nimmt dieselbe die Form an: | 


Y 
+ Y = UL — UC, oder —=—- +6; 
a 





für & = 90°, wird tg@ = a —= » und die Gerade senkrecht auf die 
Abseissenaxe ; die letzte Gleichung geht über in 2 =c, welche somit 
die Gleichung einer zur Ordinatenaxe im Abstande —« parallelen Ge- 
raden ist. Für c—=0 fällt diese mit der genannten Axe zusammen ; 
es ist daher & = 0 die Gl. der %-Axe. 


168. Wählt man statt « und 5 andere Gonstanten zur Bestimmung 
der Lage der Geraden, so nimmt auch die Gleichung derselben Br 
Formen an. 

So ist die Lage einer Geraden offenbar durch ihre Diitehschnitte- 
punkte A, B (Fig. 8) mit den beiden Axen bestimmt; bezeichnet man 
daher mit 5b und c die Entfernungen dieser Punkte vom Ursprunge, 
positiv, wenn dieselben auf den positiven Halbaxen der y und # liegen, 
so besteht für jeden Punkt der Geraden die Proportion : 

A0Q: BO'=.MR BP, dio: cyan 
woraus als Gleichung der Geraden: 


Y BE 
Sr — li 1 
+. | (1) 


folgt. Man sieht leicht ein, dass diese Form der Gleichung der Geraden 

für recht- und schiefwinkelige Coordinaten gilt und in beiden Fällen 
die Bedeutung der ÜGonstanten b, c, dieselbe bleibt. 

Fällt man aus dem Ursprunge O0 (Fig. 10) das Perpendikel OD 

auf die Gerade HL, so ist die Lage dieser Geraden durch die Länge 

Fig. 10. ' des Perpendikels OD==p und den Winkel 

ıY m 1 DOX=ß bestimmt, welchen dasselbe mit 

| A der positiven Richtung der x-Axe ein- 

y schliesst. Ist nun M ein beliebiger Punkt 

der Geraden UL, sind x, y% seine Coordi- 

naten, zieht man ferner MO==r und setzt 

/:MOX—®, so hat man: MP—=y==rsinb, 

OP=x==rcosß; ist aber die Linie HDL eine Gerade, so ist für 





jeden Punkt M derselben das AODM bei D rechtwinkelig, somit E 


0oD=0M cos DON, d. 
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p=r cos(P —$)—=rcosß cosd + r sin $ sin; (2) 
hieraus folgt, wenn statt rcos®, rsind obige Werthe substituirt werden: 
xcosß + ysnß =p (3) 


‘als Gleichung der Geraden HL, welche auch die Form: 
| x cosA + y cosu —=p (4) 
annimmt, wenn A und « die Winkel sind, welche » mit der x- und 


y-Axe bildet. Es bedarf kaum der Erinnerung, dass die Formen (3) 
und (4) der Gl. einer Geraden nur für rechtwinkelige Coordinaten gelten. 


Wie man aber auch die Gleichung der Geraden umgestalten mag, 
ihr wesentlicher Charakter bleibt immer der, dass sie in Bezug 
auf die veränderlichen Coordinaten x und y vom ersten Grade ist. 
Wir schliessen hieraus, dass jede Gleichung des ersten Grades 
zwischen zwei Veränderlichen, ihrer geometrischen Be- 
deutung nach, einer geraden Linie angehöre. i 

In der That ist die allgemeine Form einer solchen Gleichung : 


Ay+ Be +C=0, (5) 
welche nach y aufgelöst, die Form: 
B C 
ke de Ai are > 
d. h. die Form y= ax 4 b annimmt, wenn man — = —4q, — = 


setzt, was immer möglich ist, weil die Constanten a, b in Gl. (1) Jedes 
Werthes fähig sind. 

Enthält die Gleichung bloss eine Veränderliche, ist also von der 
Form f(x2)=0 oder f(y) = 0, so ist ihr geometrischer Ort (voraus- 
gesetzt, dass ihr durch reelle Werthe von « oder y genügt werden kann, 
widrigenfalls ihr gar keine geometrische Bedeutung zukäme) eine Ge- 
rade, oder ein System mehrerer, beziehungsweise zur ÖOrdinaten- 
oder Abscissenaxe parallelen Geraden, je nachdem sie in Bezug auf die 
in ihr enthaltene Veränderliche vom 1°" oder höherem Grade ist. 

Ist die Gleichung einer Geraden gegeben, so lässt sich dieselbe 
auf verschiedene Weise construiren, am einfachsten, indem man ihre 
Durchschnittspunkte mit den beiden Coordinatenaxen bestimmt, welche 
sich offenbar ergeben, wenn man in der vorgelegten Gleichung der Reihe 
nach x und % gleich Null setzt. 

Die Gleichung (2), welche man auch in der Form: 


r =» sec(ß — 9) (6) 
schreiben kann, ist die Polargleichung der Geraden; in derselben 
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bedeuten r und ® die laufenden Polarcoordinaten eines beliebigen Punk- 
tes M der Geraden, die Gonstanten p und £ die Polarcoordinaten eines 


festen Punktes D, auf dessen Radiusvektor OD = p im Endpunkte. 


desselben die Gerade senkrecht steht. 


169. Aus der Anwesenheit zweier Constanten in der Gleichung 
der Geraden erkennt man, dass zur Bestimmung der Lage derselben 
zwei Bedingungen erfordert werden. Sind die Constanten gegeben, so 
ist dadurch auch die Lage der Linie bestimmt; sind umgekehrt zwei 
von einander unabhängige Bedingungen gegeben, welchen die Gerade 
genügen soll, so lassen sich die Werthe der Constanten diesen gemäss 
bestimmen. 

Aufgabe. Man suche die Gleichung einer Geraden, 
welche durch einen gegebenen Punkt «, y gebt. 

Die gesuchte Gleichung kann von der Form y=axr +b...(e) 
vorausgesetzt werden, in welcher « und b noch unbestimmte Grössen 
sind. Da die Gerade durch den Punkt x, y gehen soll, so müssen 
die Coordinaten dieses Punktes der Gl. (@) Genüge leisten, wodurch sich 
die Bedingungsgleichung: y = ax’ + b ergibt, mittelst welcher sich 
eine der beiden Unbekannten z. B. db bestimmen und aus («) eliminiren 
lässt, am einfachsten, indem man die letzte Gleichung von («) abzieht: 
man erhält dadurch: 

y—y=alı —®) (1) 
für die gesuchte Gleichung. Setzt man in derselben x —= «’ so folgt 
y=y, zum Beweise, dass die durch dieselbe dargestellte Gerade durch 
den Punkt x, y geht. Sie enthält noch eine willkürliche Constante 
a—tga; der Winkel «, welchen sie mit der &-Axe einschliesst, 
bleibt also unbestimmt, wie es sein muss; weil durch einen Punkt un- 
endlich viele gerade Linien gezogen werden können. | 


170. Aufg. Die Gleichung einer Geraden zu finden, 
welche durch zwei gegebene Punkte «, y und x’, y" geht. 
Sei wieder y= ax +b...(e) die Gleichung der Geraden, so 
bestehen den gegebenen Bedingungen gemäss die Gleichungen: 
y=ac+b...(Pß, "=ar” +b...W) 
aus welchen sich die zwei Unbekannten a und 5b bestimmen lassen. 
Zieht man (A) von («) und (y) von (#) ab, so folgt: 
y— y=aßkz- ze) y- Yu = eh 





und wenn der aus der zweiten dieser Gleichungen gezogene Werth von 


a in die erste substituirt wird: 











welche die verlangte Gleichung ist. 
Ist einer der zwei Punkte, z. B. x”, y” der Ursprung , so folgt 
Bu Iswegen 2 —= y=——= 0: 


’ 


Y 
en, 2 
Van (2) 


als Gleichung einer durch den Ursprung und den Punkt x, y’ gehenden 
Geraden, 

Soll der Punkt x, y” in der Geraden (1) liegen, so müssen diese 
Coordinaten der Gl. (1) Genüge leisten, d. h. es muss die Gleichung: 


ZZ ’ Y ERLH Zn ‚ 
eye" — 2) 


oder: (3) 





erfüllt sein. Diese Gleichung drückt daher die Bedingung aus, dass die 
drei Punkte x, y'; ©”, y’; x”, y” in einer Geraden liegen. 

Wie leicht einzusehen, sind die Formeln dieses und des vorherge- 
henden Paragraphen vom Coordinatenwinkel unabhängig und gelten für 
recht- und schiefwinkelige Coordinaten. 


171. Aufg. Es sind die Gleichungen zweier Geraden 
gegeben; man bestimme den Winkel, unter welchemsich 
dieselben schneiden. 

Es seien: 

Dee —ac Hd, 270 2,4. 0 -L-.:D; 
die Gleichungen der gegebenen Geraden, bezogen auf rechtwinkelige Axen; 
den gesuchten Neigungswinkel derselben wol- Fig. 11. 
len wir mit (1.2) bezeichnen, so. wie die 
Winkel, welche dieselben mit der Axe der «x 
machen, beziehungsweise mit (1.2), (2.x). 

Wie aus Fig. 11 erhellt, ist (1.2)= 
—(2.2) (1.2) oder auch (1.2)=180° __ 
ea ll.n)), je nachdem (1.2) den 
spitzen oder stumpfen Winkel bedeutet, somit: 





tg (2.2) — tg(1.x) 





ne Ba een De OS ER ER Er et RE ER 
29) =- Fe) - (art ERREICHEN: 
es ist aber tg(1.2) = a, tg(2.2) = a), folglich: 


ri en 


a Ta ET Te a ze a I I nr Fere 
ski 44 Et PEN IT ET 
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e 
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Gewöhnlich behält man nur das obere Zeichen bei, wo dann der 
Ausdruck den spitzen Winkel gibt, wenn man a’ den grösseren der 
zwei Coefficienten a, a sein lässt. | 

Die Ergebnisse dieser Aufgabe führen zu wichtigen Folgerungen: 

a) Sind die Geraden 1) und 2) parallel, so ist der Winkel (1.2)—0, 
folglich auch tg(1.2) = 0, womit aus (1) «a —a=0,d.h. a= a 
folgt. Die Gleichung a=« drückt somit die Bedingung 
des Parallelismus der Geraden 1) und 2) aus. 

b) Stehen die Geraden 1) und 2) auf einander senkrecht, so ist 


1 aa 

(1.2) — 90°, somit Ente 19 2 ee Bee woraus 1 + aa = 0 
h ’ - ’ 1 

folgt. Durch-die Gleichung 1 aa =0 oder a =— r 


wird daher die Bedingung der Perpendikularität der 
Geraden 1) und 2) ausgedrückt. 

Beziehen sich die Gleichungen der Geraden 1) und 2) auf ein 
schiefwinkeliges Coordinatensystem, dessen Coordinatenwinkel = , SO 
erhält man mit Hilfe der Gl. (3), $. 166: 

he @ — a) sin p 
1+ad +(a+ta)cosp 
Die Bedingung des Parallelismus der beiden Geraden bleibt somit 
a — a’; die Bedingung des Senkrechtstehens wird aber: 


1+ad+(a+a)cspy—=0. 





172. Aufg. Man suche die Gleichung einer Geraden, 

welche durch den Punkt «, y geht und zur Geraden 
= ax + b 
parallel ist. 

Es sei y—= Ax + B die Gleichung. der gesuchten Geraden, so be- 
stehen die beiden Bedingungsgleichungen: „= Ax’ + B, und A=a; 
es ist somit B = y' — ax’, und die gesuchte Gleichung wird: 

y—-y=alı — X). 


173. Aufg. Die Gleichung. einer Geraden zu suchen, 
welche durch den Punkt x, y geht und auf der Geraden 
y= as + b senkrecht steht. 

Da die Gerade durch den Punkt x, y' gehen soll, so hat ihre e- 
Gleichung die Form: y— y=A (2 — x), und damit sie auf der R. 








a Re" ER Se I A IE a an 
DT ER EUER 4 A 
Ni a “ ge 
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Geraden y = ax + b senkrecht stehe, muss aA = —- 1 sein; es ist 
somit: 


u er, 


sim 


@— ®) 
die verlangte Gleichung. 


174. Aufg. Es sind die Gleichungen zweier Geraden: 
1)... y=ar+b, DEI URN, 
gegeben; man suche die Goordinaten ihres Durchschnitts- 
punktes. 

Die Coordinaten des Durchschnittspunktes sind offenbar jene Werthe 
von x und %, welche beiden Gleichungen 1) und 2) gleichzeitig Genüge 
leisten, welche somit erhalten werden, wenn man diese Gleichungen als 
zusammengehörig oder coöxistirend betrachtet und daraus & und % be- 
stimmt. Auf diese Weise erhält man für die gesuchten Grössen: 





It a = a’, so werden diese Werthe unendlich, was damit über- 
einstimmt, dass bei dieser Voraussetzung die Geraden parallel sind. 
Ist aber a=a undb=b, so wrde=y=2,d. i. unbestimmt; 
in der That fallen dann beide Gerade in eine einzige zusammen und 
haben daher alle Punkte gemeinschaftlich. r 


175. Aufge. Es ist eine gerade Linie und einPunkt M 
ausserhalb derselben gegeben; man sucht die Entfer- 
nung PdesPunktes von der Geraden, d. i. die Länge des 
vondem Punkte Maufdie Gerade gefällten Perpendikels. 

Es seien: 

Fresse 00 
die Gleichung der gegebenen Geraden und x’, %' die Coordinaten des 


gegebenen Punktes M, so ist: 
| 1 
2)...9y —Y re) 
die Gleichung der durch den Punkt x, %' senkrecht auf 1) gezogenen 
Geraden. Sind «”, %” die Coordinaten des Durchschnittspunktes der Ge- 
raden 1) und 2), so ist [$. 165]: 
Be nern) 
Da ferner die Coordinaten x”, y’ den Gleichungen 1) und 2) Ge- 
nüge leisten müssen, so hat man: 





(44 ’ (24 ’ 1 [24 ’ 
yY=ar-+b, Dh Sr —@), 
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woraus man ohne Schwierigkeit: 











vlueW@—ae—) „ ,_ yo 
wo 1-+ a? BL 4.7 1.8? 
findet. Mit diesen Werthen wird endlich: 
Bay a 
Vita? 


wo von beiden Zeichen jenes zu nehmen ist, welches P positiv macht, 
da es sich bei Entfernungen in der Regel nur um ihren absoluten Werth 
handelt. Der Zähler y — (ax’ + b) ist übrigens positiv oder negativ, 
je nachdem %', d. i. die Ordinate des gegebenen Punktes grösser oder 
kleiner ist als a«’ + b, d. i. die zur Abseisse x’ des gegebenen Punk- 
tes gehörige Ordinate der gegebenen Geraden, d. i. je nachdem der 
Punkt M ober oder unter der Geraden liegt. Beachtet man, dass 


1 
— ——— der Cosinus des Neigungswinkels der gegebenen Geraden 


gegen die x-Axe ist, so zieht ‚man leicht aus obigem Ausdrucke von P 
folgende Regel: 

Man findet die Entfernung einesgegebenen Punktes 
x, y von einer gegebenen Geraden, wenn man die Glei- 
ehung der letzteren auf die Form y — ax —b=0O brinst, 
und den Werth, welchen dielinke Seite dieser Gleichung 
fürze=xundy=y annimmt, mit dem Cosinus des Nei- 
gungswinkel der Geraden gegen die Absceissenaxe mul- 
tipBlacınt 


176. Aufg. Man sucht die Gleichung einer Geraden, 
welche durch den Durchschnittspunkt zweiergegebenen 
Geraden geht. | 

Seien: 

11). y ası-tib, (2)... y de 
die Gleichungen der gegebenen Geraden. Statt [nach $. 174] die Coor- 
dinaten des Durchschnittspunktes zu suchen und hierauf [nach $. 169] 
durch diesen Punkt eine Gerade zu legen, kann man kürzer auf fol- 
sende Weise verfahren. 

Schreibt man obige Gleichungen in der Form; 

y— aa det y ae rnbr—— 0: 
multiplieirt eine derselben, etwa die erste mit einer willkürlichen Con- 
stante m, und addirt sie sodann, so erhält man: 
y—ar—b)m+y—ade—V’—=0, (3) 











5 
Y 


Era RE eh A EN ae Er 1 Na AT Ne DAR RE a a Er 
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303 


und diese ist die gesuchte Gleichung, da sie — weil nach & und 4 vom 


ersten Grade — einer Geraden angehört, und offenbar für dieselben 
Werthe von & und y identisch wird, welche den Gleichungen der beiden 
gegebenen Geraden (1) und (2) gleichzeitig Genüge leisten.*) Durch 
Auflösung nach % erhält sie die Form: 


y=— a + ——_. (4) 


Sie enthält noch eine unbestimmte Constante m, weil in der That un- 
endlich viele Gerade der Bedingung der Aufgabe Genüge leisten; wir 
wollen daher noch die Bedingung hinzufügen, dass die Gerade (3) 
oder (4) den von den gegebenen Geraden (1) und (2) ein- 
geschlossenen Winkel halbire. 

Bezeichnen wir mit «@, « und « die Neigungswinkel der Geraden 
(1), (2) und (3) gegen die x-Axe, mit » den Winkel, welchen die Ge- 
raden (1) und (2) einschliessen ; aus (4) folgt zunächst: 


am + a’ 
teu = —, ;; 
: m 1 (A) 
woraus m gefunden wird, sobald « bekannt ist. Nun ist «—=a-+tv, 


und, damit die (3) den Winkel v halbire, v=3v-+«, somit 2u=a+«', 
woraus tg2u —=tg(@ + a), d. i.: 

2tgu  a+ta 
RE Rn 





0,24. = 


folgt. Diese Gleichung, gehörig geordnet, gibt nun: 
a la el) 
a+a 

Da hieraus für tg«, folglich mittelst (4) auch für m zwei Werthe 
erhalten werden, so gibt es zwei Gerade, welche durch den Durchschnitts- 
punkt ‚der (1) und (2) gehen und den von ihnen gebildeten Winkel 
halbiren, wie es auch sein muss, da solcher Winkel zwei, nämlich ® 
und 180° — » existiren. Sind tg«, und tgu, die Wurzeln der Gl. (u), 
so ist nach einem bekannten Satze aus der Theorie der Gleichungen: 


eu — =. (u) 








*) Man sieht leicht, dass dieses Verfahren auch eine allgemeinere An- 
wendung zulässt. Sind f(x,9)—=0 ..(«e) und F'(xz,y)—=0...(#) die Gleichungen 
zweier Curven, und man bildet eine neue Gleichung, p(&, y) =0...(y), die 
für dieselben Werthe von & und y identisch wird, welche den Gleichungen 
(a) und (%) genügen, so schneiden sich die drei Curven («), (#8) und (y) in 
einem oder mehreren gemeinschaftlichen Punkten. Eine solche Gleichung wäre 
z. B. y(&, y)=f(#, y) + Fix, y)=0, oder allgemeiner: p(x, y)=mF'«x, y) 
I nf(z, y) =0, wo m und n zwei willkürliche Constanten bedeuten. 





ar DE ae tn See 77 2 ern et > ae I pe ES 
Di DEE aa RR Rn DRS ERFERTNIDR TE BL E Beer = 
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tu tgw=—= —-1, oder 1 +tgu, tgu, = 0, woraus folgt, dass 
diese zwei Geraden aufeinander senkrecht stehen. Aus (1) findet man: 


Pre ad — 1 +VÜü- Hi Ste): a Ri +?) 

a+ «a 
welcher Werth in (A) substituirt: | 
0a? ya rar 

ee (1+a®)' 
; 1 2 cos a 
mE a eos 


liefert. Führt man endlich diesen Werth in (3) ein, so erhält man: 
Van relaheaes 


Yirar eu Viren (3) 
als Gleichung derjenigen Geraden, welche durch den Durchschlun nel 
der Geraden (1) und (2) geht und den von ihnen gebildeten Winkel 
halbirt. Mit Hilfe der am Schlusse des vorigen $. gegebenen Regel 
hätte sich übrigens diese Gleichung unmittelbar hinschreiben lassen, 
wenn man die Bemerkung macht, dass jeder Punkt dieser Geraden von 
den” gegebenen Geraden (1) und (2) gleich weit entfernt ist. 





LL 


Mm = 

















177. Alufg. Esistein Winkel XOL=a gegeben (Fig. 12.). 
man suche einen Punkt M, dessen senkrechte Entfer- 
Fig. 12. nungen von den Schenkeln des Win- 

y a kels sich wie m zu n verhalten. 

Nimmt man den einen Schenkel OX als 
Abseissenaxe , den Scheitel O als Ursprung, so 
wird die Gleichung des zweiten Schenkels OL: 

X y—ı te & =: 
Bezeichnen wir nun mit &, n die Coordinaten 








des Punktes M, so ist MP=n, NM) =+ as 


IS: 175]. und man hat der Bedingung der Aufgabe gemäss: 
MP: MO amade 


N nl MN, 
Vita: 


woraus! 
N N ET. & 
m+nYVi-t a 


folgt. Da wir zur Bestimmung der Coordinaten &, 7 des Punktes M nur 


N en 








RL [ir ‚Lage £ ae wi Re ee N Pre 2200 Er Re .. ET De 
1 = 2 = i * 
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diese eine Gleichung erhalten, deren geometrischer Ort (des doppelten 
Zeichens im Nenner wegen) zwei im Ursprunge sich schneidende Gerade 
sind, so folgt, dass sämmtliche Punkte dieser zwei Geraden der Aufgabe 
Genüge leisten. 


178. Aufg. Es ist ein Dreieck ABO (Fig. 13.) gegeben; 
eine Gerade HK bewege sich so, dass sie beständig der 
Seite BC parallel bleibt: verbindet Fig. 13. 
man nun die Durchschnittspunkte 
D, E der beweglichen Geraden mit 
den Seiten AB und AC mit den Ge- 
genwinkeln C und B, so schneiden 
sich diese Verbindungslinien im 
Punkte @; man sucht den geometri- 
schen Ort dieses Punktes, d. h. die 
Linie, in welchersämmtliche Durch- 
schnittspunkte G liegen, während die 
Gerade HK sich parallel zu BC bewest. 

Nehmen wir den Scheitel A als Ursprung, die Dreiecksseiten AB 
und AC als Axen der x und y, wobei also im Allgemeinen schiefwin- 
kelige Coordinaten in Anwendung kommen; setzen wir ferner AB=e, 
AC=b, so ist die Gleichung der BC: 





Yy fC 
=“ el: ’ 
b + c x (2) 
Bezeichnen wir AD mit &, so ist die Gl. der HK: y=m(z2—£); da 
| b 
aber diese Gerade zur BC parallel sein soll, so hat man m = — en 
| Ä l 
und somit 9 — — (a — &) als Gleichung der HK. Setzt man in 
dieser Gleichung x — 0, so folgt y = Le — AE. Hiemit erhält man 
nun als 
Y x 
Gleichung der CD S + £ —1=0, (9) 
cy x 
2 :&BE Fe Ze taeg, Y 
Et. (r) 


Betrachtet man nun diese beiden Gleichungen als coexistirend, so 
gehören sie dem Durchschnittspunkte @ an, dessen Coordinaten sich 
. durch successive Elimination von y und & ergeben würden und zwar 
ausgedrückt in Funktion von &, wie es sein muss, weil die Coordinaten 


eines bestimmten Durchschnittspunktes von dem besonderen Werthe 
Herr, Höh. Mathematik, I. 3. Aul, 20 


ee u 
f r =. auy ... 
a u 


ad, RE R EN EI PETER" zn BOB EEE Dee DE a er 
| u 
- EN Te Pe HE A Re 


306 

von E abhängen. Eliminirt man hingegen &, d. h. diejenige Grösse, 

durch welche ein bestimmter Durchschnittspunkt individualisirt wird, so 

erhält man eine Gleichung zwischen «& und %, d. h. zwischen den Ooor- 

dinaten sämmtlicher Durchschnittspunkte, welche demnach die gesuchte 

Gleichung des geometrischen Ortes dieser Durchschnittspunkte sein muss. 
Durch Subtraktion der Gleichungen (9) und (r) erhält man nun: 


y i 4 )— 
ae .) ur (& N, 
Yy C x ( , 

b ( .) AN & 0 


somit nach Unterdrückung des gemeinschaftlichen Faktors: 


oder: 





y-% (s) 


als Gleichung des gesuchten geometrischen Ortes, welcher daher 
eine durch den Ursprung gehende Geradeist, welche die 
Gegenseite BC halbirt. Denn aus der Verbindung der Gl. (s) mit 
(p) erhält man e—=4c, y—=}b als Coordinaten des Durchschnitts- 
punktes J, woraus BJ — (J folgt. 

Lässt man die bewegliche Gerade eine solche Lage einnehmen, 
dass AD—=DB ist, so wird auch AE—= EC und es ergibt sich sofort 
aus Obigem unmittelbar der aus der Geometrie bekannte Satz: Die 
dreiGeraden, welchedieScheitelpunkteeinesDreieckes 
mit den Halbirungspunkten der Gegenseiten verbinden, 
schneiden sich in einem Punkte. | N 

Für diesen Fall werden ferner, wegen AD—= 36, AE—%b, die 


Y 2% | 2yE 22 
Gl. dr (CD: - + — =], Gl. eh 6 
n Eu ; der BE 7 ; : 
durch deren Verbindung man für die Coordinaten des Durchsehnitts- 
punktes @ findet: 2 —=4c, y=!b, woraus, da die Abseisse von J 


— 4e ist, AG: AJ = 2:3, oder AGY GI RE Hole ae 
Durchschnittspunkt der Verbindungslinien der Eck- 
punkte mit den Halbirungspunkten der Gegenseiten 
theilt diese Linien im Verhältnisse von 1:2, wie ebenfalls 
aus den Elementen bekannt ist. Dieser Durchschnittspunkt ist der Schwer- 
punkt des Dreieckes. 
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DRITTES KAPITEL. 
VOM KREISE. 


179. Der Kreis ist bekanntlich jene krumme Linie, deren sämmt- 
liche Punkte von einem festen Punkte (dem Mittelpunkte des Krei- 
ses) gleich weit entfernt sind. 

Bezeichnen wir demnach mit «&, 8 die rechtwinkeligen Coordinaten 
des Mittelpunktes, mit x, y jene eines beliebigen Punktes des Kreises, 


so wird die Entfernung dieser beiden Punkte ausgedrückt durch: 





Ve—P’ +@— 0%, 
und da diese gemäss der oben erwähnten Eigenschaft eine constante 
Grösse ist, so besteht, wenn wir diese constante Entfernung (den Halb- 
messer des Kreises) mit ” bezeichnen, die Gleichung: 
W-’+@— =, (1) 
welche somit für alle Punkte der Kreisperipherie und nur für diese 
gilt, und daher die Gleichung des Kreises ist. 

Die G]. (1) ist die Gleichung des Kreises in ihrer allgemeinsten 
Form; sie wird mehr oder weniger einfach, wenn man dem Axensy- 
steme eine bestimmte Lage gegen den Kreis gibt. 

1) Fällt der Mittelpunkt mit dem Ursprunge zusammen, so erhält 
man aus (1) wegen «= Pf —=0: 

y? 4 22 a 72, (2) 
die sogenannte Mittelpunktsgleichung des Kreises. 

2) Fällt der Ursprung in den Endpunkt eines Durchmessers und 
dieser in die positive Halbaxe der x, so ist e=r, P=0, und die 
Gl. des Kreises wird bei dieser Lage: 

y’ + 2° — 22 —=0. (3) 

3) Liegt der Ursprung in der Peripherie des Kreises, so ist die 


Entfernung des Mittelpunktes vom Ursprung dem Halbmesser gleich, so- 
mit @® + P*—= r*, wodurch die Gl. (1) sich verwandelt in: 


y: +2? — 2Py — 2ar 0.’ (4) 
Aus (1) folgt ferner durch Entwickelung der Quadrate: 
Pt ya tete, (5) 
aus welcher Gleichung, als der Kreisgleichung in ihrer allgemeinsten 
20° 
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Form, sich die charakteristischen Eigenschaften derselben ergeben. Sie 
ist nämlich eine Gleichung des zweiten Grades zwischen den Ver- 
änderlichen x und %, in welcher die Quadrate von x und % den Coef- 
fieienten = 1, oder überhaupt gleiche Coefficienten haben und das 
Glied mit dem Producte xy fehlt. 
Hieraus schliesst man, dass der geometrische Ort jeder Gleichung 
. des zweiten Grades zwischen zwei Veränderlichen von der Form: 
VD Be E—0Z (6) 
ein Kreis ist. In der That werden die Gleichungen (5) und (6) iden- 
tisch, wenn man 
D=—2Pß, E=—2o, F—= a’ + B? — r? 
setzt, woraus: 
a=—ıIE ß=—1D r—=1yD’ + PB ZAER 
folgt, wodurch die Lage des Mittelpunktes und der Halbmesser des durch 
die Gleichung (6) repräsentirten Kreises, dieser selbst also vollkommen 
bestimmt ist. | 
Aus obigem Ausdrucke des Halbmessers erhellt übrigens, dass in 
dem besonderen Falle, wenn D? + E?—=4F ist, die Gleichung (6) 
einen Punkt (Kreis vom Halbmesser—0) bedeutet, dessen Coordinaten 
x—=—JE, y—=—1D sind. In der That bringt man in diesem Falle 
die Gl. (6) leicht auf die Form: 
Y+4D® +@ +42 —0, 
welche in die beiden Gleichungen: +4D=0 und «+4 E=0 zer- 
fällt, und somit einen Punkt zum geometrischen Orte hat, dessen Coor- 
dinaten = — IE, y= —3D sind. 
Die Gl. (6) hat endlich keine geometrische Bedeutung, wenn 
D? + E?< 4F, weil in diesem Falle der Ausdruck des Halbmessers 
Fig. 14. imaginär wird. Man findet auch leicht, dass 
Yy in diesem Falle aus (6) für jeden Werth 
von x ein imaginärer Werth.von % folgt. 





180. Aus der Mittelpunktsgleichung des 
Kreises: 2 Hy —FN (1) 
1 x fülst: y=+YVr’— a), Rt: 

= +Vr?oy2.,. (P) 
somit für 20: y=+r und für y=0 
<= +r, d.h. der Kreis schneidet jede der 
‚beiden Axen in zwei Punkten: A,Bund ©, D 
(Fig. 14), welche zu beiden Seiten des 
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Ursprunges in gleichen Entfernungen von demselben liegen. Die Gl. («) 
zeigt, dass zu jedem Werthe von x <{ r zwei numerisch gleiche, dem 
Zeichen nach entgegengesetzte Werthe von y% gehören, woraus folgt, dass 
die Abseissenaxe den Kreis in zwei congruente Theile theilt; dasselbe 
gilt von der Ordinatenaxe, wie aus Gl. (#) erhellt, und überhaupt von 
jeder durch den Mittelpunkt gehenden Geraden, da die Gl. (1) ihre 
Form nicht ändert, man mag was immer für eine solche Gerade als Ab- 
seissenaxe wählen. Hieraus folgt zugleich, dass der Kreis eine geschlossene 
Curve ist, von deren Gestalt man somit durch die Discussion ihrer 
Gleichung eine deutliche Vorstellung gewinnt. Wir übergehen die Ab- 
leitung der bekannten wesentlichsten Eigenschaften des Kreises aus der 
Gleichung desselben, und nur beispielsweise möge die folgende Aufgabe 
eine Stelle finden. 


181. Aufg. Zwei Punkte A und PB sind gegeben; man 
sucht einen Punkt von der Eigenschaft, dass die zwei 
Geraden, welche denselben mit 
A und B verbinden, einen gege- 
benen Winkel y einschliessen. 

Legen wir (Fig. 15) die Abseissen- 
axe durch die gegebenen Punkte A und 
B, den Ursprung in den Halbirungspunkt 
O der AB = 2a, so sind, wenn wir die 
Coordinaten des gesuchten Punktes M mit - 
&, n bezeichnen : 





1 De ER 
eure) 4, SE ze te) 


die Gleichungen der Geraden AM und BM, und somit der Bedingung 
der Aufgabe gemäss [$. 171]: 











N N 
ar 
gy—ı 
NER TEN 
at&Ea— 


Da wir zur Bestimmung der beiden unbekannten Coordinaten &, 7 nur 
diese eine Gleichung erhalten, so ist die Aufgabe unbestimmt und jeder 
Punkt ist eine Auflösung derselben, dessen Coordinaten obiger Gleichung 
Genüge leisten. Durch Wegschaffung der Brüche erhält sie die Form: 

2 +&—2acty.n— =, . (m) 
in ilcher man die Gl. eines Kreises erkennt, dessen Mittelpunktscoor- 
dinaten: 


Bi; c wre m. OT a 
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a=0, P=acoty, Halbmesser —= a cosecy 


sind, und welcher durch die beiden Punkte A und B geht, weil aus 
(m) für n—=0, ET u Tolgt. 

Dieser Kreis lässt sich leicht construiren. Man mache / 0AD=y 
und errichte in A eine Senkrechte auf AD, welche das im Halbirungs- 
punkte O der AB errichtete Loth OY in dem gesuchten Mittelpunkte 
C' schneidet, wodurch auch der Halbmesser CA = ÜB bekannt wird. 
Denn vermöge dieser Construction wird OU = OA ootg OCA=uctgy—ß), 
und AC = 0A: siny = a cosecy =. 

Aus dem Ausdrucke für £ folgt übrigens, dass der Mittelpunkt 
oberhalb, unterhalb oder in die Abscissenaxe fällt, je nachdem: 

90% >2.190% oder 905 
ist, in welch’ letzterem Falle AB zum Durchmesser wird. Daraus geht 
weiter hervor, dass von den beiden Winkeln AMB und AM’B, welche 
über der Sehne AB in beiden Kreisabschnitten construirt werden, der 
eine spitz, der andere stumpf ist; da ferner Gl. (m) sich nicht ändert, 
wenn man gleichzeitig — n und 180° — » statt 7 und 7 schreibt, so 
muss / AMB-+ / AM’B = 180 sein. 

Alles dieses zusammengefasst, führt zu folgenden Sätzen: 


1) Alle Pheripheriewinkel, welche über derselben 
Sehne in demselben Kreisabschnitte beschrieben wer- 
den, sind einander gleich. 


2) Jeder WinkelimHalbkreisisteinrechter Winkel. 


3) In jedem Kreisvierecke ist die Summe je zweier 
Gegenwinkel = 180°. 


182. Da die allgemeine Gleichung des Kreises (1) oder (6) [$. 179] 
drei Constanten enthält, so sind zur vollständigen Bestimmung der Lage 
und Grösse eines Kreises drei Bedingungen erforderlich und hinreichend. 
Unter den mannigfaltigen Aufgaben, welche sich hier darbieten, wollen 
wir zunächst folgende vornehmen. 

Die Gleichung des Kreises zu finden, der durch drei 
gegebene Punkte geht. 

Seien X, Y5 %ys Yg5 %y, Y, die Coordinaten der gegebenen Punkte; 
die Gleichung des gesuchten Kreises hat die Form: | 

y—-P’’ra—e”’=r, (1) 
wo nun die noch unbekannten Constanten «&, 9, r so zu bestimmen sind, 
dass dieser Kreis durch die gegebenen Punkte gehe. 











ll 


Da diese Punkte in der Peripherie des Kreises (1) liegen sollen, 
so müssen die Coordinaten derselben der Gl. (1) Genüge leisten; es 
bestehen daher folgende drei Bedingungsgleichungen: 

Be lehrt: 

Yen a (2) 

YW—P’ re — = 
welche zur Bestimmung der Unbekannten «, £, r hinreichen. Entwickelt 
man die Quadrate und zieht nach einander die 2° und 3!° Gleichung 
von der 1°ten ab, so erhält man: 


2yı HP +2 n)e- Win) - ei )=0, () 
2 u) +2 - s)e- Wi -H)- ai )=0, (4) 
aus welchen Gleichungen sich nun die Mittelpunktscoordinaten «a, ß 
ohne Schwierigkeit finden lassen, da dieselben nach « und % vom ersten 
Grade sind. Durch Substitution der gefundenen Wertke in eine der 
Glen. (2) ergibt sich sodann auch ». Da jedoch die Ausdrücke ziem- 
lich weitläufig werden und kein weiteres Interesse darbieten, so wollen 
wir aus den bisher erhaltenen Resultaten eine Construction der Aufgabe’ 
ableiten. 

Die Coordinaten des Mittelpunktes sind jene Werthe von « und $, 
welche den Glgn. (3) und (4) gleichzeitig Genüge leisten. Betrachten wir 
nun für einen Augenblick « und ? als veränderliche (laufende) Coor- 
dinaten, so ist, da die Glen. (3) und (4) nach « und ? vom ersten 
Grade sind, der geometrische Ort einer jeden derselben eine gerade Linie, 
deren Durchschnittspunkt offenbar der gesuchte Mittelpunkt sein. muss, 
weil derselbe der einzige Punkt ist, dessen Coordinaten gleichzeitig 
beide Gleichungen (3) und (4) erfüllen. Es kommt daher nur auf 
die Construction dieser beiden Geraden an. Durch Division mit 2 (y, — %,) 
bringt man die Gl. (3) leicht auf folgende Form: | 

en ele, ne | ar) 
= YzRe 40 2 
woraus man erkennt, dass diese Gerade durch den Punkt geht, dessen 
Coordinaten (x, + x,) und $(y, + %,) sind, d. h. durch den Hal- 
birungspunkt der Verbindungslinie der Punkte x,, y,, und x, %,: 
Da ferner die Gleichung dieser Verbindungslinie: 


I 428 Yo 


ra Ser RER (2%) 
ist, so folgt, dass die Gerade (3) oder (3) auf dieser Verbindungslinie 
in ihrem Halbirungspunkte senkrecht steht. — Eben so findet man, 


ee er . 
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dass der geometrische Ort der Gl. (4) die Gerade ist, welche im Hal- 
birungspunkte der die Punkte x,, y, und &,, %, verbindenden Geraden 
senkrecht auf diese errichtet wird. Der Durchschnittspunkt dieser zwei 
Senkrechten, welche hiernach sehr leicht zu construiren sind, ist der 
gesuchte Mittelpunkt. 

Wie man sieht, führt die analytische Auflösung der Aufgabe auf 
jene Construction, welche schon in den Elementen gelehrt wird. Ein- 
facher werden übrigens obige Formeln, wenn man den Ursprung in einen 
der gegebenen Punkte, etwa &,, 9,, und die w-Axe noch durch einen 
der beiden anderen Punkte, etwa x,, %, legt, weil dann: 

, =Y\=h—) 
werden. | 

Aus dieser Aufgabe ersieht man den grossen Vortheil, welchen 
man aus der Benützung der geometrischen Oerter bei der Auflösung - 
bestimmter Aufgaben ziehen kann. Handelt es sich nämlich allgemein 
um die Bestimmung eines Punktes aus gegebenen Bedingungen, so führen 
diese, wenn die Aufgabe eine. bestimmte ist, immer auf zwei Gleichun- 
gen, F(x, y)—0, f(x, yJ—=0 zwischen den Coordinaten x, 4 des ge- 
suchten Punktes, welche sich durch Elimination aus diesen Gleichun- 
gen ergeben. Diese Elimination ist aber nicht selten sehr weitläufig 
und führt dann auf complicirte, schwer zu behandelnde Ausdrücke. Be- 
achtet man aber, dass die Coordinaten des gesuchten Punktes den beiden 
Gleichungen gleichzeitig Genüge leisten müssen, so sieht man so- 
gleich, dass dieser Punkt der Durchschnittspunkt der durch diese Glei- 
chungen dargestellten Linien sein muss, wenn man darin x, y als ver- 
änderliche Coordinaten ansieht, durch deren Construction sich daher 
der gesuchte Punkt ergibt. | 

Ist die Aufgabe unbestimmt, so erhält man zwischen den Coor- 
dinaten des gesuchten Punktes nur eine Gleichung, deren geometri- 
scher Ort irgend eine gerade oder krumme Linie sein wird, deren 
sämmtliche Punkte der Aufgabe Genüge leisten. Hieher gehörige Bei- 
spiele bieten die $$. 177, 178, 181. 


VERBINDUNG DES KREISES Kr DER GERADEN. 

183. Es seien die Gleichungen eines Kreises und einer Geraden: 
eo) +y-- Mr (1) y=an+b (2) 
gegeben und die Coordinaten der Durchschnittspunkte zu suchen. Es 
ergeben sich dieselben, wenn wir die beiden Gleichungen als coöxisti- 


rend betrachten und daraus & und % durch Elimination bestimmen. 
Man findet auf diese Weise: 
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Hier können nun. drei Fälle eintreten: 

1) Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ist negativ; dann werden 
x und y imaginär und die Gerade schneidet den Kreis nicht. Dies 
findet statt, wenn (a« + b — P)? >(1 + a?)r?, oder: 


d. h. wenn der Abstand der Geraden vom Mittelpunkte grösser ist als 
der Halbmesser |[$. 175]. 

2) Der besagte Ausdruck ist positiv; in diesem Falle schneidet 
die Gerade den Kreis und zwar, des doppelten Vorzeichens wegen, in 
zwei Punkten; die Gerade heisst in diesem Falle eine Sekante des 
Kreises. 

3) Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ist = 0; die Gerade 
hat in diesem Falle nur einen Punkt mit dem Kreise gemein, dessen 
Coordinaten: 
| at aß — ab aa + a®B + b 
3 EEE re 1+u? (3) 
sind und heisst nun eine Tangente am Kreise im Punkte &, n. 

Die Bedingung, dass die Gerade (2) Tangente des Kreises (1) 
werde, wird somit durch die Gleichung: 

10 — a6 — b 
vı + + a? a? 
ausgedrückt; d. h. das aus dem Mittelpunkte auf die Gerade gefällte 
Perpendikel muss dem Halbmesser gleich sein, woraus folgt, dass die 
Tangente auf dem zu dem Berührungspunkte gezogenen 
Halbmesser senkrecht steht. 
Bestimmt man aus (3) a und 5, so erhält man: 


eher! 
N ee 

für jene Werthe, welche die Constanten a, b haben müssen, damit 

diese Gerade den Kreis im Punkte 5, n berühre. Substituirt man daher 


diese Ausdrücke in (2), so erhält man: 








II 





ah (4) 





—a SE —e) 
Er n+ ar a oder: 


oe ae 
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ne u) (5) 


als Gleichung der Tangente am Kreise im Punkte &, n, wozu 
eigentlich noch die Gleichung: 

n— A! + E- ar 
gehört, welche ausdrückt, dass der Punkt £, » dem Kreise angehört. 
Schreibt man (5) in der Form: 


| nad) +@—EE 0 
und addirt hiezu die letzte Gleichung, so erhält man die Gleichung 
der Tangente in folgender Form: 


v-d@—-M)+@-)E- Jr, 
welche sich von der Gl. (1) des Kreises nur dadurch unterscheidet, 
dass die Rechtecke (y— f) (n— P) und (x — a) (£—c«) an die Stelle 
der Quadrate (y — P)? und (x — «)* getreten sind. 

Ist der Mittelpunkt des Kreises zugleich der Ursprung der Coor- 
dinaten, so werden die Gleichungen der Tangente am Punkte £, 7, wie 
man aus (5) und (6) für «= f = 0 leicht findet: 

y—1=—-@—8) (7) 


7 


oder : y+ a&=r*. (8) 


184. Betrachten wir noch eine Sekante, welche durch einen be- 
liebigen Punkt A in der Ebene des Kreises gezogen ist. Legen wir 
den Ursprung der Coordinaten in den Mittelpunkt O des Kreises und 
die x-Axe durch den Punkt A; die Entfernung dieses Punktes vom 
Mittelpunkte sei = d, der Halbmesser — r, so sind die Gleichungen 
des Kreises und der Sekante: 


ee yeri,y alter) 


Für die Coordinaten der zwei Durchschnittspunkte B, und 5, er- 








halten wir aus den Glen. (%) im vorigen $., a&=P=0 und b=—ad 
setzend:: / | 
ad+ N ra aN 
a a ne 
a?d — N — ad — aN 
Mare Ran Yu Ira: A 








wo Kürze halber N=Yy( + a?\r? —— a?d? gesetzt ist. Bezeichnet man 
ferner die Entfernungen AB, und AB, des Punktes A von den zwei 
Durchschnittspunkten mit e, und e,, so ist: 








EEE 
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FE ee” k DE I1, Pr Aa, NE a AR Sal Pe San  BEFRLITE > Sn 200 zer AR d% } ! N 7} \ 
v DEREN TE EI Ar KaPIER k . 1 » \ u ; } 


315 


a=(d-a”ty, deln N. 
Führt man in diese Gleichungen obige Werthe der Coordinaten ein, so 
erhält man: 





HN d-+N 
ne Se, et Vpapg See per 
Vı-ta: U ITG 
EN 
Bannbea/e, — + Tta d. i. wenn man den Werth von N wieder- 
ER 


herstellt: 
Be tlg 

wo von den doppelten Zeichen jenes zu nehmen ist, welches e, und e,e, 
positiv macht, also das obere oder untere, je nachdem der Punkt 
A ausserhalb oder innerhalb des Kreises liegt. Da vermöge der letz- 
ten Gleichung das Produkt e,e, von a, d. i. von der Richtung der Se- 
kante (oder Sehne, wenn .A innerhalb des Kreises) unabhängig ist, so 
ergibt sich daraus folgender Satz: | 

Zieht man durch einen beliebigen Punkt A, dessen 
Entfernung vom Mittelpunkte eines gegebenen Kreises 
—dist, Sekanten oder Sehnen, so ist das Produkt aus 
den Abständen der zwei Durchschnittspunkte jeder Se- 
kante oderSehue mitdemKreisevom Punkte A eine con- 
stante Grösse und = der Differenz der Quadrate der Ent- 
fernung d und des Halbmessers. 

Das Produkt e,e, = + (d? — r?) wird die Potenz des Punk- 
tes A in Beziehung auf den Kreis genannt. 

Da ferner dieser Satz gelten muss, wie nahe auch die beiden 
Durchschnittspunkte der Sekante einander kommen, so muss er auch 
für die aus dem Punkte A an den Kreis gezogene Tangente richtig 
bleiben, für welche e, = e, —= t wird, wenn wir mit Z das Stück der 
Tangente zwischen dem Punkte A und dem Berührungspunkte bezeich- 
nen. Es besteht daher die Gleichung £?—=d? — r?, woraus wieder folgt, 
dass die Tangente auf dem Halbmesser des Berührungs- 
punktes senkrecht steht. Da ferner für eine beliebige aus A ge- 
zogene Sekante e, ec, —=d? — r? ist, so hat man "= e, &, welche 
Gleichung den Satz ausspricht, dass die aus dem Punkte Aan 
den Kreis gezogene Tangente ! die mittlere geometrische 
Proportionale ist zwischen den beiden Segmenten einer 
beliebigen durch A gezogenen Sekante. 


185. Wir haben in $. 183 die Gl. der Tangente am Kreise in der 
Voraussetzung entwickelt, dass der Berührungspunkt &, n gegeben sei; 
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nehmen wir jetzt an, es sei ein ausserhalb des Kreises: 


y— Pf? +(e — ea)” =r? (1) 
liegender Punkt x’, y’ gegeben, man soll durch diesen Punkt eine Tan- 
gente an den Kreis ziehen. | 

Bezeichnen wir wieder mit &, n die noch unbekannten Coordinaten 
des Berührungspunktes, so ist die Gl. der Tangente am Kreise im 
Buykte 27721872180, 01.20]« | 


W-Mu-M+@- Er 


Da diese Tangente durch den Punkt x’, y’ gehen soll, so hat man 
die Bedingungsgleichung: 


v-Mu-A+@—-E-)-ı 7m 
welche in Verbindung mit der Gleichung: 
- MP’ HrE—-e?—r), (n) 


die gesuchten Werthe von £ und 7 liefern wird. 

Man erhält aus diesen Gleichungen durch successive Elimination, 
wenn man dabei 5 — «, r» — f als unbekannte Grössen behandelt und 
Kürze halber die bekannten Grössen: 


" —eo=» Yy—-P=g —- eo? +Y —- Py ee 


setzt, wo also d die Entfernung des Punktes x’, y' vom Kreismittel- 


punkte bedeutet: 











2 > ET 
ern). ; | 
NL. 2 
r?g * rp Va? — r? | ( ) 
n— = - RT - x 


Man sieht hieraus, dass von dem Punkte «', y' zwei, oder eine oder 


endlich gar keine Tangente an den Kreis gezogen werden kann, je nach- 
dem d >, = oder <“r ist, d. h. je nachdem der Punkt «', y' ausser- 
halb, in oder innerhalb der Peripherie des Kreises liegt. 


Endlich erhält man für den Neigungswinkel z der Tangente gegen 


die Abscissenaxe: 


DE: Fa HETRREHR} 
23 Er 
Reel At 








186. Es erübrigt noch, aus vorstehender Analyse ein Verfahren 
zur geometrischen Construction der Berührungspunkte abzuleiten. Die 


Ausdrücke (2), welche sich zu diesem Zwecke unmittelbar darbieten, 


sind etwas verwickelt, daher wir von den geometrischen Oertern Ge- 


brauch machen wollen. Die Coordinaten der Berührungspunkte sind 


8) 
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nämlich jene Werthe von &, 7, welche den Gleichungen (m) und (n) 
gleichzeitig Genüge leisten, daher diese Punkte die Durchschnitte der 
diesen Gleichungen entsprechenden 
geometrischen Oerter sein werden, 
wenn wir darin &, n als laufende 
Coordinaten betrachten. 

Da aber die Construction nur 
von der Natur der Aufgabe, nicht 
aber von der Lage des bei der 
Analyse gebrauchten Coordinatensy- 
stemes abhängen kann, so wollen wir 
jetzt den Ursprung in den Mittel- 
punkt O des Kreises legen (Fig. 16), 
wodurch &—= ß —0 wird und die 
zu construirenden Gleichungen (m) 
und (») folgende Form erhalten: 

Baer. mon Erin. km), 

Der Ort der Gl. (n’) ist der gegebene Kreis selbst; der Ort von 
(m’) ist eine Gerade, welche am einfachsten mit Hilfe ihrer Durch- 
schnittspunkte mit den Axen construirt wird. Aus (m’) folgt nämlich: 


12 nd 
fry—=0:5=0D—, und für &=0:7=0E=\; 
Ban : y 





construirt man daher zu & und r, sodann zu %y und r die dritten Pro- 
portionalen OD und OE, so ergeben sich die Punkte D und E; die 
durch diese Punkte gezogene Gerade LL/ ist der Ort der Gl. (m’) und 
die Durchschnittspunkte @, @’ derselben mit dem Kreise sind die ge- 
suchten Berührungspunkte. 

Die Gerade ZLZ/, welche durch die beiden Berührungspunkte der 
aus M an den Kreis gezogenen Tangente geht, und deren Gleichung 
(m’) ist, heisst Berührungssehne. 

Aus dem für OD gefundenen Ausdrucke ersieht man, dass die 
Lage des Punktes D von der Ordinate y' des Punktes M unabhängig 
ist; daraus folgt, dass, wenn man von beliebigen Punkten der durch M 
senkrecht auf OX gezogenen Geraden NN’ die Tangenten an den Kreis 
zieht, sämmtliche Berührungssehnen sich in einem und demselben Punkte 
D schneiden werden. 

Da nun die Richtung der Abscissenaxe in Bezug auf den Kreis 
völlig willkürlich ist und folglich diese Axe auf jede durch den Punkt 
M gehende Gerade senkrecht gezogen werden kann, so ergibt sich hier- 
aus das folgende Theorem : 
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Zieht man von beliebigen Punkteneiner Geraden NN’ 
Tangenten an den Kreis und verbindet die Berührungs- 
punkte der zusammengehörigen Tangenten durch Seh- 
nen, so schneiden sich alle diese Berührungssehnenin 
einem und demselben Punkte D, welcherindemvomMit- 
telpunkteaufdie Gerade NN’ gefällten Perpendikelliegt. 

Der Punkt D heisst der Pol in Bezug auf die Gerade NN’, welche 
wieder ihrerseits die Polare in Bezug auf den Punkt D genannt wird. 

Aus dem Ausdrucke für OD folgt, dass, wenn © = OP > ist, 
OD <r wird, und umgekehrt; d. h. wenn die Polare ausserhalb des 
Kreises liegt, liegt der Pol in demselben ; schneidet aber die Polare den 
Kreis, so liegt der Pol ausserhalb des Kreises. 

Kehrt man das obige Theorem um, so erhält man folgendes: 

Zieht man durch einen in oder ausser dem Kreise 
liegenden Punkt Sehnen oder Sekauntenundzu den Durch- 
schnittspunkten derselben mit dem Kreise Tangenten, 
so liegen sämmtliche Durchschnittspunkte je zweier zu- 
sammengehöriger Tangenten in einer Geraden, welche 
auf der den gegebenen Punkt mit dem Mittelpunkte ver- 
bindenden Geraden senkrecht steht. | 

Eine andere Construktion der Durchschnittspunkte ist folgende. 
Zieht man die beiden Gleichungen (m) und (») von einander ab, so 
erhält man: 

P+E— m—at—0, (r) 
welche Gleichung wir statt (m) benutzen können. Der Ort der Gl. (#’) 
ist wieder der gegebene Kreis ; jener von (r) ist aber ebenfalls ein Kreis, 
dessen Mittelpunktscoordinaten 4x und %y sind, dessen Halbmesser 

ı YVr?+ y?—= 10M ist. 
Beschreibt man daher aus dem Halbirungspunkte J der OM mit dem 
Halbmesser 4 OM einen Kreis, so schneidet dieser den gegebenen Kreis 
in den gesuchten Berührungspunkten #, @. Diese Construktion wird 
bekanntlich in den Elementen gelehrt. 


187. Die in $. 183 und 185 erhaltenen Resultate setzen uns in 
den Stand, Aufgaben über die Berührungen von Kreisen und Geraden 
aufzulösen. Hicher gehören vorzüglich folgende drei: Es ist die Glei- 
chung eines Kreises zu suchen, welcher: 

1) Eine gegebene Gerade berührt und durch zwei gegebene Punkte 
geht; 2) zwei gegebene Gerade berührt und durch einen gegebenen 
Punkt geht; 3) drei gegebene Gerade berührt. 
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Die Herstellung der entwickelten Endformeln ist bei dergleichen 
Aufgaben immer ziemlich weitläufig; von wesentlichem Einflusse ist 
hiebei eine zweckmässige Anordnung des Coordinatensystems in Bezug 
auf die gegebenen Stücke. Gewöhnlich führt man aber die Auflösung 
nur so weit fort, bis aus den gewonnenen Gleichungen eine einfache 
und elegante Construktion sich ergibt, und die erhaltenen Resultate 
Anhaltspunkte für die Erforschung weiterer Eigenthümlichkeiten des in 
der Aufgabe vorkommenden Systems von Linien und Punkten darbieten. 


So führen z. B. bei der dritten der obigen Aufgabe schon die 
ersten Schritte in der Analyse zur Construktion, was hier noch mit 
einigen Worten angedeutet werden mag. Es seien: 
Barry =ar tb 22), y=ar + biii..(3) 
die Gleichungen der gegebenen Geraden, 

WB! +@— = 

die Gleichung des gesuchten Kreises. Damit derselbe jede der drei Ge- 
raden berühre, müssen [$. 183, Gl. (4)] folgende Bedingungsgleichungen 
erfüllt werden: 

(#? — aa — b)" —=r’(1-+afR), 

$— da—b’—=r’(1-+a?), 

(# — a’a — db")? —=r?(1+a””), 
aus welchen die drei Unbekannten gefunden werden können. Eliminirt 
man zunächst r”, indem man die erste dieser Gleichungen durch die 
zweite und dritte dividirt, so erhält man, wenn man sogleich die Wur- 
zel auszieht: 





BR ee Narr, 








ve 
nn een (5) 
VIi-+ a? vwira, 


wo die Wurzelgrössen. V1 + a? u. s. w. positiv zu nehmen sind. Des 
doppelten Zeichens wegen zerfallen diese zwei Doppelgleichungen in 
vier Paare von Gleichungen; jedes dieser vier Paare ist nach « und £ 
vom ersten Grade, liefert also ein System von Werthen für « und ß, 
so dass also die Aufgabe vier Auflösungen zulässt und somit vier 
Kreise gezogen werden können, welche drei gegebene Gerade berühren. 
In der That, wollte man fortfahren, aus (4) und (5) noch eine Unbe- 
kannte, etwa P, zu eliminiren, so würde man für « eine Gleichung vom 
4ten Grade erhalten. Vergleicht man aber diese Gleichungen mit Gl. 
(5) $. 176, so erkennt man sogleich, dass dieselben die vier Geraden 
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zum geometrischen Orte haben, welche die von den gegebenen Geraden 
(1), (2) und (1), (3) gebildeten Winkel halbiren. Die Durchschnitts- 
punkte dieser vier Geraden, welche sich leicht construiren lassen, sind 
daher die Mittelpunkte der vier Kreise. 


VERBINDUNG MEHRERER KREISE. 


188. Betrachten wir zwei Kreise; ist e die Entfernung ihrer Mit- 
telpunkte ©, 0’, und legen wir den Ursprung in den Mittelpunkt € 
des einen Kreises, die positive Halbaxe der x in die Centrilinie CC’, 
so sind ihre Gleichungen: 


ya —r?.. 1), y File eyr seen 
durch deren Verbindung man folgende Werthe für die Coordinaten der 
Durchschnittspunkte erhält: 


e? si PR HE 








& i 3 
B: (3) 
1 TEE Er VE; werte 
ee (4) 
e 
Der Werth von x ist, wie man sieht, immer reell, und — voraus- 
gesetzt, dass e nicht — 0, d. h. die Kreise nicht concentrisch sind — 


bestimmt und endlich. Der Ausdruck für 4 wird hingegen imaginär, 
Null, oder erhält zwei reelle, gleiche und dem Zeichen nach entgegen- 
gesetzte Werthe, je nachdem die Differenz unter dem Wurzelzeichen 
negativ, Null, oder positiv ist. Im ersten Falle schneiden sich die Kreise 
nicht; im letzten findet ein Durchschnitt statt und zwar in zwei Punkten, 
welche zu beiden Seiten der Centrilinie in gleichen Entfernungen von 
derselben in einer auf der Öentrilinie senkrechten Geraden liegen, da 
beiden vermöge (3) dieselbe Abscisse zukommt. Ist endlich die Grösse 
unter dem Wurzelzeichen — 0, so haben die beiden Kreise nur einen 
in der Centrilinie liegenden Punkt gemein, und die Gerade (3) wird 
in diesem Falle zur gemeinschaftlichen Tangente an dem besagten Punkte, 
in welchem sich nun die beiden Kreise berühren. 

Löst man in (4) die Differenz unter dem Wurzelzeichen in Fakto- 
ren auf, so findet man: 


y=+ Vletrtr)fetr—r)(e+r—rn(etr—oh, 


woraus man erkennt, dass y reell wird, wenn, da (r + »’ + e) immer 
positiv ist, die übrigen drei Faktoren sämmtlich positiv, oder einer 
positiv und zwei negativ sind. Dieser letztere Fall kann aber nicht 
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eintreten. Denn ist einer dieser Faktoren z. B. e-+r-—r’ negativ, 
alsoetr<r, syoite<r wdr<r, somit ! —r und r —e 
positiv, wodurch aber die beiden andern Faktoren nothwendig positiv 
werden. Hiernach kann man folgenden Satz aussprechen: 

ZweiKreise, deren Halbmesser vr, r und Abstand der 
Mittelpunkte —=e sind, schneiden sichin zwei Punkten, 
wenn von den drei@rössen r, fr d jede kleiner ist als die 
Summe der beiden anderen. 

Eine Berührung der beiden Kreise tritt ein, wenn ==0 wird, d.h. 
wenn einer der obigen drei Faktoren verschwindet, wenn also e=r"—r 


$ 


oder e—r — r, odre='ir-r,d.h. wenn e=+ (r — f‘) oder 
e=r- r oder wenn man diese Gleichungen in eine vereinigt, wenn 
e? Sum (r SE Be (5) 


wird. Diese Gleichung drückt somit die Bedingung für die Be- 
rührung zweier Kreise analytisch aus, und diese tritt ein, wenn der 
Abstand ihrer Mittelpunkte der Summe oder der Diffe- 
renz der Halbmesser gleich ist. Die Berührung wird im ersten 
Falle eine äussere, im zweiten eine innere genannt. 

Mit Hilfe der Gl. (5) ist man nun im Stande, auch solche Aufga- 
ben aufzulösen, bei welchen Berührungen von Kreisen gefordert werden; 
z. B. einen Kreis zu suchen, der durch einen gegebenen Punkt geht, 
eine gegebene Gerade und einen gegebenen Kreis berührt; oder welcher 
eine Gerade und zwei Kreise berührt u. s. w. Der Ansatz der drei 
Bedingungsgleichungen hat in allen diesen Fällen gar keine Schwierig- 
keiten; auf die weitere immer mehr oder weniger weitläufige Behand- 
lung derselben einzugehen, gestattet der Raum nicht. Ein Ergebniss 
der Untersuchungen dieses Paragraphes von allgemeinerer Bedeutung 
wollen wir jedoch noch mit einigen Worten hervorheben, wozu uns die 
Gl. (3) Veranlassung gibt, welche, wie man sieht, einer zur y-Axe pa- 
rallelen Geraden angehört, in welcher die Durchschnittspunkte beider 
Kreise, oder der Berührungspunkt liegen; welche Gerade jedoch — da 
die Gleichung immer reell bleibt -— auch dann noch existirt, wenn die 
Kreise keinen Punkt gemeinschaftlich haben, und daher zu den Kreisen 
in einer gewissen Beziehung stehen muss. 


189. Es seien allgemein: 
@- oe: +W- Be r—=0—H, (1) 
«— ed’ + — Pf)’ —- rt? =0=K£ (2) 
die Gleichungen zweier gegebenen Kreise; durch Subtraktion derselben 
erhalten wir: 
Herr, Höh. Mathematik, I. 3. Aufl, 21 
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Yu —- MN) +2 —e)+mM—=0—=K—K, (3) 
wo der Kürze wegen (@* + BP? — r?)— (@?” + BP? — ı?)—= m? gesetzt 
ist. Der Ort der Gl. (3) ist, da dieselbe nach x und y vom ersten 
Grade, eine gerade Linie, welche die beiden Kreisen gemeinschaftlichen 
Punkte, wenn deren vorhanden sind, enthalten muss, weil sie durch 
dieselben Werthe von x und % identisch wird, welche die Gleichungen 
K=—=0 und K —=0 gleichzeitig befriedigen. [Vergl. d. Anmerk. zu $. 
176.] Schneiden sich die Kreise in zwei Punkten, so ist demnach (3) 
die Gleichung der durch diese Punkte gehenden gemeinschaftli- 
chen Sekante (oder unbestimmt verlängerten gemeinschäftli- 
chen Sehne); berühren sich die Kreise, so ist (3) die Gl. der ge- 
meinschaftlichen Tangente, da sie durch den Berührungspunkt 
geht, und auf der Centrilinie der beiden Kreise, deren Gleichung 


ER a) 





y—P= 


ist, senkrecht steht. Haben endlich die zwei Kreise keinen gemein- 
schaftlichen Punkt, so hat auch die Gerade (3) mit denselben keinen 
Punkt gemein, nichtsdestoweniger existirt sie aber, da ihre Gleichung 
unter allen Umständen reell bleibt, und hat eine bestinmte Lage gegen 
die gegebenen Kreise. Dass diese Gerade keine andere ist, als die (3) 
im vorigen $., bedarf kaum der Erinnerung. 

Wir woilen diese Gerade, welche nach dem Gesagten für je zwei 
gegebene Kreise immer existirt, mit Plücker die Chordale dersel- 
ben nennen und einige der wesentlichsten Eigenschaften derselben in 
Kürze anführen. 

I. Die Chordale zweier Kreise steht senkrecht auf 
der Gentrilinie derselben, wie bereits durch das Vorstehende 
erwiesen ist. 

II. Es seien drei Kreise gegeben: K=0, K"=0, K’=0, und 
zu je zweien derselben die Chordalen gezogen; die Gleichungen der 
drei Chordalen sind: 

R.— KO, Ko Reno KR enge 
Da nun jede dieser Gleichungen eine Folge der beiden anderen ist, so 
muss irgend eine derselben durch dieselben Werthe von z und % be- 
friediget werden, welche den beiden anderen gleichzeitig genügen; hier- 
aus folgt der Satz.: j 

Die drei Chordalen, welche zu je zweien von drei 
gegebenen Kreisen gehören, schneiden sich in einem 
Punkte. 












. gerten Geraden ab, a’b’ die 


Dieser Satz leitet sogleich auf ein einfaches Verfahren zur Con- 
struction der Chordale zweier sich nicht schneidenden Kreise, wenn 
man noch beachtet, dass nach obigem die Chordale zweier sieh schnei- 
denden Kreise ihre gemein- Kier 17 
schaftliche Sekante ist. Seien 
(Fig. 17) X, K’ die gege- 
benen Kreise; man ziehe 
einen Hilfskreis K”, wel- 
cher die gegebenen Kreise 
ina,b; a‘, b' schneidet, so 
sind die unbestimmt verlän- 





Chordalen beziehungsweise 
der Kreise X, K’ und K', - 
K’, welche sich mit der 





T \ 


Chordale der Kreise K und RK | 


K in einem Punkte m schneiden müssen ; es ist daher m ein Punkt 
der gesuchten Chordale. Auf dieselbe Weise construirt man mittelst eines 
zweiten Hilfskreises X” einen zweiten Punkt », und es ist die durch 
m und n gezogene Gerade die Chordale der Kreise A und K. 

Ill. Von einem beliebigen Punkte M (Fig. 17) der Chordale seien 
an die beiden Kreise K, X’, deren Gleichungen die obigen (1) und (2) 
sein mögen, Tangenten MB und MB’ gezogen; bezeichnen wir die 
Coordinaten des Punktes M mit x, %; seine Entfernungen von den Be- 
rührungspunkten B und B’ mit t, !; seine Abstände von den Mittel- 
punkten K, K’ mit d, d’; so ist: 


f? em d? EA 12, t? = d? DEE va, 


Re typ. dee — el + wm); 
durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen erhält man mit Rück- 
sicht auf Gl. (3), da der Punkt x, y der Chordale angehört: 


Io 


de da ga p2n.oder: 
dr ed2 r?, (4) 
folglich auch: 
2? —t? oder t—=t. (5) 
Die Gleichungen (4) und (5) sprechen folgende Sätze aus: 
Für jeden Punkt der Chordale sind die Potenzen 
[$S- 184] in Bezug auf beide Kreise gleich. 
Zieht man von irgend einem Punkte der Chordale 
zweier Kreise Tangenten an dieselben, so sind die Län- 
| d1* 








gen derselben bis zu den Berührungspunkten gezählt, 
einander gleich. | 


Aus diesen Gründen wird von manchen Schriftstellern die Chor- 
dale die Linie der gleichen Potenzen, auch Potenz-Axe, 
oder die Linie der gleichen Tangenten genannt. Französische Ma- 
thematiker heissen sie Radikal-Axe. 


Die angeführten Eigenschaften der Chordale führen bei Auflösung 
von Aufgaben, insbesondere über Berührung von Kreisen, häufig zu 
sehr eleganten Construktionen, was noch an einigen Beispielen gezeigt 
werden soll. 


Aufg. Einen Kreis zu construiren, der einen gege- 
benen Kreis berührt und durch zwei gegebene Punkte 
geht. 

Seien (Fig. 18) K der gegebene Kreis; A, B die gegebenen Punkte. 
Denken wir uns den gesuchten Kreis X’ construirt und ziehen wir durch 

A, Bb einen den gegebenen 
Kreis K in Deufid.4 
denden Hilfskreis © von will- 
kürlichem Halbmesser, so 
sind die Geraden AB, DE 
die Ghordalen beziehungsweise 
der Kreise. C und X, C und 
\ K; ihr Durchschnittspunkt @ 
ist daher auch (nach I) ein 
/ Punkt der Chordale der Kreise 
/ Kund K’, und da diese Kreise 
sich berühren sollen, so ist 
die Öhordale derselben die ge- 
meinschaftliche Tangente. Zie- 
hen wir daher durch den Punkt @ Tangenten GH und GJ an den 
gegebenen Kreis, so sind die Berührungspunkte derselben m und n» zu- 





schnei- 








gleich die Berührungspunkte des gegebenen und gesuchten Kreises, 
woraus sogleich folgt, dass zwei Kreise gezogen werden können, welche 
der Aufgabe Genüge leisten. Unsere Aufgabe ist somit auf jene zurück- 

geführt, durch drei gegebene Punkte: A, B, m und A, B,n Kreise zu | 
ziehen. Zieht man die Halbmesser Km und Kn und verlängert dieselben 
bis zu ihren Durchschnitten X’, K” mit dem im Halbirungspunkte der 
AB errichteten Perpendikel, so sind X’, K” die Mittelpunkte der ge- 
suchten Kreise. 
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Aufe. Einen Kreis zu construiren, der durch zwei 


LE berührt. 


gegebene Punkte A, B zuebe und eine gegebene Gerade 


Ziehen wir (Fig. 19) durch die gegebenen Punkte einen beliebigen 
Hilfskreis C und die Gerade AB, welche die gegebene Gerade ZL in 


D schneidet. Es ist nun offenbar 
die AB die Chordale des ge- 
suchten und des Hilfskreises und 
D ein Punkt dieser Chordale; 
eonstruiren wir daher von D eine 
Tangente DE an den Hilfskreis, 
so muss nach III die aus D an 
den gesuchten Kreis gezogene 
Tangente dieselbe Länge = DE 
haben. Beschreibt man daher aus 
D mit dem Halbmesser DE einen 
Kreis, so schneidet dieser die LD/ 
in zwei Punkten m und n, wel- 
che die Berührungspunkte der ge- 
suchten Kreise mit der LL sind, 
woraus zugleich erhellt, dass die 


Eie*19, 





Aufgabe durch zwei Kreise zur Lösung gebracht wird, deren Mittel- 


punkte X und X’ sich nun leicht ergeben, 
punkte der AB ein Perpendikel errichtet und dieses durch die aus m 


wenn man im Halbirungs- 


und » senkrecht auf ZLL’ gezogenen Geraden schneidet. 











VIERTES KAPITEL. 


ÜBER DIE LINIEN ZWEITER ORDNUNG ÜBERHAUPT ODER ÜBER DIE GEOMETRISCHE 
BEDEUTUNG DER ALLGEMEINEN GLEICHUNG DES ZWEITEN GRADES ZWISCHEN ZWEI 
VERÄNDERLICHEN GRÖSSEN. 


190. Da jede nach einem bestimmten Gesetze gebildete Curve durch 
eine Gleichung F(x, y) = 0 zwischen den Coordinaten eines ihrer 
Punkte dargestellt werden kann, somit alle möglichen Curven in den 
unendlich mannigfaltigen Formen einer solchen Gleichung enthalten sein 
müssen, so kann man bei der Untersuchung der Curven den analyti- 
schen Charakter, der sich in ihren Gleichungen ausspricht, zum Aus- 

gangspunkte wählen und wird dadurch zu einer systematischen Einthei- 
lung derselben gelangen. | ; 


Hiedurch scheiden sich zunächst die Curven in zwei Classen, die 


algebraischen und transcendenten, je nachdem die Gleichung 
derselben eine algebraische oder transcendente ist. 

Wir können immer annehmen, dass in der Gleichung einer alge- 
braischen Curve, F'(z, y) == 0, etwa vorhandene Brüche und Wurzel- 
grössen weggeschafft seien und folglich F(x, y) eine rationale ganze 
Funktion der Veränderlichen x, % sei. Alle algebraischen Curven sind 
demnach in der Gleichung 


Ay" + (Be + )y"+ (De?’+E+ My ?+...—=0 (@) 


enthalten, wo A, B, C,... reelle constante Grössen, » aber eine posi- 


tive ganze Zahl ist. Suchen wir nun nach einem weiteren Eintheilungs- 
grunde der algebraischen Curven, so bietet sich hiezu sogleich, aber 
auch allein, der Grad der Gl. («) in Bezug auf die Veränderlichen 


%, y dar, und wir theilen daher die algebraischen Linien nach dem 


Ordnungsexponenten ihrer Gleichungen in Linien des 1°ten, „ten, Zten, 
ne" Grades oder der nt" Ordnung ein. 


Die gerade Linie ist daher eine Linie der 1°t® Ordnung und zwar, 


wie bekannt, die einzige dieser Gattung. Der Kreis ist eine Curve der 
2ten Ordnung; da jedoch die Gleichung des 2°" Grades zwischen & und 
y gewisse Bedingungen erfüllen muss [$. 179], wenn sie einen Kreis 


bedeuten soll, so schliessen wir, dass der Kreis nicht die einzige Linie. 


2er Ordnung sein werde. 


i ı ze 
ae & PER a 











Diese Eintheilung. der algebraischen Linien nach dem Grade ihrer 
Gleichungen wäre offenbar unzulässig, wenn der ÖOrdnungsexponent der 
Gleichung nicht unverändert bliebe, man mag die Curve auf was immer 
für ein Coordinatensystem beziehen. Man überzeugt sich jedoch leicht, 
dass der Grad der Gl. (@) und mit ihm auch die geometrische Bedeu- 
tung derselben, von der Wahl des Coordinatensystems ganz unabhängig 
ist. Lassen wir nämlich die @l. (@), deren geometrischer Ort eine 
gewisse Curve sein wird, auf ein beliebiges Coordinatensystem bezogen 
sein, und gehen wir von diesem auf ein neues über, so haben wir in 
(@) für x und y die durch die Formeln (3) [$. 163] gegebenen Aus- 
drücke einzusetzen, wodurch wir eine neue Gleichung erhalten, welche, 
da jene Ausdrücke in Bezug auf die neuen Coordinaten &, y’ vom ersten 
Grade sind, offenbar wieder vom n!°" Grade sein wird und dieselbe Curve 
zum geometrischen Orte hat. 

Eine Linie der n!" Ordnung kann von einer Geraden 
nicht in mehr als in » Punkten geschnitten werden. 

‚Denn es sei y=ax-+b...(P) die Gleichung einer die Curve («) 
schneidenden Geraden. Um die Durchschnittspunkte zu erhalten, elimi- 
niren wir aus (@) und (£) etwa y und erhalten eine Eliminationsglei- 
chung nach x, deren Wurzeln die Abseisen sämmtlicher Durch- 
sehnittspunkte sein werden. Es sind aber die Glgn. («) und (£) 
beziehungsweise vom nte" und 1°!" Grade; die Eliminationsgleichung kann 
daher [$. 135] den »!°" Grad nicht übersteigen und folglich nicht mehr 
als » Wurzeln haben. 

Eine Linie der zweiten Ordnung kann daher von einer Gera- 
den in nicht mehr als zwei Punkten geschnitten werden. Mit der all- 
gemeinen Untersuchung dieser Linien wollen wir uns in diesem Kapitel 
beschäftigen. 


191. Die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen zwei 
veränderlichen Grössen x und y hat die Form: 

Ax® + Ay? + 2Bzy + 20x +20 y + F=0, (1) 
wobei wir, nach dem im vorigen $. Gesagten, ein rechtwinkeliges Coor- 
dinatensystem voraussetzen können, ohne der Allgemeinheit der Unter- 
suchung Eintrag zu thun. 

Um die geometrische Bedeutung der Gl. (1) kennen zu lernen, 
müssen wir trachten, sie auf eine einfachere Form zu bringen, was 
durch Transformation der Coordinaten bewirkt werden kann, indem wir 
Ursprung und Axenrichtung des neuen ÜÖoordinatensystemes so wählen, 
dass aus der transformirten Gleichung gewisse Glieder hinausfallen. 
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Die folgenden Betrachtungen werden hiezu die nöthigen Mittel dar- 
bieten. 
Es sei M,NM,, (Fig. 20), ein Theil der Curve, welche aus der 
Construktion der Gl. (1) hervorgeht; A irgend ein Punkt in der Ebene 
Fig. 20. derselben, &, n dessen Coordinaten ; zie- 
hen wir durch A eine beliebige Gerade, 
welche gegen die Axe der x unter dem 
Winkel g geneigt sein mag, so ist ihre 
Gleichung: 


v—-ı=ma-, © 
wenn wir der Kürze wegen tgp =m 
setzen. Durch Elimination von y aus (1) 





und (2) erhalten wir: 


ve? + ge + r—=0, 8} 
wo p—= A + Am? + 2Bm, | | 
qa= (Am +B)(n— mö)+C+ Um, (4) 


r—= A (n — m&)? +20 (n— mE) + F. 
Die Gl. (3) wird im Allgemeinen zwei von einander verschiedene Wur- 
zeln &,, &,, darbieten, welche, wenn reell, bekanntlich die Abscissen 
der Durchschnittspunkte der Geraden (2) und der Curve (1) sind. Es 
folgt hieraus, dass, wie schon oben bemerkt, eine Linie zweiter Ord- 
nung von einer Geraden in nicht mehr als zwei Punkten ge- 
schnitten werden kann. 

Das von den Durchschnittspunkten begrenzte Stück M, M, einer 
schneidenden Geraden wollen wir eine Sehne oder Chorde der Curve 
nennen, und nun annehmen, dass der Punkt A (&, n) die Sehne M, M, 
halbire. Als Bedingung hiefür haben wir &=}(x, + x,) zu setzen, 
wenn %,, &, die Wurzeln der Gl. (3) vorstellen. Nach einem bekannten 
Satze aus der Theorie der Gleichungen ist aber: 


% 


2 ( 
%, +,=—- 7. wodurch = — oder ge=—q4 


wird. Durch Substitution der Werthe von p und y aus (4) erhält man: 
AE+Bn +C+m(An + BE+Ü)=0, (5) 
welche Gleichung sofort die Bedingung ausdrückt, welcher die Coordi- 


naten &, n des Halbirungspunktes einer unter den Winkel g gegen die 
Axe der,x geneigten Sehne Genüge leisten. 


192. Untersuchen wir nun, ob es nicht möglich ist, dem Punkte 
&, n eine solche Lage anzuweisen, dass er jede durch ihn gezogene 
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Sehne halbire. Zu diesem Behufe muss die Gl. (5) für jeden Werth 
von m —=tg@ erfüllt sein, wodurch sie in die beiden folgenden : 








A4S+Br+C0=0, Ar +B+0=0, (6) 
zerfällt, aus welchen man für & und 7 die Werthe: 
AO — BÜ AU’ — BC 
ee (7) 
; B? — AA BF — AA 


zieht. Diese Ausdrücke führen zu folgenden Ergebnissen: 


a) Ist die Grösse B? — AA’ von Null verschieden, so gibt eseinen 
aber auch nur einen Punkt in der Ebene der Curve (1). welcher jede 
durch ihn gezogene Sehne halbirt. Sein Ort ist durch die Gleichungen 
(6) oder (7) gegeben*). Ein mit dieser Eigenschaft begabter Punkt 
wird Mittelpunkt oder Centrum der Curve genannt. 


b) Ist aber B? — AA’ — 0, und verschwinden nicht gleichzeitig 
beide Zähler in (7), so werden obige Werthe von & und n oder wenig- 
stens einer von ihnen unendlich; in diesem Falle besitzt daher die Uurve 
keinen Mittelpunkt. Man kann ihn in unendlicher Entfernung 
liegend annehmen. 


c) Wenn endlich nebst dem Nenner B? — AA’ auch noch die Zäh- 
ler in (7) sich auf Null reduciren, so nehmen diese Ausdrücke die un- 
bestimmte Form $ an, woraus man auf die Existenz von unendlich vielen 
Mittelpunkten schliesst. Dies tıitt dann ein, wenn die beiden Glen. (6) 
von einander nicht wesentlich verschieden sind; sie stellen dann eine 
Gerade vor, welche der geometrische Ort sämmtlicher Mittelpunkte ist. 

Dieser Fall kann übrigens — ohne dass aus (1) eine der Coordi- 
naten ganz verschwinde —- nur dann Statt. finden, wenn entweder 1) 
A’C = BC’ ist, wodurch wegen AA’ —= B? auch AU’ —= BO wird; oder 
2) wenn O= (”—=0 ist. In beiden Fällen ist aber der geometrische 
‚Ort der Gl. (1) keine Curve, sondern ein System zweier paral- 
lelen Geraden. In der That, multiplieiren wir im ersten Falle (1) 
mit A und setzen sodann B? statt AA’ und BC statt AO’ so erhält sie 
die Form: 


.“ 


(Ax + By)” + 20(4Ax +. By) + AF=0, woraus: 
Art By=—-0+ ya —- Ar (m) 


folgt, welche Gleichung offenbar zwei parallele Gerade bedeutet. Im 








*) Die Gleichungen (6) lassen sich immer leicht hinschreiben, wenn man 
beachtet, dass dieselben nichts anderes sind als die 1ten derivirten Funktionen 
Is. 91] des Polynoms der Gl. (1), wenn man für die erste x, für die zweite y 
als Veränderliche betrachtet. 
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anderen Falle, wenn = (’— 0, bringt man (1) auf die Form: 


Ax + By= + V— AF (n) 


f 


welche Gleichung wieder zu zwei parallelen Geraden gehört, wobei in 
beiden Fällen die Grösse unter dem Wurzelzeichen sich positiv ergeben 
muss, widrigenfalls der (1) gar keine geometrische Bedeutung zukäme. 
Im 1°'°® Falle reduciren sich nun die beiden Glgn. (6) auf die eine: 
AE+ By +0C=0...(m), im 2 auf: A&-+ Bn—=0.2.() 


Es ist aber (m’) eine Gerade, welche in der Mitte der beiden Geraden 


(m) parallel zu denselben liegt und offenbar hat jeder Punkt derselben 
die Eigenschaft, jede durch ihn gelegte Verbindungslinie (Sehne) der 
beiden Geraden (m) zu halbiren. Dasselbe gilt von (n’) in Bezug auf 
die Geraden (rn). Die beiden parallelen Geraden (m) oder (n) fallen 
übrigens in je eine einzige zusammen, wenn die Grösse unter dem Wur- 
zelzeichen verschwindet. 


Die durch die Gleichung (1) dargestellten Öurven 
zweiter OÖrdnungzerfallen hiernachin zweiKlassen, von 
welchen die eine jene krummen Linien umfasst, welchen 





ein Mittelpunkt zukommt (wenn B?— 44 $ 0), die an- 


dere aber jene, welche keinen Mittelpunkt haben. 


193. Nimmt man den Mittelpunkt einer Curve, im Falle ein sol- 
cher existirt, als Ursprung an, so muss die Gleichung derselben noth- 





Fig. 21, wendig die Eigenschaft erhalten, sich nicht 

ıY _ zu ändern, wenn man — x, — y an die 

58 Stelle von x, y setzt. Denn es sei (Fig. 

BERRSBNDWEH 21) O0 der-Ursprung und zugleich Mit- 
Di L “ telpunkt irgend einer Curve, und OM 





_ M' | eine beliebige durch denselben gezogene 

| Gerade, welche die Curve in M schnei- 

det, so muss, wenn man auf der Verlängerung von MO, O0M = 0OM 
macht, auch M’ ein Punkt der Curve sein, wo nun sogleich erhellt, 
dass die Coordinaten der Punkte M, M’ numerisch gleich aber ent- 
gegengesetzten Zeichens sind. Sind also #, y ein Paar Werthe der Coor- 
dinaten, welche der Gleichung der Curve Genüge leisten, so müssen 
auch die Werthe — x, — %y dieselbe identisch machen. Diese Eigen- 
schaft wird der Gleichung offenbar nur dann zukommen, wenn sämmt- 
liche von & und 4 abhängige Glieder derselben zugleich entweder 
von gerader oder ungerader Dimension nach «, % sind. 








Sol 


Hieraus folgt also, dass aus der Gl. (1) die linearen Glieder in 
z und % verschwinden müssen, wenn wir ohne Veränderung der Rich- 
tung der Axen den Ursprung in den Mittelpunkt verlegen, wenn ein 
solcher existirt. In der That, setzen wir in ()a=x!"+& y=y-+hr, 
so geht diese Gleichung über in: 
Az? + Ay?’ + 2Bu’y +2(AS + Bbn + C)x Be . 
H2(AnHBE+OÖy ( 
wenn Kürze halber: 
K= -—- (A&® + An? +2Böin + 205 +2C0n + F) 
gesetzt wird. Ist nun der neue Ursprung Mittelpunkt der Curve, so 
verwandelt sich diese Gleichung mit Rücksicht auf (6) in folgende ein- 
_ fachere: 
AX? + Ay?+2Baey=K, (8) 
wo die Coefficienten A. A’, B dieselben sind wie in (1), und der Aus- 
druck von K sich auf die einfachere Form: 


K=-- (CE + Cy + P) (9) 
bringen lässt, da in dem obigen Werthe von K der Theil: 
A&®+ Any? + 2b +05 + Or —=lAS+Bn +O)E+ (Ay + BSE+ 0) 


in Folge der Glgn. (6) verschwindet. 


194. Kehren wir nun zur Gl. (5): 
Wi 


A£E+Bn +0 +m(Ar +BE+(l)=d (5) 
zurück, in welcher bekanntlich £, » die Coordinaten des Halbirungs- 
punktes einer unter dem Winkel fp gegen die Abseissenaxe geneigten 
Sehne bedeuten und m—=tgg ist. Betrachten wir jetzt m als constant 
und &, n als veränderliche Coordinaten, d. h. denken wir uns eine 
Schaar paralleler Sehnen gezogen, so drückt die @l. (5) offenbar die 
Beziehung aus, welche zwischen den Coordinaten der Halbirungspunkte 
aller dieser Sehnen stattfindet; sie ist also die Gleichung des geometri- 
schen Ortes dieser Halbirungspunkte, welcher somit, da (5) nach &, n vom 
1sten Grade ist, eine gerade Linie ist. Hieraus folgt also, dass bei 
den Linien zweiter Ordnung die Halbirungspuikte eines 
Systemes paralleler Schnen in einer Geraden liegen. 

Eine gerade oder krumme Linie, welche eine Folge paralleler Sehnen 
einer Curve halbirt, heisst ein Durchmesser oder Diameter der 
Curve. | 

Alle Linien zweiter Ordnung besitzen daher gerad- 
linige Durchmesser. 
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Da die Gl. (5) des zu dem, unter dem Winkel g gegen die Ab- 
scissenaxe geneigten Sehnensysteme gehörigen Durchmessers für jeden 
Werth von m ==tgop bestehen kann, so entsprichtjedem Syedome 
paralleler Sehnen ein Durchmesser. 

Durch Auflösung nach 7 erhält die Gl. (5) des Durchmessers die 
Form: | 

a A+DBm, GHFrOMF (10) 
Am HB2T Am Bı | 

Ist ı» der Neigungswinkel dieses Durchmessers gegen die Abseis- 

senaxe, so hat man, wenn m —= tgl, vermöge (10): 








, A + Bm 
m, = h 11 
% An FE se 
Setzen wir in (1) B? — AA’ 2 0 voraus, so existirt bekanntlich 
ein Mittelpunkt, dessen Coordinaten sich aus den Glgn. -(6) ergeben, 
und — wie aus der Vergleichung dieser Gleichungen mit der Gl. (5) 


eines Durchmessers sogleich erhellt — der letztgenannten Gleichung Ge- 
nüge leisten. Hieraus folgt, dass bei jenen Linien zweiter Ord- 
nung, welchen ein Mittelpunkt zukommt, alle Durch- 
messer sich in diesem Punkte schneiden. Umgekehrt ist jede 
durch den Mittelpunkt gezogene Sehne ein Durchmesser, weil in (6) 
m = tgp willkürlich ist. 


Anders gestaltet sich die Sache, wenn AA’ —=W ist; denn 

multiplieirt man Zähler und Nenner in (11) mit A’, und schreibt B? 
B Be, 

statt AA’, so erhält man m’ = — q, woraus folgt, dass in diesem 


Falle die Richtung des Durchmessers von der Sehnenrich- 
tung EUR DUBUELE wird; die Gleichung des Durchmessers geht 
über in: 










Br.:7. #070 = 

le ; ’ S E ’ ’ 1 

| A Am + B E 

und folglich entspricht zwar ebenfalls jedem Sehnensystem ein bestimm- 3 


ter Durchmesser, aber alle Durchmesser werden unter sich parallel; ihr 

Durchschnittspunkt (der Mittelpunkt) liegt in unendlicher Entfernung. 
Löst man die Gl. (11) nach m auf, so erhält man: 

A + Bm 

Am’ +B’ 

welches Resultat aber aus (11) auch durch blosse Vertauschung von m 

mit m’ hervorgeht. Denkt man sich daher parallel zu irgend einem 


mM = — 
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Durchmesser (5) ein zweites Sehnensystem, so liegt der zu diesem 
gehörige Durchmesser parallel zu dem ersten Sehnensysteme. Wir er- 
halten hiedurch zwei Durchmesser, deren jeder das zu dem 
anderen parallel gezogene Sehnensystem halbirt. Man 
nennt. ein Paar solcher Durchmesser conjugirte Durchmesser. 
Da hiebei eine von den Grössen m, m willkürlich angenommen werden 
kann, so .entspricht jedem Durchmesser ein conjugirter, und es gibt 
daher in den Linien 2% Ordnung unendlich viele Systeme conjugirter 
Durchmesser. 
Der Winkel « endlich, unter welchem ein Durchmesser sein Sehnen- 
system schneidet, ist durch die Gleichung: 
RAT IM. 
Emm 
gegeben, und im Allgemeinen von einem rechten Winkel verschieden. 
195. Nichts hindert, einen Durchmesser als Abscissenaxe anzu- 
nehmen und die Axe der y den zugehörigen Sehnen parallel zu legen. 
Transformirt man sodann die Gl. (1) auf dieses neue Coordinatensystem, 





so entsprechen jedem Werthe von &, z.B. =OP, (Fig. 22) zwei gleiche 
und entgegengesetzte Werthe von y: Fig. 22. 
PM = PM’, woraus folgt, dass die ‚Y NE 
transformirte Gleichung nach % rein MET ER 
quadratisch sein muss. Hiedurch ist also rg TER 
ein zweites Mittel gegeben, die 61.(1) 07 pP] | 
zu vereinfachen, indem dadurch die M S eg 

R' 


Glieder mit den ersten Potenzen von Y 
hinausfallen. Da man jedoch hiebei im Allgemeinen auf ein schiefwin- 
keliges Coordinatensystem gerathen würde, so entsteht. die Frage, ob 
die Linien zweiter Ordnung nicht sölche Durchmesser besitzen, welche 
die zugehörigen Sehnen unter einem rechten Winkel schneiden. 

Ein Durchmesser, welcher seine Sehnen senkrecht schneidet, heisst 
ein Hauptdurchmesser, und die zugehörige Richtung der Sehnen 
Hauptrichtung. Es ist klar, dass ein Hauptdurchmesser die Curve 
in zwei symmetrische Zweige theilt. 


196. Bezeichnen wir, wie oben, mit m, m’ die Tangenten der 
Winkel $ und ı, welche ein System paralleler Chorden und der zuge- 
hörige Durchmesser mit der Axe der x einschliessen, so drückt be- 
kanntlich die Gleichung mm’ + 1 = 0 die Bedingung aus, dass der 
Durchmesser das Sehnensystem senkrecht schneide, welche Gleichung, 
wenn man mit Hilfe von (11) m’ eliminirt, in folgende übergeht: 
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——— m. (12) 


Aus dieser Gleichung kann man den Winkel p, welcher setzt eine 
Hauptrichtung bestimmt, auf mehr als eine Weise finden. Schreibt 
man statt m==tgW, so erhält sie durch Wegschaffung der Brüche 
die Form: 
(A’— A)sinpcosp + B(cosp’ — sinp”) —0, | (13) 
woraus, weil sin2p — 2sing cos, und cos2p — cosp*” — sing” ist 

tea ee = E | (14) 
A — A | 
folgt. Ordnet man jedoch die Gl. (12) nach der Grösse m = tg, so 
erhält man: 


’ 


A A 
ge? - — up -1—0, | (15) 


aus welcher sich 





A'—A+YV(A — 4A)? + 4B? 
tg p me=> er Een I r Er] ) HE x (16) 


ergibt. Diese Gleichung, welche (sowie (14)) für tg zwei, jederzeit 





reelle Werthe darbietet, zeigt nun, dass die Linien 2%" Ordnung im 


Allgemeinen zwei Hauptrichtungen und somit auch zwei Haupt- 
durchmesser zulassen. 

Bezeichnet man mit @,, 9, die beiden aus (16) folgenden Werthe 
von g, so sind tgY,,tgY, die Wurzeln der Gl. (15); es ist somit nach 
einem bekannten Satze aus der Theorie der Gleichungen: 


gy, we, ——1, 
woraus folgt, dass die beiden Hauptdurchmesser auf ein- 
ander senkrecht stehen, 

Diese Ergebnisse erleiden unter Umständen einige Modificationen, 
auf welche wir schon durch den Widerspruch aufmerksam werden, in 
welchem dieselben mit dem in $. 194 erhaltenen Resultate zu stehen 
scheinen, dass in dem Falle, wenn 3? —- AA’—=0, sämmtliche Durch- 
messer zu einander parallel werden. Um hierüber ins Klare zu kommen, 
wollen wir zur Bestimmung der Hauptrichtung aus Gl. (12) noch einen 
anderen Weg einschlagen. Setzen wir den Nenner A+ Bm=s, 
erhalten wir statt (12) das System der beiden Gleichungen : 

Am +B=n, de A—)m+B—0,| 
A+ Bm=s, A —s+ Bm —=0.| ee 
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Durch Elimination von m erhält man zunächst: 
(A — s) BAR s) RB? == 0; 


oder geordnet: 








LAS AS s — (BR AA) 0, (18) 
woraus: 
Aa] ee TB | 
Bene, V(A==24°2 2 4B? (19) 


folgt. Bezeichnet man diese beiden immer reellen Wurzeln der Gl. (18) 
mit 5,, S,, so erhält man durch Substitution derselben in eine der Glgn. 
(17) die gesuchten Werthe von m, m, und m,, für die beiden Haupt- 
richtungen, die wir schon in (16) dargestellt haben. 
Es können nun offenbar nur folgende drei Fälle eintreten: 
Dee beinen-Wäürzeln’s. ünd s,.sind sowohl. unter 
sich als von der AL, verschieden. Bedingung hiefür ist: 


u ER MAR AN? + 4B?, 





. Ra . > Ze; n . . . 
d. i. gehörig redueirt: »B? —- AA’ 0, also die Curve mit einem 


Er 
-Mittelpunkte versehen. Mit s, und s, erhalten wir aus (17) zwei 
bestimmte Werthe für m, somit zwei Hauptrichtungen, welchen zwei 
auf einander senkrechte, im Centrum der Curve sich 
schneidende Hauptdurchmesser entsprechen. 

: I. Die beideu Wurzelns, und s, sind gleich, aber von 
Null verschieden. Hiezu wird erfordert, dass in (19) das Radikal 
verschwinde, also: 

AHA et) 

Poenoduichs — 5, —A— A wird. Die Gl. (12) oder: jene (17) 
sind in diesem Falle für jeden Werth von m erfüllt, d.h. jede belie- 
bige Richtung ist eine Hauptrichtung, somit jede durch 
den (in diesem Falle wegen B*? — AA —=-- A?<0 existirenden) 
Mittelpunkt gezogene Gerade ein Hauptdurchmesser. 
Daraus folgt nothwendig, dass alle Punkte der Curve vom Mittelpunkte 
gleichweit entfernt sind. Denn es sei (Fig. 23) © der Mittelpunkt, AB ein 
beliebiger Durchmesser, welcher die Curve in A Fig. 23. 
und B schneidet, also AC = BÜ, endlich M M 

ein beliebiger Punkt der Curve. Man ziehe die r 5 
Sehne AM und durch den Mittelpunkt Ü eine Dr 
Gerade PQ senkrecht auf AM. Nun ist PQ, so A u 
wie jede durch den Mittelpunkt gezogene Ge- Q 
rade ein Hauptdurchmesser; folglich halbirt PQ die Sehne AM, also 








336 Ä OR 
ist AD— MD, woraus MO = AC folgt." Die Gl. (1) bedeutet somit 
in diesem besonderen Falle, wenn die Quadrate von x und y 
gleiche Coefficienten haben und das Product xy fehlt, 
einen Kreis, was mit früheren Ergebnissen [$. 179] vollkommen 
übereinstimmt. 
Il. Es ist eine der beiden Wurzeln, z B 22 07B2 
dingung hiefür ist, dass in (18) das absolute Glied verschwinde, also 
B? — AA — 0 AR 
sei. Für die 2!° Wurzel folgt aus (18): , =A+ A. 
Mit diesen Werthen von s erhalten wir nun aus (17) allerdings 
zwei bestimmte Hauptrichtungen: | 
A B A a 
m er A 
allein nur der zweiten entspricht ein bestimmter Hauptdurchmesser. 
Setzen wir nämlich in der Gl. (10) eines beliebigen Durchmessers statt 
A + Bm und A'm + B die Werthe s und ms aus (17), so erhalten 
wir als Gleichung eines Hauptdurchmessers: 
stm) +C+Cm=0. (20) 
Diese Gleichung gehört nun offenbar einer vollkommen bestimmten 
Geraden — dem einen bestimmten Hauptdurchmesser —, wenn wir darin 
obige Werthe s —= s, und m = m, substituiren. Allein für den 2ten 
Hauptdurchmesser erhält man aus (20) für: 





B ’ 
se OU mm 

0.5+mn)+0C+(m =d, (21) 

wo nun zwei Fälle zu unterscheiden sind. | 
1) Ist C+ Om = (0A — BC): A—= 0, ‚wozu entweder AC 

— BC’ oder C= (= 0 erfordert wird, in welchem Falle [$. 192 e] 
unendlich viele Mittelpunkte dem Orte der Gl. (1) zukommen, so ist die 
Gl. (21) identisch für jedes 5 und n erfüllt, d. h. jede Gerade, welche 
wir durch einen beliebigen Punkt senkrecht auf die durch m, bestimmte 
Sehnenrichtung ziehen, ist ein Hauptdurchmesser. Dies ist offenbar nur 
möglich, wenn jeder Punkt irgend einer von diesen Sehnen als Halbi- 
rungspunkt derselben angesehen werden kann, die Sehnen somit unend- 
lich lang sind und weder auf. der einen noch anderen Seite den geo- 
metrischen Ort der Gl. (1) treffen, was nur Statt finden kann, wenn 
‚dieser ein System zweier parallelen Geraden ist. Dies steht mit den 
Ergebnissen in $. 192, c, vollkommen im Einklange.. Man hat also 


an 








4 
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hier einen bestimmten -Hauptdurchmesser und unendlich viele darauf 
senkrechte. 


2) Ist aber © + C’m, von Null verschieden, in welchem Falle 
der Ort der Gl. (1) keinen Mittelpunkt hat, so lässt sich der Gl. (21) 
durch endliche Werthe von & und n nicht Genüge leisten. Schreiben 
wir (20) in der Form: 
ER 0 + O'm 


5 ulkl! 
m MS 





N bee 


setzen darin m := m, und lassen s immer kleiner werden, so drückt 
sie eine Gerade aus, welche parallel zu sich selbst immer weiter vom 
Ursprunge sich entfernt; für s—s, —=0 geht sie in den 2°" Haupt- 
durchmesser über, welcher aber nun in unendliche Entfernung fällt, 
folglich nicht existirt. In diesem Falle, dem einzigen, haben wir daher 
nur einen Hauptdurchmesser, welcher mit der Axe einen Win- 
kel W==g, einschliesst, dessen trigonometrische Tangente = m,, also: 


A B 
t uU ee m 77 (22 
8 5 7 (22) 
ist. i ; 
Anmerkung. Beide Wurzeln der Gl. (18) können nicht —=0 sein; denn 
hiezu würde A= A’= (0 und B=0 erfordert, wodurch aber die Gl. (1) auf 
den 1sten Grad herabsinken würde. 


197. Die bisherigen Untersuchungen bieten nun hinreichende Mittel 
dar, um die Gl. (1) durch Transformation der Coordinaten auf die 
möglichst einfachen Formen zurückzuführen. 


Da, wie wir im vor. $. gesehen haben, wenigstens ein Hauptdurch- 
messer immer existirt, so können wir diesen als Axe der & annehmen; 
führt man diese Transformation aus, zu welchem Zwecke das Axensy- 
stem um den durch Gl. (16) bestimmten Winkel @ gedreht werden 

_ muss, so wird [$. 195] die Gl. (1) die Glieder mit den 1°ten Potenzen 
a von % verlieren und somit die Form: 


Mx? + Ny® +2Re + F—0 (23) 
annehmen, in welcher somit noch sämmtliche Linien der 24°" Ordnung 
enthalten sein müssen. 

Entweder wird nun in Folge dieser 1°" Transformation M, der 
Coefficient von &°, von O verschieden sein, oder es wird auch M—=0. 


Im 1° Falle kann man die Gl. (23) von dem Gliede mit der 
RE FRER 
sten Potenz von x befreien, indem man £—=x —— setzt, d. h. den 


M 
Herr, Höh. Mathematik, I. 3. Aufl. _ 2 


> 
Be u a ri 
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Ursprung auf der z-Axe um das Stück R: M zurückschiebt, wodurch 
die Gl. (23) die Form erhält: 
Mx? + Ny?—=K. | (f) 
Im 2°" Falle geht (23) wegen M==0 über in Ny’+2Re + F=0, 
aus welcher Gleichung das constante Glied F weggeschafft werden 


F 
kann, indem man & = x — SR setzt, d. h. den Ursprung auf der 
x-Axe um das Stück — F':2R zurückschiebt, wodurch man: 
Ny? + 2R& = 0 (II) 
erhält. 


Wie aus der Form der Gl. (I) erhellt, ist der Ursprung Mittel- 
punkt der Curve, dessen Öoordinaten durch die Glgn. (7) gegeben sind, 
und die beiden Coordinatenaxen sind Hauptdurchmesser. Diese 
Gleichung umfasst daher jene geometrischen Oerter der Gl. (1), welche 
einen Mittelpunkt, oder auch deren unendlich viele besitzen. 

Aus der Form der Gl. (ll) ersieht man, dass der Ursprung kein 
Mittelpunkt und nur die Axe der & ein Hauptdurchmesser ist; und da 
aus dieser Gleichung das lineare Glied 2Rx nicht weggeschafft werden 
kann, so begreift diese Gleichung jene geometrischen Oerter der Gl. (1), 
welchen kein Mittelpunkt zukommt. 

Schreiten wir nun zur Discussiou dieser Gleichungen. 


198. Discussion der Gleichung: 
Mx? + Ny? = K. (I) 
Da die von O verschiedene Grösse M immer positiv vorausgesetzt 
werden kann, so haben wir folgende Fälle zu betrachten: 
1) N positiv. Ü 
a@) K positiv. Der geometrische Ort der Gl. I. ist in diesem Falle 
eine Curve, deren Gestalt sich leicht durch folgende Discussion ergibt. 


| K 
ur. 0 Mole v&; die Curve schneidet daher die Axe 


der x in zwei Punkten A, A’, (Fig. 24), 
deren Entfernung vom Ursprunge (Mittel- 


punkt der Curve) = + vi ist. Eben 


X so findet man für 2 —0, we V= 


als Ordinaten der zwei Durchschnitts- 
punkte B, B’ der Curve mit der Axe 
der y. Aus I. folgt ferner: 








v2 " 


ee CE « - N er RN TEE DE NEE ER N EN NEE TE TREE N RW Ar Eh 
ul a a ie 
5 . ER MI R BR y 2 IR N pr Pa 7 x. ° 
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Velen), ale 
ee a A a ee en, „”); 


woraus man ersieht, dass y imaginär wird für Werthe von x, welche 
N N K 
numerisch > HM sind ; eben so entspricht jedem Werthe von y > NY 


ein imaginärer Werth von x; es liegt daher kein Punkt der Curve 
ausserhalb des durch die vier Geraden gebildeten Rechteckes, welche 
durch die Punkte A, A’, B, B’ parallel zu den zwei coordinirten Axen 
gezogen werden. Hingegen entsprechen jedem positiven oder negativen 


K 
x, dessen Zahlenwerth die Grösse v= nicht überschreitet, zwei reelle, 


gleiche und entgegengesetzte Werthe von %; unsere Öurve ist daher 
eine geschlossene, nach allen Richtungen begrenzte. Ihren grössten Werth 
erreicht die Ordinate y für = 0, in den Punkten B und PB’; sie 
nimmt für (positiv und negativ) wachsende & fort und fort ab, und 


K 
1 berae: P) fü ud == V era 
wird 0) Ür & + W 


Dies genügt, um sich eine deutliche Vorstellung dieser Curve, 
welche Ellipse genannt wird, bilden zu können. 

Die von der Curve begrenzten Stücke AA’ und BB’ der beiden 
Hauptdurchmesser heissen die Axen der Ellipse, die eine die grosse, 
die andere die kleine. Setzen wir die Hälften derselben OA — a, 





ae K 
OB=:b,:so er = IT b = durch deren Einführung 
die Gl. I. in folgende: 
x? y? 2,2 2.29 919 
3 + Er Bee oder 2 aay ik bir? ab“ (24) 


übergeht. Die Endpunkte der beiden Axen: A, A’, B, B’ heissen die 
Scheitel der Ellipse. 

In dem besonderen Falle, dass M = N sich ergibt, wird auch 
a b und die Glen. I. und (24) gehen über in: 


& > I ‘ > 
u KR TV 


K \ 
welche einem Kreise vom Halbmesser a —= Vz angehören. Der Kreis 


ist daher als ein specieller Fall der Ellipse zu betrachten. 

P) K negativ. Da die Summe zweier wesentlich positiver Grössen 
Mx&” und Ny” nicht negativ sein kann, so kommt in diesem Falle der 
Gl. I. keine geometrische Bedeutung zu. (Imaginäre Curve.) 

22* 


VE 


BE EN 
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y) K=0. Die Gl. I. redueirt sich in diesem Falle auf: 
Mx? + Ny? —=0, 
und wird nur durch die Werthe 2 —=0, 4=0 erfüllt. Diese Glei- 
chung, somit auch jene (1) bedeutet daher in diesem. Falle einen Punkt, 
den jetzigen Ursprung, dessen Coordinaten in Bezug auf das ursprüng- 
liche Axensystem durch die Gleichungen (7) gegeben sind. 
2) N negativ. 
Setzen wir, um das Zeichen des Coefficienten von 4%? ersichtlich 
zu machen, N = -- N’, so haben wir es mit der Gleichung: 
Mx? — Ny’ =K (25) 
zu thun, in welcher N’ eine wesentlich positive Grösse. 
a) K positiv. Aus (25) findet man: 


MT Ve ( r a, 
RE ae a a: Fr. ef 


Da für <= 0, y imaginär ausfällt, so wird die Axe der y von 
der Curve nicht geschnitten, wohl aber die Abscissenaxe in zwei Punk- 
ten A, A (Fig. 25), für deren Abseissen OA und OA’ man die Werthe 








K 
Fr I: findet. Weil ferner für jeden positiven oder negativen Werth 


von &, welcher numerisch VE ist, y imaginär wird, so liegt kein 


Fig. 25. Punkt der Curve zwischen den 
Y zwei Geraden, welche durch die 
/ zwei Punkte A, A’ senkrecht auf 
die x-Axe gezogen werden. Hin- 

gegen entsprechen jedem positi- 

y ven oder negativen Werthe von 











Z | % zwei gleiche und entgegengesetzte 
| 3% - Werthe von %, welche mit x fort 
und fort bis ins. Unendliche zunehmen. Die durch die Gl. (25) dar- 
gestellte Curve besteht daher aus zwei getrennten, auf beiden Seiten 
der Ordinatenaxe liegenden Aesten, deren jeder wieder symmetrisch zu 
beiden Seiten der x-Axe sich ins Unendliche erstreckt. 
Diese. Curve führt den Namen Hyperbel. Sie wird nur von 
einem der beiden Hauptdurchmesser in den Punkten A, 4’ getroffen, 
welche die Scheitel der Hyperbel genannt werden. Das zwischen beiden 





| K 
Ss x, welcher absolut — ve ist, 





aha en ae FEN Fe re DE TE en ei 
FM NE > =: RL. wit 3 » “ Bu ER 
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Scheiteln liegende Stück AA’ des einen Hauptdurchmessers heisst die 
erste Axe (auch Queraxe, reelle Axe); bezeichnet man die 


/K 
Hälfte OA=0A’. derselben mit «a, so ist a —/ = setzt man über- 
72 


Fe 


K 
dies noch b = NZ so nimmt die Gl. (25) der Hyperbel die Form an: 
22 2 
es —=1,. oder. a’y? — be? — — a?b?, (26) 


welche Gleichungen, wie man sieht, aus jenen der Ellipse (24) her- 
vorgehen, wenn man dort — 5b? statt db? oder b V— 1 statt b setzt. 
Daraus 726) für’ 20: y=H+ bV-—-1 als Ordinate des (imaginären) 
Durehschnittspunktes der Hyperbel mit der Axe der y sich ergibt, so 
nennt man der Analogie mit der Ellipse zufolge bei der Hyperbel die 
Grösse 25 die zweite oder imaginäre Axe, deren halbe Länge 
b = OB OB zu beiden Seiten des Mittelpunktes auf dem zweiten 
Hauptdurchmesser aufgetragen wird. 

Für M—=N —= — N wird a = b und die Hyperbel heisst dann 
eine gleichseitige. 

ß) K negativ. Durch Aenderung sämmtlicher Zeichen geht in 
diesem Falle die Gl. (25) in folgende über: 

N'y®.— Me?—=K, 

welche von derselben Form ist, wie (25) und folglich wieder eine Hy- 
perbel bedeutet, mit dem Unterschiede, dass im jetzigen Falle die erste 
Axe derselben auf der Axe der % liegt. 


N’ 
MW E—0. Hiefür folgt aus (25): y=H+ «VE eine Glei- 


chung, deren geometrischer Ort ein System zweier sich im Ur- 
sprunge schneidenden Geraden ist. 
3) Ve, 
In diesem Falle folgt aus (T): 
ı—-rHr M s 

eine Gleichung, deren geometrischer Ort ein System zweier paral- 
lelen Geraden ist, welche reell oder imaginär sind, je nachdem K 
positiv oder negativ ist, und sich zu einer einzigen reellen Geraden 
vereinigen, wenn K — 0 sich ergibt. 


199. Discussion der Gleichung: 
Ny? +2Re=0. (II) 





Be A EN A A De ran Sr 
ee Fr EN EN ie Br Su 
y 






342 


Diese Gleichung bietet zu keiner Unterscheidung Veranlassung, da 
N immer positiv augenommen werden kann und das Zeichen des an- 
deren Gliedes von keinem Einflusse ist; denn wäre dasselbe negativ, SO 


dürfte man nur — x mit + x, d. i. die beiden Halbaxen der x mit 

einander vertauschen, um die obige Form wieder zu erhalten. Setzt 

man — 2 — p, so erhält obige Gleichung die einfache Form: 
y"—»%, (27) 


woraus y= + Vpx folgt. Diese Gleichung liefert nur für solche 
Werthe von x, welche mit p gleiches Zeichen haben, reelle Werthe von 
y, daher die durch dieselbe dargestellte Curve nur auf einer Seite der 
y-Axe liegt. Für 2=0 wird 9 = 0, die Curve geht also durch den 
Ursprung. Für jeden mit » gleiches Zeichen habenden Werth von & 
folgen aus (27) zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe von y, welche 
mit x bis ins Unendliche zunehmen. Die Curve (Fig. 26) besteht daher 

Fig. 26. aus swei vom Ursprunge aus nach der positiven 
oder negativen Seite der x-Axe (je nachdem p po- 
sitiv oder negativ) sich erstreckenden, gegen diese 


1 


Axe symmetrisch liegenden und sich von ihr im- 
mer mehr und mehr entfernenden unendlichen 
Aesten, und wird Parabel genannt. 


Der Punkt A, in welchem die Parabel von - 
ihrem Hauptdurchmesser geschnitten wird, heisst 
der Scheitel, der Hauptdurchmesser AX die 
Axe, die Constante p, welche in der auf den 
Hauptdurchmesser als Abseissenaxe und den Scheitel als Ursprung sich 
beziehenden Gleichung (27) als Coefficient von & erscheint, der Para- 
meter der Parabel. 





Fasst man die Ergebnisse der beiden letzten Paragraphe zusam- 
men, so gelangt man zu dem Schlusse, dass aus einer Gleichung des 
zweiten Grades zwischen zwei veränderlichen Grössen nur drei ver- 
schiedene krumme Linien hervorgehen: die Ellipse, Hyper- 
bel und Parabel, welche somit die einzigen krummen Linien zweiter 
Ordnung sind, wobei der Kreis als specieller Fall der Ellipse mit ein- 
geschlossen ist. | 


Uebrigens kann die Gleichung auch jeder geometrischen Bedeu- 
tung ermangeln, sie kann einen Punkt, eine gerade Linie, zwei pa- 
rallele Gerade, oder endlich zwei sich durchschneidende gerade Linien 
zum geometrischen Orte haben. 





2) £ a ur 
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Die obigen Curven heissen bekanntlich auch Kegelschnitts- 
linien, weil sie durch den Durchschnitt eines Kegels mit einer Ebene 
entstehen, 


200. Die Beantwortung der Frage, welche von den drei Curven 
der Ort einer gegebenen Gleichung des 2**% Grades mit bestimmten 
Coefficienten sei, lässt sich auf sehr einfache Merkmale zurückführen. 

Soll die Gl. (1) einer Parabel angehören, so muss B? — AA’ 
—= U sein, weil einerseits nur unter dieser Bedingung der Ort der Gl. 
(1) keinen Mittelpunkt zulässt [$. 192, d], anderseits die Parabel die 
einzige Curve 21° Ordnung ist, welche keinen Mittelpunkt besitzt. — 
Ist ausserdem noch AC= BC, oder O0 = ('—=0, so bedeutet die 
Gl. (1) zwei parallele, oder eine einzige Gerade [$. 192, c], daher diese 
Oerter auch als Varietäten der Parabel betrachtet werden, in welche 
diese Curve auch geometrisch leicht übergeführt werden kann. 

Soll aber Gl. (1) einer Ellipse oder Hyperbel angehören, so 
muss B? — AA’ von O verschieden sein, weil nur unter dieser Bedin- 
gung ein einziger Mittelpunkt existirt. Beide Curven unterscheiden 
sich dadurch, dass erstere zwei reelle Axen, letztere nur eine 
solche besitzt; wir wollen daher diese Axen durch die ÜÖoefficienten der 
Gl. (1) unmittelbar ausdrücken. 

Diese Gleichung nimmt bekanntlich |S$. 193], wenn wir den Ursprung 
in den Mittelpunkt versetzen, die Form an: 

| Ax? + Ay? + 2Bay—=K, 
wo der Werth von K mittelst der Glen. (9) und (7) berechnet werden kann. 

Verbindet man diese Gl. mit der Gleichung 4 = mx einer durch 
den Ursprung (Mittelpunkt) gezogenen Geraden, so erhält man für die 
Coordinaten der Durchschnittspunkte die Ausdrücke: 

2 K 2 m?’K 
& Y—- EEE ERET 
A + Am? + 2Bm 








—— AH Am? + 2Bm’ 
und für deren Entfernung vom Mittelpunkte: 
K(m? +1) 





R? — x? - VW — = ie NN & 
rY A + Am? + 2Bm (e) 
Offenbar wird nun R zu einer der Halbaxen, wenn wir die Gerade 

y = mx mit einem der Hauptdurchmesser zusammenfallen lassen, also 


die Grösse m, von welcher die Richtung von R abhängt, so bestimmen, 
dass sie den Glen. (17): 


Am+B=ms, A+ Bm=s 
Genüge leiste. Multiplieirt man aber die 1° dieser Gleichungen mit m, 
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und addirt sie zur zweiten, so erhält man: 
A + Am? + 2Bm=s(m’ + 1), 


ReV (28) 


folgt. Diese Gleichung liefert sofort die Werthe der zwei Halbaxen, 
wenn man die aus (17) durch Elimination von m sich ergebenden zwei 
Werthe der Hilfsgrösse s: 


womit aus (@) 


s=1(4+4) 4 4 VA—Ay HAB: 


substituirt; und zwar, wie man sieht, in reeller oder imaginärer Form, 
je nachdem der Quotient K : s positiv oder negativ ist. Hieraus folgt 
nun sogleich, dass für die Ellipse beide Werthe von s mit gleichen, 
für die Hyperbel mit entgegengesetzten Vorzeichen versehen 
sein müssen; da ferner der dem oberen Zeichen. entsprechende Werth 
von s nothwendig positiv ist, so muss für die Ellipse: 

VA-AP TAB <ALA di De aa 
oder negativ, für die Hyperbel aber B? — AA’ >0 oder posi- 
tiv sein. 

Die Ellipse wird übrigens imaginär, wenn Ä negativ ist, weil dann 
beide Werthe von R imaginär ausfallen; sie degenerirt in einen Kreis, 
wenn beide Werthe von s gleich, also A= A’ und B=0 ist; end- 
lich in einen Punkt, wenn X==0. Kreis und Punkt sind daher Varie- 
täten der Ellipse. 

Ist B?— AA >0, so ist, K mag positiv oder negativ sein, der 
Ort der Gl. (1) eine Hyperbel, welche jedoch für X=0 in ein System 
zweier sich schneidenden Geraden übergeht. 

Wir werden das Binom B? -—- AA’ das charakteristische 
Binom einer Gleichung des 2'" Grades nennen. 





201. Die Gleichungen der Ellipse und Hyperbel nehmen eine be- 
merkenswerthe Form an, wenn man dieselben auf einen Scheitel als 
Ursprung bezieht, und den durch diesen Scheitel gehenden Durchmesser 
als Abscissenaxe annimmt, wie dies bei der Gleichung der Parabel, 
y” — px, der Fall ist. 

Für die Ellipse hatten wir als Mittelpunktsgleichung: 

ady? + b?x? — a®b?; 
legen wir nun den Ursprung in den linken Scheitel A’ (Fig. 24, 
S. 338), so haben wir in dieser Gleichung, x — a statt x zu setzen 
und erhalten dadurch als Scheitelgleichung der Ellipse: 








AH: 


FE, BEL 
= N DPREN: Re 
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= —ı ——< 2. 2 
—® % (29) 


Für die Hyperbel versetzen wir den Ursprung in den rechten - 
Scheitel A (Fig. 25, S. 340), zu welchem Zwecke wir in der Mittel- 
punktsgleichung derselben: 5b’? — a?y? = a?b’, x + a an die Stelle 
von & treten lassen, und finden als Scheitelgleichung der 


Hyperbel: 
2b? b? 
 — — — #2. 30 
Y » + 8 % (30) 
2b? ; 

Setzt man Erz 280 nehmen beide Gleichungen die Form an: 

BD} — P 2 
Fe le 31 
Y pX% + Dr ze ( ) 


wo das obere Zeichen der Ellipse, das untere der Hyperbel entspricht. 
Lässt man in dieser Gleichung, während p unverändert bleibt, « 


unendlich gross werden (wodurch, wegen b — -Viap ap, auch b unendlich 
zunimmt), so verwandelt sich dieselbe in „’=px, d. i. in die Scheitel- 
gleichung der Parabel, woraus folgt, dass die Parabel als eine El- 
lipse oder Hyperbel betrachtet werden kann, deren 
grosse, beziehungsweise reelle Axe unendlich ETOSS ge- 


worden ist. 
2 


: 2arb 
Wird noch er Sr q gesetzt, so sieht man, dass alle drei 
{1} 


2a 
Curven durch eine und dieselbe Gleichung: 
y—=px + q8° (32) 
dargestellt werden, und dass diese Gleichung einer Parabel, Ellipse 
oder Hyperbel angehört, je nachdem q —= 0, negativ oder positiv ist. 
oh2 

Die Grösse » — Be führt auch in der Ellipse und Hyperbel, der 
Analogie mit der Parabel gemäss, den Namen Parameter: er ist die 
dritte geometsische Proportionale zu 2a und 2b, da: 
DEAD 20:20 
REN ERRE N 





N 


Endlich zieht man aus der Gl. (31) der Ellipse und Hyperbel noch 
den Schluss, dass diese beiden Curven in der Nähe ihres Scheitels mit 
einer Parabel von gleichem Parameter p um so mehr zusammenfallen, 
je grösser a ist, d. i. je gestreckter sie sind, indem für kleine Werthe 


22 
von x das Glied 2 —— gegen px um so unmerklicher wird, je grösser a ist. 
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202. Eine krumme Linie der zweiten Ordnung kann bekanntlich 
von einer Geraden in nicht mehr als zwei Punkten geschnitten werden. 
Hieraus folgt, dass man sich eine solche Curve durch den Durchschnitt 
einer beweglichen Geraden mit einem Kreise entstanden denken 
kann, dessen Halbmesser sich stetig ändert. Versuchen wir, auf Grund 
dieser Erzeugungsart der Linien zweiter Ordnung, diese analytisch aus- 
zudrücken. | 


Denken wir uns zu diesem Zwecke die Curve (1) construirt, und 
aus einem beliebigen Punkte «, /£ als Mittelpunkt einen Kreis vom 
Halbmesser R, 


W— + (@—a)=R a 
beschrieben ; dieser wird die Curve im allgemeinen in vier Punkten 
schneiden, von welchen jedoch nur jene zwei in Betracht kommen, durch 
welche wir die schneidende Gerade | 


y=asx + € Be (n) 
legen. Es ist klar, dass jedem mit einem bestimmten Halbmesser 
beschriebenen Kreise eine bestimmte Lage der beweglichen Geraden 
entspricht, woraus folet, dass «a und c Funktionen dieses Halbmessers 
R sein müssen. 


Da die Coordinaten @, % des Kreismittelpunktes willkürlich sind, 
so wollen wir die Lage dieses Punktes so annehmen (dass dies möglich, 
wird aus dem Folgenden von selbst hervorgehen), dass die bewegliche 
Gerade immer zu sich selbst parallel bleibe, wodurch einerseits der 
Punkt «, £ eine gegen die Curve vollkommen bestimmte Lage erhält, 
anderseits in der Gl. der Geraden (») blos e veränderlich und von .R 
abhängig wird. Setzen wir also e == ı/ (R), so wird die Gleichung der 
Geraden: y= ax + ı(R), und wenn wir aus dieser Gleichung und 
jener (m) des Kreises R eliminiren, so erhalten wir eine Gleichung 


y— az —W (V yp)e 4 (& — 0)?) oder: | | 
pw a)=-Vu-BHG-e 


zwischen x und %, welche offenbar den Durchschnittspunkten aller 
aus a, % beschriebenen Kreise mit der beweglichen Geraden angehört. 





Zur” Kenntniss der Form der Funktion p führt die Bedingung, 
dass der geometrische Ort dieser Durchschnittspunkte eine Linie der 
2ten Ordnung, folglich die Gl. (p) algebraisch vom 2'°" Grade sein muss, 
woraus folgt, dass p nur eine algebraische lineare Funktion von 9 — ax 
sein kann, und somit die Form: 


p(y — ar) =m(y — ax) + n 









Me 


ET Br SR, =) ku: RER 


£: 
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haben muss, wo m und n zwei willkürliche Constanten bedeuten. Führen 
wir statt derselben zwei andere Constanten 5, k ein, welche mit m und 
n durch die Gleichungen : 








k 
m— -— ——, n—=— mb 
Vita: 
verbunden sind, so verwandelt sich (p) in 
y—-an—b - PER a 
Br ey Bl 0: 33 
a = Vet) (33) 


Dies ist eine Gleichung vom 2!" Grade mit 5 willkürlichen Con- 
stanten, folglich die allgemeinste Gleichung des 2%" Grades zwischen 
zwei veränderlichen Grössen; denn auch die Gl. (1) enthält- nur fünf 
willkürliche Constanten, wie sogleich erhellt, wenn man die ganze Glei- 
chung durch einen der Coefficienten, etwa durch F, dividirt. 

Hieraus geht nun einerseits hervor, dass sämmtliche Linien der 
zweiten Ordnung auf die angenommene Weise wirklich erzeugt werden 
können; anderseits spricht ‚sich durch die Form der Gl. (33) eine merk- 
würdige Eigenschaft dieser Linien aus. Setzt man nämlich : 





ir ser 


vir + 02 
so folgt aus (33): 





—d, Vu —P’+@— a)’ — 


Base Pe dal Endes 

nun ist r die Entfernung des Punktes x, % der Curve vom festen Punkte 
a, £; d der senkrechte Abstand desselben Punktes x, y der Curve von 
‚einer festen Geraden, deren Gleichung y == ax + b; es folgt demnach 
aus obiger Proportion der Satz: 

Die Linien der zweiten Ordnung haben die Eigen- 
schaft, dass die Enfernungen eines jeden Punktes der- 
selben von einem festen Punkte und einer festen Gera- 
den in einem constanten Verhältnisse %k:1 stehen. 

Man nennt die feste Gerade Richtlinie (Directrix), den festen 
Punkt den Brennpunkt der Öurve; die Entfernung r eines beliebigen 
Punktes M der Curve vom Brennpunkte heisst der Radiusvektor 
oder Leitstrahl dieses Punktes. | 

Entwickelt man die Gl. (33) und bringt sie auf die Form der Gl. 
(1), so findet man das charakteristische Binom: | 


| BE F#-4A4'— (R? _ 1) (a? -- 187 
ein Ausdruck, dessen Zeichen bloss von jenem des Faktors k? — 1 ab- 
hängt; hieraus folgt, dass die Gl. (33) einer Ellipse, Hyperbel 
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oder Parabel angehört, je nachdem die Verhältnisszahl 
ee BE ae WAL] ne 65 Eat: 

Die Gl. (33) gestattet eine sehr einfache Construction. Sind (Fig. 27) 
OX, OY die Coordinatenaxen, so construire man zunächst die Richt- 
linie UU’ (y== ax + b) und den Brennpunkt F, («, #). Durch F' ziehe 











Fig. 27. man DV senkrecht auf UU’, theile 

om den Abstand DF des Brennpunk- 

Pr. er tes von der Richtlinie im Punkte 

Der A so, dass ART AD—=R:1, 66 

> Rd ae ist 4 ein Punkt der Curve. Um 

. Kuh Y Ir 5 noch andere Pause zu Be 

ERBE DEE TEN ziehe man durch einen beliebigen 
er BER EZ Punkt a der DV die Gerade 22’ 
| a senkrecht auf DV, suche zu 1, 

\V k und Da = d die 4** geom. Pro- 

portionale = r und .beschreibe 


aus F' mit » als Halbmesser einen Kreis, welcher die 22’ in zwei Punk- 
ten M, M’ der Curve schneidet. 

Aus der Symmetrie der Ellipse und Hyperbel in Bezug auf ihren 
Mittelpunkt folgt übrigens, dass diese Curven zwei Richtlinien und 


zwei Brennpunkte besitzen, welche zu beiden Seiten des Mittel- 


punktes symmetrisch liegen. 


203. Die Gl. (33) wird einfacher, wenn man eine Richtlinie UU’ 
zur Ördinatenaxe und die durch den Brennpunkt senkrecht darauf ge- 
zogene Gerade DV zur Abscissenaxe nimmt, wodurch offenbar b —= ß 


=0 unda= » wird; hiedurch verwandelt sich (33), wenn man so- 
gleich quadrirt, in folgende: 
k?x? —= y? + (2 — 0)”, (34) 


wo «& der Abstand des Brennpunktes von der Richtlinie. 

Man kann diese Gleichung dazu benützen, um über die Lage der 
Richtlinien und Brennpunkte Aufschluss zu erhalten. Da nämlich in (34) 
die 1‘ Potenz von y fehlt, so ist die Abscissenaxe ein Hauptdurch- 


messer; die Richtlinien stehen demnach senkrecht auf 
einem Hauptdurchmesser der Curve, in welchem zu- 


gleich die Brennpunkte liegen. Dieser Hauptdurchmesser ist 


in der Parabel selbstverständlich die Axe derselben; in der Hy- 


perbel aber deren erste Axe, weil derselbe von der Curve i n 
zwei Punkten, den Scheiteln, geschnitten wird, für welche man aus 
(34), y= 0 setzend, die reellen Abseissenwerthe : 








r 
r E 

1 
ir 
x 
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bin 
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0 0 
L, = Bel und XL, Te R 
findet. Was die Ellipse betrifft, so ist } U erg die Länge 
der einen Halbaxe, welche auf dem die Brennpunkte enthaltenden Haupt- 
a 
durchmesser liegt ; ferner ist I (x, + ©,) = 1 die Abseisse des 


Mittelpunktes, welche statt « in (34) substituirt, für die andere Halb- 


ak 
axe den Werth Vı® darbietet ; dieser ist aber, weil 1—%k?’<1, 
78° Die Brennpunkte liegen daher auf der grossen 
Axe der Ellipse. sl 
Für x —= 0, folgt aus (34): % — V— a, zum Beweise, dass die 
Richtlinien von der Öurve nicht geschnitten werden; sie liegen also 
bei der Ellipse ausserhalb derselben, bei der Hyperbel zwischen den 


offenbar < — 


Scheiteln und zwar je eine Richtlinie mit dem zugehörigen Brennpunkte 
auf jeder Seite des Mittelpunktes. 


204. Verlegen wir den Ursprung in den einen Scheitel A und 


setzen zu diesem Zwecke in 34) a + =r+ statt x, so 
erhalten wir als Scheitelgleichung der Curven 2% Ordnung: 
y? — 2akx + (k’ — 1), (35) 


welche genau dieselbe Form hat, wie die Gleichungen (29) bis (32) 

[$. 201], und sich, wie wir im vor. $. gesehen haben, auf dasselbe 

Coordinatensystem bezieht. Diese Gleichungen sind daher unmittelbar 

mit einander vergleichbar und man hat: 
er : 

Fe Re Bee te 

 :@ 2 a? 

wo p der Parameter ist, und das obere Zeichen (so wie im folgenden 

immer) auf die Ellipse, das untere auf die Hyperbel sich bezieht. Hier- 

aus findet man: 

für die Ellipse, Kürze halber Va? — b? — e setzend: 


= 





2 , k 
ee k— und BE a... 
e a 1 — %® yYı— x 
für die Hyperbel, Kürze halber Va? +b?—e setzend : 
> k 
0 Be and-a = e En EN 


e a BI Ve—ı 
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1) Sowohl für die Ellipse als Hyperbel (Fig. 28 und 29) hat man 


1: 
Are ADE% (@ -—— AP), som AR —— Ir Setzt man diesen 


+% 


Werth für x in (35), so. kommt y = ak — = die bei beiden Curven 


ad 


Fig. 28. Fig. 29. 





a 
unter dem Namen Parameter eingeführte Grösse p = —— ist daher 
a 


der im Brennpunkte errichteten Doppelordinate EE gleich. 
2) Man hat ferner Of = A0F AF=aT Ar; aber are 
k b? RR i 
ha — + Kb = + (a — e), somit CF —==e. Die 
l+-k a-te a-+ e 








der Brennpunkte vom Mittelpunkte und heisst Excentri- 
cität. Sie ist, wie man sieht, in der Ellipse immer kleiner, in der 
Hyperbel grösser als a, die halbe grosse oder beziehungsweise erste 
Axe. In Folge der Relation e? — a? 7 b? bilden die beiden Halbaxen 
und die Excentrieität ein rechtwinkeliges Dreieck, so dass jede dieser 
Grössen leicht construirt werden kann, wenn die beiden anderen gege- 
ben sind. 
DO | 

8) Bs-ist. GD’== (Fr DE=ere ae Ab- 
stand der Richtlinie vom Centrum ist daher in beiden Curven die 3t® 
geometrische Proportionale zu e und a. 

4) Sei M ein beliebiger Punkt der Ellipse oder Hyperbel, OP=x 


dessen Abseisse, vom Mittelpunkte C aus gezählt, FM=r, FM =r 


seine Radienvektoren, so ist FM=k.PD, FM =k.PD,;d.i.: 
r—k(& tICDy ir E(0D E DE 


e a2 
Setzt man für %k und ÜUD die Werthe = und Su so kommt: 








REN ee 
Ehe 2 
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für die Ellipse: r — eg: 
ips i a-+ Ba a— ©; (36) 
u e Ne 
irsdie Hyperbel; r = 2a ri 2? + a; (37) 
a 1 


Gleichungen, durch welche die Leitstrahlen eines Punktes der Ourve 
durch die vom Mittelpunkte gezählte Abseisse desselben rational aus- 
gedrückt werden. 

5) Durch Addition der Glen. (36) folgt r + r —= 2a; d. h. die 
Summe der Leitstrahlen eines jeden Punktes der Ellipse 
ist constant und der grossen Axe gleich. 

Vermöge dieser Haupteigenschaft ist daher die Ellipse der geo- 
metrische Ort der Scheitelpunkte sämmtlicher Dreiecke, 
welehe über einer gegebenen Grundlinie =2e so con- 
struirt werden, dass die Summe der beiden anderen 
Seiten eine constante Grösse —= 2a ist. 

6) Durch Subtraktion der Glgn. (37) erhält man »? —r—2a; d.h. 
die Differenz der Leitstrahlen eines beliebigen Punktes 
der Hyperbel ist constant und der ersten Axe gleich. 

In Folge dieser Grundeigenschaft ist daher die Hyperbel der 
geometrische Ort der Scheitelpunkte sämmtlicher Drei- 
BoRe, welche über einer gegebenen Grundlinie. = 2e 80 
construirt werden, dass die Differenz der beiden ande- 
men seiten eine constante Grösse —= 2a ist. 

Es ist sehr leicht, aus diesen beiden Haupteigenschaften die Glei- 
chungen der beiden Curven abzuleiten. 


7) Die Grösse k = — ist, wie man sieht, nichts anderes, als das 
} 


Verhältniss der Excentricität e zur halben grossen oder ersten Axe, 
und der Ausdruck der Excentricität selbst, wenn a = 1 angenommen 
wird; sie mag die numerische Excentricität heissen, im Gegensatze 
zur linearene, Es it 2 —+(a — e)—+ a?(1 — %°); führt 
man diesen Werth von b? in die Mittelpunktsgleichungen (24) und (26) 
der Ellipse und Hyperbel ein, in die erstere mit dem oberen, in die 
letztere mit dem unteren Zeichen, so kommt: 
P=(-R)(e— a‘) u Acla) 
als Mittelpunktsgleichung der Ellipse oder Hyperbel, je nachdem k < 1 
oder >1 ist. 
8) Für die Parabel folgt aus (35) wegen k=1, die Gl. y„’—=2ox, 
welche mit Gl. (32), wo g= 0 zu setzen ist, verglichen, die Relation 





a 
M, 


SR a ER a a 
NR SEN RR RT ee 
> ji \ AST A 5 
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» —= 2a darbietet. Der Parameter » der Parabel ist daher gleich 
dem doppelten Abstande des Brennpuuktes von der Richt- 
linie, oder auch gleich dem vierfachen Abstande des Brennpunktes vom 
Scheitel, weil, wegen k=1, AF=AD—=1la—14p ist. (Fig. 30.) 


Setzt man in y? = 2x, z—=AFf—=4c, so komme 


Eh 
woraus folgt, dass auch in der Parabel der Parameter gleich ist 
Fig. 30. der im Brennpunkte errichteten 


ur Doppelordinate EE. 


Endlich hat man für den Leitstrahl FM 
— r irgend eines Punktes M der Parabel: 


EM —= PD = AD FIRE 
r—4Ppt& (39) 
Die Parabel ist der geometri- 


sche Ort sämmtlicher Punkte, wel- 
che von einer festen Geraden,’ der 








I Richtlinie, und einem festen Punkte. 


dem Brennpunkte, gleich weit entfernt sind, mittelst 
welcher Eigenschaft sich die Gleichung der Curve sehr leicht ab- 
leiten lässt. 


FÜNFTES KAPITEL. 


ÜBER EINIGE DER VORZÜGLICHSTEN EIGENSCHAFTEN DER LINIEN ZWEITER ORDNUNG. 


I. Die ETlipse. 


205. Zur Entwickelung der Eigenschaften dieser Curve werden 


wir uns im Folgenden ihrer Mittelpunktsgleichung: 


a?y? + b?x? ne a?b? (1) | 8 4 







bedienen, wo a und b die halbe grosse und kleine Axe bedeuten, nd 


auf ersterer die Abscissen gezählt sind. 
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Bezeichnet man die lineare Excentricität, d. i. den Abstand der 
Brennpunkte vom Mittelpunkte, OF = OF (Fig. 31), mit e, das Ver- 
hältniss derselben zur grossen Axe, die Fig. 31. 
numerische Excentricität mit &, so ist be- 
kanntlich: 





Va? — D2 


weg he 8m — 


Bedr  e all — EN), 
und man hat für die Leitstrahlen FM 
—r, FM==r eines Ellipsenpunktes M, 
dessen Abseisse OP—x, die Ausdrücke: 





e e 
r—=a4a— -1,.r—=a+t-—z, 
a a 


deren Summe —2a d. i. der grossen Axe gleich ist. Auf diese Eigen- 
schaft gründet sich das bekannte Verfahren, die Ellipse durch Punkte 
zu beschreiben. 

'Schreibt man die Gl. (1) in der Form a?’y’—=b?’(a?— x”), oder: 

y? b? 
(a—a)(a+x a?’ 
und beachtet, dass © — x == AP und a + x = A’P die Segmente 
sind, in welche die grosse Axe durch die Ordinate % getheilt wird, so 
spricht selbe den Satz aus: das Quadrat der Ordinate eines 
Punktes der Ellipse steht zu dem Rechtecke aus den Ab- 
ständen des Fusspunktes derselben von den Endpunkten 
der grossen Axe in einem con- 
stanten Verhältnisse 
NH AR 

Von den beiden Kreisen, welche 
über der grossen und kleinen Axe der 
Ellipse als Durchmessern beschrieben 
werden können, wollen wir den ersteren 
den umschriebenen, letzteren den 
eingeschriebenen Kreis nennen. 
Sind (Fig. 0 HR, %=.M LP 
die zu einer beliebigen Abscisse OP=x 
E Ordinaten der Ellipse und des umschriebenen Kreises, so ist 











y—_ Var BET ‚y—=Va?—; 2, somit y:y =b:a; d.h. die zu der- 


selben Abscisse gehörigen Ordinaten der Ellipse und 
Hexrr, Höh. Mathematik, I. 3. Aufl. 23 
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des umschriebenen Kreises stehen in dem constanten 
Verhältnisse =Dbva. 

Eben so findet man, dass die zu gleichen Ördinaten gehörigen. 
Abscissen der Ellipse und des ‘eingeschriebenen Kreises in dem con- 
stanten Verhältnisse a : b_ stehen. 

Hieraus folgt, dass man Punkte der Ellipse erhält, wenn man die 
Ördinaten des umschriebenen Kreises in dem Verhältnisse a: D ver- 
kürzt, oder die Abscissen des eingeschriebenen in dem Verhältnisse b :a 
verlängert, worauf sich folgende Construction der Ellipse gründet. Zieht 
man zu einem beliebigen Punkte M’ des umschriebenen Kreises den 
Halbmesser OM’, welcher den eingeschriebenen Kreis im Punkte N 
schneidet, und durch diesen Punkt eine Parallele zur grossen Axe, So 
schneidet diese die Ordinate des Punktes M’ in einem Punkte M der 
Ellipse. 


206. Aufgabe. Eine gerade Linie DE (Fig. 32) von gegebener 
Länge bewege sich so, dass ihre Endpunkte auf den Schenkeln eines 
rechten Winkels XOY fortrücken; man suche die Gl. der Curve, welche - 
ein fester Punkt M der Geraden beschreibt. 

Nimmt man die Schenkel des rechten Winkels als Axen der & 
und %, setzt die constanten Entfernungen DM =a, EM—=b, ferner 
OP=MG=x, MP=y, so ist für jede Lage der Geraden DE: 
MP?: ME? — GD?: DM? .d, 1. 9%.’ —la — 2): oa 

a?’y? + b’x? — a?b?. 

Der Punkt M beschreibt daher eine Ellipse, deren Halbaxen a 
und 5 sind. Es bedarf kaum der Erinnerung, dass auch von irgend 
einem Punkte in der Verlängerung der DE eine Ellipse beschrieben 
wird. ® 

Hierauf gründet sich folgendes Verfahren, die Ellipse durch Punkte 
zu construiren. Aus einem, in einer der beiden Axen, z. B. BB’ ge- 
wählten Punkte D beschreibe man mit einem Halbmesser DE—=a+b 
einen Kreis, welcher die andere Axe in zwei Punkten E, E’ schneidet; 
zieht man DE und DE, und macht DM=DM,=a, so sind M, M, 
Punkte der Ellipse. 

Auch ist hiedurch ein Mittel geboten, die Ellipse durch einen 
stetigen Zug zu beschreiben. Lassen wir ein Lineal sich so bewegen, 
dass zwei feste Punkte D und E desselben auf den Schenkeln eines 
rechten Winkels fortgleiten, so beschreibt irgend ein in der DE lie- 
gender fester Punkt des Lineals, in welchem ein schreibender Stift an- 
gebracht ist, eine Ellipse (Ellipsograph). 
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VON DER TANGENTE AN DER ELLIPSE. 


207. Verbinden wir die Gleichung einer Geraden: 
| y—mz-+ n (1) 
mit der Gl. der Ellipse: a°’y? + b?x? — a?b?, so erhalten wir durch 
Elimination von y die Gleichung: 
(a’m? + b?) x” + 2a’mnz + a?(n?” — b?)—= 0, 
aus welcher für die Abscissen der Durchschnittspunkte die Werthe: 


— a(amn + b Va:m?: + 2? — n?) 
| am? + b? 
folgen. Die Ellipse wird daher von der Geraden in zwei Punkten oder 
gar nicht geschnitten, je nachdem a’m? + b? — n? > oder < O0 ist. 
Die Sekante wird zur Tangente, wenn die beiden Durchschnittspunkte 
in einen einzigen zusammenfallen, wozu erfordert wird, dass in obigem 
Ausdrucke von x das Radikal verschwinde. 
Es ist demnach: = 
a?m? + b? — n?—=0 (2) 
die Bedingungsgleichung für die Berührung der Geraden (1) und der 
Ellipse. Mit Rücksicht hierauf erhalten wir als Coordinaten des Be- 
rührungspunktes: 
a®’mn b’n 


| de IT m 
Bestimmt man aber aus diesen Gleichungen m und n, so erhält man 
N 
an 7 
als diejenigen Werthe, welche die Constanten m und n haben müssen, 
damit die Gerade (1) die Ellipse in einem gegebenen Punkte 5, n be- 
rühre. Durch Substitution dieser Werthe in (1) erhält man: 








ef zer 





MÄIZE ; 


b?E b2 
ya ut 
an 7 
oder, wenn man von dieser Gleichung jene: — — a, &-+ — ab- 
zieht, welche ausdrückt, dass &, n ein Punkt der Ellipse ist: 
b?E = 9 
DV) (3) 


als Gleichung der Tangente an der Ellipse im Punkte &, n. Ver- 
bindet man diese Gleichung (nach Wegschaffung des Nenners a°n) mit 
237 
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der Gleichung a’? + b?5? — a?b?, welche ausdrückt, dass &, 7 ein 
Punkt der Ellipse ist, so erhält man: v2 

a’ny + b’Ex — a?b?, 22 (4) 
eine mehr symmetrische Form der Gleichung der Tangente, welche sich =» 
von der Gl. der Ellipse nur dadurch unterscheidet, dass die Quadrate 
x” und y” durch die Rechtecke Sx und n% ersetzt sind. Der Winkel z, 
welchen die Tangente am Punkte &, mit der Abscissenaxe einschliesst, 
bestimmt sich durch die Gleichung : 

b® 


ter = — 5 Rt 
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Die im Berührungspunkte M senkrecht auf die Tangente errichtete 
Gerade heisst Normale der Curve im Punkte M. Mit Rücksicht auf 
(3) wird die Gleichung der Normale der Ellipse im Punkte &, 7: 


ae, FR (6) 





208. Es seien (Fig. 33) MT und MN die Tangente und Normale 
am Punkte M(&, n); die Stücke PT und PN der Abseissenaxe, welche 
zwischen dem Fusspunkte der Ordi- 
nate des Berührungspunktes und ihren 
Durchschnittspunkten mit der Tan- 
gente und Normale liegen, werden > 
Subtangente und Subnormale 
genannt. Die Stücke MT und MN 
der Tangente und Normale zwischen 
dem DBerührungspunkte und den 
Durchschnittspunkten dieser Geraden 
mit der Axe der &, pflegt man im 
engeren Sinne Tangente und Normale zu nennen. 

Um Ausdrücke für die Längen dieser 4 Stücke zu erhalten, setzen 
wir in den Glen. (3) und (6) der Tangente und Normale [$. 207] 
y=0, wodurch x die Abseisse beziehungsweise der Punkte 7 und N 
wird, und erhalten, da &= OP: 









u 
IRA en 
m. Po ET 











a’r? a? TED 
2 — &E—= PT = $ubtangente — La 
ben b?E & I 
- S S 
b?E 
% — 5= PN Subnormale = — —., 
a 


wo die entgegengesetzten Zeichen dieser Ausdrücke daher rühren, dass 
die Subtangente und Subnormale immer auf entgegengesetzten Seiten 





der Ordinate liegen, von welcher aus sie gezählt werden. Mit Hilfe 
dieser Ausdrücke findet man ferner. aus den rechtwinkeligen Dreiecken 
MPT und MPN: ? 


MT. Tangente‘ = - 


je VE + a = en 


DEP 
2 


9 
fer 





MN = Normale — ee VoiE? + an? _ Var a 

Aus der Bemerkung, dass der Ausdruck der Subtangente von b 
und n unabhängig ist und somit für einerlei & denselben Werth er- 
hält in allen über derselben grossen Axe beschriebenen Ellipsen , folgt 
eine einfache Construction der Tangente. Man beschreibe über der 
grossen Axe einen Kreis, verlängere die Ordinate des Berührungs- 
punktes M bis zum Durchschnitte M’ mit dem Kreise, und ziehe an 
diesen in M’ eine Tangente; der Durchschnittspunkt 7 derselben mit 
der Abscissenaxe, mit dem Punkte M7 verbunden, gibt die Tangente an 
der Ellipse im Punkte M. 

_ Während die Subtangente, wie aus ihrem Ausdrucke leicht erhellt, 
aller Werthe von OÖ bis + & fähig ist, findet dies bei der Subnormale 
nicht Statt; ihr Ausdruck wird Null für £&=0, weil in diesem Falle 
die Normale mit der kleinen Axe, die Punkte P und N somit im 


Mittelpunkte zusammenfallen ; mit zunehmendem & wird die Subnormale 
2 

immer grösser, erreicht aber für £==a ihren grössten Werth — —= 
; a 


5p— dem halben Parameter, als Grenze, welche sie nicht überschreitet. 


209. Es sei nun ausserhalb der Ellipse ein Punkt K (x, y'), 
(Fig. 84, S. 358) gegeben; es soll durch diesen Punkt eine Tangente 
an die Ellipse gezogen werden. — Bezeichnen wir die noch unbekannten 
Coordinaten des Berührungspunktes mit &, n, so ist: 

a’ny + b?&x — a?b? 
die Gleichung der Tangente, und wir erhalten zur Bestimmung von, ı 
die beiden BeRDEnuESelejehungen: 

a’n?” + 6°8? — a?b?, (1) 

any + b’Ex — a®b?, (2) 
von welchen die erste ausdrückt, dass der Punkt £, n ın der Ellipse 
liegen, die. zweite, dass &,y ein Punkt der Tangente sein soll. Aus 
beiden folgt durch suceessive Elimination : 


aber + yYN) bla £ «YN) 


ady? + b2x? BA Are a?y? + b3x 2 J 
wo Kürze halber N a‘ 2/2 + b?x? — a?b? gesetzt ist, und die oberen 








e 
ee 
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und unteren Zeichen zusammengehören. Vorausgesetzt, dass N positiv 
ist, d. h. dass der Punkt «’, y ausserhalb.der Ellipse liegt, können 
somit, der doppelten Zeichen wegen, durch den genannten Punkt zwei 
Tangenten an die Ellipse gezogen werden. Für den Neigungswinkel 7 
derselben gegen die Abseissenaxe findet man: 

b?E Xy + Va?y? + bu? — a®b? 


ER = 
ET 








BT a? 2. a 
Für N—0 reduciren sich obige Werthe & und y uf &=«, y=y, 
wie es sein muss, weil in diesem Falle der gegebene Punkt x, y in 
der Ellipse liegt, und somit selbst zum 
Berührungspunkte wird. 

Zur Construction der Tangente 
bedient man sich am einfachsten der 
geometrischen Oerter der Glgn. (1) 
— und (2), deren Durchschnittspunkte ja 
_X eben die Berührungspunkte sind. 

R Nun ist der geometrische Ort der 

Gl. (1) die gegebene Ellipse selbst; 

N’ jener der Gl. (2) eine gerade Linie, 
deren Durchschnittspunkte D und E 
mit den beiden Axen leicht zu construiren sind, da aus (2): 


a? b? 
für re für Be, 








folgt; zieht man sodann durch die Punkte D und E eine Gerade, so 
schneidet diese die Ellipse in den gesuchten Berührungspunkten G, @. 

Die Gerade @@’, welche durch die beiden Berührungspunkte @ 
und @ geht, heisst Berührungssehne. Aus dem Umstande, dass 
der Werth von OD von der Ordinate RK = y des Punktes K unab- 
hängig ist, folgt der Satz: 

Wenn man von beliebigen Punkten K, K’ etc. einer 
auf die Richtung der grossen Axe senkrechten Geraden 
NN’ Tangenten an die Ellipse zieht, so schneiden sich 
sämmtliche Berührungssehnen in einem und demselben 
Punkte D der grossen Axe. 

Der Punkt D und die Gerade NN’ heissen (so wie beim Kreise) 
mit Beziehung auf einander Pol und Polare. 

Auf dieselbe Weise folgt aus dem Ausdrucke .von OE, dass der 
Punkt E der Pol ist in Bezug auf die durch den Punkt K senkrecht 
auf die kleine Axe gezogene Gerade QQ’ als Polare. Wie obiger Satz 
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umgekehrt werden kann, ist von selbst einleuchtend; zu einer Verall- 
gemeinerung desselben werden wir später |8. 219] gelangen. 


210. Zieht man (Fig. 33. S. 356) den Halbmesser OM des Berüh- 
rungspunktes M($&, n), so ist, wenn sein Neigungswinkel yegen die Axe 


der & mit bezeichnet wird, tg ı) = - ‚ welche Gleichung mit Gl. (5) 
IS. 207] verglichen : 


gibt, woraus folgt, dass das Produkt tgıı tgr eine constante Grösse 
ist. — Ist A = OMT der Winkel, unter welchem der Halbmesser des 
Berührungspunktes die Tangente schneidet, so hat man, wegen A=r — ı: 

au we ı_ Mlne 

1-+tgWtgr n&(a® — b’) e?.ng 

Wie man sieht, wird tg4 = ®,.d. i. = 90° nur in dem Falle, 
wenn entweder & oder n Null ist; die Endpunkte der Axen sind daher 
die einzigen Punkte, in welchen die Tangente auf dem zugehörigen 
Halbmesser senkrecht steht. 








211. Es seien an einen Punkt M_der Ellipse (Fig. 35) die Tan- 
gente, Normale und die beiden Leitstrahlen gezogen. Für die Abscisse 
ON des Durchschnittspunktes N der Fig. 35. 

Normale mit der Axe der x findet man, 
in der Gleichung derselben, [(6), $. 207] 
y==0 setzend: 


e? 
BUN 
a? 


Lässt man in diesem Ausdrucke & 
von OÖ bis a zunehmen, so wächst x = 





2 
ON von O bis — < e, woraus erhellt, 


dass die grosse Axe von der Normale immer zwischen den Brennpunkten 
geschnitten wird. Nun ist: 





a e 0% er 
EN—0F—0N=e— ,:- (« )—t, 


(l a [4 

n OF ON = llat 2) 3 

IN Or Fe ange ee RE 
folglich : FN:EFN=r:! =FM:F'M; | 


bringt man diese Proportion in Verbindung mit dem A FMF', so folgt 
daraus nach einem bekannten Satze der Elementargeometrie, dass der 


a‘ ae N 


N 


DEE NE Pa ENDE ee Ah SE ei U a ed 2 wen Te 
nf EEE B> ' > Rn - OT u ie dr Ma ‚N 
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von den beiden Leitstrahlen eines Punktes gebildete 
Winkel durch die Normale dieses Punktes halbirt wird. 
Hieraus ergeben sich sogleich noch folgende Sätze: 


1) die Tangente bildet mit den beiden Leitstrahlen 
des Berührungspunktes gleiche Winkel. 


2) Die Tangente halbirt den von einem Leitstrahle 
z. B. FM und der Verlängerung des anderen gebildeten 
Winkel FME. 


3) Verlängert man einen Radiusvektor, z. B. FM, und macht 
die Verlängerung ME = FM = dem anderen Leitstrahle, so entsteht 
ein gleichschenkeliges Dreieck EMF, dessen Grund- 
linie EF durch die Tangente im Punkte K senkrecht ge- 
schnitten und halbirt wird. 


4) Verbindet man den Punkt K mit dem Mittelpunkte O, so ist, 
weil die XO die EF und FF’ in den Punkten K und OÖ halbirt, KO 
parallel zu FE; somit KO: EF=OF:FF', d.i. wegen FE=FM-+ 


ME = 2a, KO =a; ebenso beweist man, dass KO ==a, wenn FR 


senkrecht auf die Tangente gezogen wird. -Daraus folgt, dass die 


- Entfernung der Fusspunkte der aus den Brennpunkten 


auf eine Tangente gefällten Perpendikel vom Mittel- 
punkte constant und der halben grossen Axe gleich ist, 
oder mit anderen Worten: dergeometrische Ort der Fusspunkte 
der aus den Brennpunkten auf die Tangenten gefällten 
Perpendikel ist der umschriebene Kreis. 


5) Setzt man / FTK=tT, soist FE KFT,sind, ud ER — 
FT.sn! —(2e + a sinz. Nun folgt aus der Gl. der Tl 





a? 
für =y == 0:07. — Molelich PT = —e und’ ER 
ferner ist, wegen tg Y —tg (180°  n) = — gr: 
I tg r’ b?E 
Bin is BE == 3 — , somit: 





Vi+te? Van: + die: 
b? (a? — e& 2 (2 fe: 
(a e&)) me b° (a + IE 
Vatı? + vi82 Van: + die? 
UERs (a4 — (a — 6?) g2) 
atn? + b*E? h? [a! a (a? RR b2) Er 


N — 














folglich : 


ERTER 





a 2 
— .b2; 


d. h. das Produkt der aus den beiden Brennpunkten auf 


eine Tangente gefällten. Perpendikel ist constant und 
dem Quadrate der halben kleinen Axe gleich. 











MF + MF — 2a bestimmt. Man be- 


EL be Rn NE FIR, z ..% m v zur u 
ER ER REEL File PR) Me BE N ER A EN 
AN! N VE ET Br TE 7 A 1 
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Aus dem Satze Nr. 3 folgt ein bequemes Verfahren zur Construk- 
tion der Tangente: 

a) Wenn der Berührungspunkt M gegeben ist. Man 
verlängere (Fig. 35) den einen Radiusvektor F’M des Berührungspunktes 
um das Stück ME= MF und beschreibe aus den zwei Punkten # und 
F' Kreisbogen, welche sich in einem Punkte Z, der Tangente schneiden. 

b) Durch einen ausserhalb der Ellipse gegebenen 
Punkt Z eine Tangente zu ziehen. Denkt man sich (Fig. 35) 
die Tangente MLT construirt, so bemerkt man sogleich, dass der Be- 
rührungspunkt M bekannt wird, wenn Fig. 36. 
sich der Punkt FE finden lässt, indem die 
EF' die Ellipse im Punkte M schneidet. 
Der Punkt # ist aber durch die bekann- 
ten Entfernungen EL=FL und EF' — 





schreibe daher (Fig. 36) aus einem der 
Brennpunkte, z. B. 7’ mit dem Halb- 
messer — 2a einen Kreisbogen 00’, und 
aus dem gegebenen Punkte Z mit dem 
Abstande desselben vom anderen Brennpunkte als Halbmesser einen 
zweiten Kreisbogen nn’, welcher den ersteren in zwei Punkten #&, E 
schneiden wird; verbindet man diese Punkte mit F” durch Gerade, so 





schneiden diese die Ellipse in den gesuchten Berührungspunkten M und M’. 


VON DEN DURCHMESSERN DER ELLIPSE. 


212. Aus den Untersuchungen des vorigen Kapitels ist bekannt, 
dass in der Ellipse, als einer Öurve der zweiten Ordnung, a) für jedes 
System paralleler Sehnen ein Durchmesser existirt, welcher sie sämmt- 
lich halbirt; 5) dass alle Durchmesser gerade Linien sind, welche durch 
den Mittelpunkt gehen ; c) dass umgekehrt jede durch den Mittelpunkt 
gezogene Gerade ein Durchmesser ist, welchem ein System paralleler 
Chorden entspricht, das von ihm halbirt wird. 

Ist die Ellipse mit ihrem Mittelpunkte gegeben, so lässt sich der 
zu einer bestimmten Sehnenrichtung gehörige Durchmesser leicht con- 
struiren. Man halbire eine der gegebenen Sehnen und ziehe durch den 
Halbirungspunkt und den Mittelpunkt eine Gerade, welche der gesuchte 
Durchmesser ist. 

Seinun m der Neigungswinkel einer der parallelen Sehnen gegen 
die Axe der x, so ist y=xtggp-+ n die Gleichung derselben, welche 
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mit der Gleichung der Ellipse: a°y? + b?x? — a?b?, verbunden, durch 
Elimination von y die Gleichung: 

(a? tgp? + b?) x" + 2a’n tgp.x + a’(n? — b?)—= 0 
darbietet, deren Wurzeln &,, &, die Abscissen der Durchschnittspunkte 


der Sehne und der Ellipse sind. Bezeichnet man daher mit «, ß die 
Coordinaten des Halbirungspunktes der Sehne, so hat man: 











+ %, a’ntgp 4 ak b?n 
ia, 2a we erh St NE 2 
WaTB tg EPENT type + D° 
Die Gleichung des zugehörigen Durchmessers, als einer durch den Ur- 


P 


sprung und den Punkt «, # gehenden Geraden, ist VEN d. h. wenn 


man für « und 5 obige Werthe substituirt: 


b? 
en . 1 
z a” 9" (1) 
Ist ı der Neigungswinkel dieses Durchmessers gegen die Axe der 

b? 
X, (6) ist t = — ———, ’ 2 
s0 ı15L I5 UV PER?T, woraus 
b? 

pw —— (2) 


folgt. Das Produkt der Tangenten der Winkel, welche 
ein Durchmesser und das zugehörige Sehnensystem mit 
der grossen Axe einschliessen, ist somit eine constanute 


b® 


H.rOSSEe>Und. ze — Sr 
A 


Aus der Symmetrie der Gl. (2) in Bezug auf die Winkel und 
erhellt sogleich, dass, wenn man einen zweiten Durchmesser unter dem 
Winkel Q gegen die grosse Axe zieht, das zu diesem gehörige Sehnen- 
system diese Axe unter dem Winkel ıW schneiden werde. 

Diese zwei Durchmesser haben somit die Eigenschaft, dass jeder 


von ihnen das zu dem anderen parallele Sehnensystem halbirt. Zwei 


solche Durchmesser werden conjugirte Durchmesser genanıt. 


Man bemerkt von selbst, wie diese Eigenschaft benützt werden ‚kann, 


um zu einem gegebenen Durchmesser den conjugirten zu construiren. 
Die Gl. (2) drückt offenbar die Bedingung aus, welcher die Nei- 
gungswinkel p und ı zweier Durchmesser gegen die grosse Axe Ge- 
nüge leisten müssen, damit dieselben ein System conjugirter Durchmesser 
bilden. _ | 
Da vermöge der Gl. (2) das Produkt tgy tg ı) immer negativ. ist, 
so folgt, dass von den beiden Winkeln p und ı/, welche zwei conju- 
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girte Durchmesser mit der grossen Axe einschliessen, der eine immer 
spitz, der andere stumpf ist und folglich jeder der beiden Durchmesser 
in zwei anderen elliptischen Quadranten liegt. Lassen wir g den spitzen 








Winkel bedeuten, so ist #7 — p == u der von der kleinen Axe durch- 
schnittene Winkel der beiden Durchmesser und man hat: 
Mi BU —up._ ding + b’coigp 
Iro.tgı a? — b? E 


woraus erhellt, dass dieser Winkel immer stumpf und folglich der von 
der grossen Axe durchschnittene Nebenwinkel immer spitzig ist. Letz- 
terer wird gewöhnlich der Conjugationswinkel genannt, 

Sollen die beiden Durchmesser auf einander senkrecht stehen, so 
muss # — 90°, somit tgu = » sein, welchen Werth tgu vermöge 
des obigen Ausdruckes nur für 9 —= 0 oder g = 90” erhält, da in der 
Ellipse a? — b? von O verschieden ist. Die Axen der Ellipse bilden 
daher das einzige System rechtwinkeliger conjugirter Durchmesser (Haupt- 
durchmesser). Für den Kreis folgt jedoch aus obiger Gleichung, wegen 
a— b, für jeden Werth von g, u — 0”, Fig. 37. 
daher im Kreise jedes System conjugirter 
Durchmesser ein rechtwinkeliges ist. 


213. Verbindet man die Endpunkte 
eines Durchmessers DD’ (Fig. 37) mit 
einem beliebigen Punkte M der Ellipse, 
so heissen die so entstehenden Sehnen 
MD und MD’ a EL STESNLER 
Bezeichnet man mit x, y die Coordinaten des Punktes M, mit x”, y” 











jene des Punktes D, so sind — x”, — y’ jene von D’, und man hat 
als Gleichungen der zellen Sehnen MD und MD’: 
y SE y" ’ Yy + y ’ 
] Ui ner » 2 . DE ; x x { 
EN N N ) 


Sind nun p und ı» die Winkel derselben mit der als Abscissenaxe 
angenommenen grossen Axe, so folgt aus diesen Gleichungen: 
Ey? 
go.tgVv = a. 
Da aber die Punkte D, D’ und M auf der Ellipse liegen, so hat 
man a’y2 + bir? — a°b?, er + b?x’? — a?b?, woraus durch Sub- 
traktion a’ (y? — y"?) + b?(e? — a”) —= 0 folgt, womit die obige 


Gleichung sich in folgende verwandelt: 


en, (n) 


FR ER ln PT EN u ey N AL 19 0 a Par EEE FR ar 729 ni 
SB Na Da aa BE EA ER 7 a Be Br SE a SZ A DE re 
et NT dan En SH ee DE N TRETEN ZN 
{8 Fan ö N E a N BR SHE LARt LE 

Br tree 4 ve FR, ie DR N nz ‘ 
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Das Produkt tgy.tgıb ist also, wie man sieht, constant, und 
nicht bloss von der Lage des Punktes M zegen den Durchmesser DD, 
sondern auch von der Richtung ‘des letzteren unabhängig. Hieraus folgt 
der Satz: 


1) Zieht man durch die Endpunkte eines beliebigen 
Durchmessers Parallele zu einem Paare Supplementar- 
sehnen, so schneiden sich dieselben in einem Punkte 
der Ellipse und bilden demnach ebenfalls ein Paar Sup- 
plementarsehnen. - 

Aus der Uebereinstimmung obiger Gl. (rn) mit Gl. (2) im vorigen 
Paragraphe folgt ferner: | 

2) ZweiDurchmesser, welche zu zwei®Supplementar- 
sehnen parallel gezogen werden, sind conjugirt. 

Auch dieser Satz bietet ein Mittel dar, zu einem gegebenen Durchmes- 
ser DD’ den conjugirten zu construiren. Durch den Endpunkt eines beliebi- =. 
gen anderen Durchmessers z. B. AA (Fig. 37) ziehe man die Sehne AN 

Fig. 38. parallel mit DD’, verbinde N mit A, und 
ziehe EF parallel zu AN, so ist EE’ der 
gesuchte, zu DD’ conjugirte Durchmesser. 

Suchen wir noch den von zwei Sup- 
plementarsehnen AN, A'N (Fig. 38) ein-. 
geschlossenen Winkel ANA’ zu bestimmen, 
wobei wir dieselben über der grossen Axe 
construirt annehmen. Sind &, % die Coor- 
dinaten des Punktes N, so hat man: 











Y ‚ Y 
tg NAX er SER  E NA Keen 
a aA—% 5 a+x 
somit wegen ANA’ = NAX — NAX: 
2ay 2ab? | 
tq ANA an —— — —. a —— x 


wenn man für x? den aus der Gl. der Curve folgenden Werth sub- 
stituirt. Mit Rücksicht auf den in Rede stehenden Winkel kann % po- 
sitiv angenommen werden; es ist somit tg ANA’ wesentlich negativ, und 
somit der von zwei über der grossen Axe construirten Supplementar- 
sehnen eingeschlossene Winkel immer stumpf. Er erreicht seinen gröss- 
ten Werth für y=bDb, wenn die beiden Sehnen im Endpunkte der 
kleinen Axe zusammenlaufen, und man hat für dieses Maximum: 
2ab ar 
a 





tg ABA % 
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Mit abnehmendem y wird der Winkel ANA’ immer kleiner und hat für 
y==0 den rechten Winkel zur Grenze. 
Eben so findet man für den von zwei über der kleinen Axe con- 
struirten Supplementarsehnen gebildeten Winkel BNP: 
2a*b 
I pn? (3) 
(a b?) x 
dieser Winkel ist somit immer spitzig und erreicht für & = a seinen 
kleinsten Werth BAPB’, für welchen 





tg BNB — 


} Dab 
wird. Mit abnehmendem x wird / BNB’ immer grösser und hat für 
x = (0 den rechten Winkel zur Grenze. 


Bringt man hiemit die obigen beiden Sätze in Verbindung, so ge- 
langt man zu dem Schlusse, dass der Winkel, welchen zwei 
Supplementarsehnen oder zweiconjugirte Durchmesser 
mit einander bilden, nicht grösser als ABA und nicht 
kleiner als BAPB’ werden kann. 


Aus den Glgn. (1) und (3) erhellt übrigens, dass über beiden Axen, 
also auch über jedem Durchmesser zwei Paare Supplementarsehnen 
construirt werden können, welche gleiche Winkel einschliessen. Daher 
gibt es auch immer zwei Systeme conjugirter Durchmesser von glei- 
chem Conjugationswinkel, mit Ausnahme des Systems der conjugirten 
Hauptdurchmesser oder Axen. 


214. Aufgabel. Es isteineEllipsegegeben; mansoll 
ein System conjugirter Durchmesser construiren, welche 
sich untereinem gegebenen Winkel y schneiden. (Fig. 39.) 


Man ziehe zwei parallele Sehnen und durch deren Halbirungs- 
punkte den Durchmesser KK’; durch Halbirung desselben erhält man 
zuvörderst den Mittelpunkt 0. Ueber KK’ als Sehne beschreibe man 
einen Kreis, so dass der eine über KK’ ste- Fig. :39. 
hende Kreisbogen KBK’ den gegebenen Win- 
kel y als Peripheriewinkel enthalte. Verbin- 
det man nun den Durchschnittspunkt DB die- B 
ses Kreisbogens und der Ellipse mit den 6f} 
Punkten K und K’, und zieht durch den ? 
Mittelpunkt O parallel zu BK und BK die ® 
Durchmesser DD’ und EE, so sind dies die ee B 
gesuchten Durchmesser. 








rk x u n 
ET RER x 
E ur rin 
EEE ‘ In 
EEE Dt 5 pr 
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Der Kreis schneidet die Ellipse noch in einem zweiten Punkte B’, 
und es ist bekanntlich KB’K’ —= 180° — y; zieht man daher KB’ und 
KB’ und damit parallel die Durchmesser FF’ und GG, so bilden diese 
offenbar das zweite System conjugirter Durchmesser, welche sich eben- 
falls unter dem Winkel » schneiden. 





Hiemit ist also zugleich die Aufgabe gelöst, zu einem gegebenen 
Systeme conjugirter Durchmesser das zweite von gleichem Conjugations- 
winkel zu construiren. 


Aufgabe 2. Esist eine Ellipse gegeben; man soll die 
Axen derselben construiren. 


Diese Aufgabe ist nur ein specieller Fall der vorhergehenden, für 
„= 90°. Der Kreis ist, wie leicht einzusehen, aus dem Mittelpunkte 
der Ellipse über einem beliebigen Durchmesser derselben zu beschrei- 





ben, und sonst wie oben zu verfahren. 


215. Zieht man an einem beliebigen Punkte M(x, y) der Ellipse 

die Tangente 77’, (Fig. 40) und den Durchmesser MN, so hat man 

Fig. 40. für den Neigungswinkel z der Tangente 

NER gegen die als Abscissenaxe angenom- 
| mene grosse Axe: 





ae N, 5) 8. 207 
527.270. (We 


und, wenn @ der Neigungswinkel des 
Durchmessers gegen die grosse Axe ist, 


an — —; folglich, wenn beide Glei- 


chungen multiplicirt werden: 
b? 
tg . tg T m nz , 


woraus mit Rücksicht auf Gl. (2), $. 212 folgt, dass die Tangente 
an einem beliebigen Punkte der Ellipse parallel liegt 
zu jenem Durchmesser, welcher dem durch den Berüh- 
rungspunkt gezogenen conjugirtist. | 


Da hiernach die an den Endpunkten eines Durchmessers gezo- 
genen Tangenten parallel sind, so bilden die vier an den End- 
punkten zweier conjugirter Durchmesser MN und PO 
construirten Tangenten ein Parallelogramm SS’TT. 
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DIE ELLIPSE BEZOGEN AUF EIN SYSTEM CONJUGIRTER DURCHMESSER. 
216. Wir haben bisher die Gleichung der Ellipse in der. Form: 
a?y?” + b’x? — a?b? (1) 
angewendet, welche Form bekanntlich davon herrührt,, dass der Üoor- 
dinatenanfang Mittelpunkt der Curve ist, wodurch die Abwesenheit der 
linearen Glieder bedingt wird, und jede der Coordinatenaxen die zur 
anderen parallelen Sehnen halbiırt, ' in Folge dessen das Glied mit dem 
Produkte xy fehlen muss. Hieraus folgt aber, dass die Gleichung der 
Curve obige Form nicht verändern wird, wenn man mit Beibehaltung 
des Mittelpunktes als Ursprung, irgend Fig. 41. 
ein System conjugirter Durchmesser als 
Coordinatenaxen wählt. 
Sei nun (Fig. 41) OX, OY ein Sy- 
stem conjugirter Durchmesser als Coor- 





dinatensystem angenommen; «, «@ die Win- 
kel, welche die neuen Axen OX, OY mit 
der grossen Axe bilden, so haben wir zum 
Behufe der Transformation in (1) zcos@ + ycos« statt x, xsin a + 
ysin« statt y zu schreiben [Gl]. (4), $. 164.], und erhalten dadurch: 
(a? sin@? + b? cosa*) y?* + (a? sina® + b? cosa*) x" + 
+ 2(a? sina sin«@ + b° cosa cos«) xy — a?b?. 





Es ist aber der Coefficient von xy: 


b? 
9 . . ’ 3 M PIE 2 ’ ! wi 
a“sinasina + b" cosa cos«@ —= a” C0Sd C0S (i«« tga + ee 0% 
vermöge der zwischen den Winkeln «, « bestehenden Relation: 
b? 
’ 
weWe = — FR 


[Gl. (2), $. 212], wodurch sich obige Gleichung in folgende verwandelt: 
(a? sin«@? + b2 cosa?)y? + (a? sina? + b? cosa?)x? — a?b?. (2) 


Setzt man noch: 








a?b? Bier a2b? i 
a?sina® + b?cosa® "2 sin @? + b? cos ER (3) 
so erhält man: 
m?y? + n?x? — m’n’ (4) 


als Gleichung der Ellipse, bezogen auf ein System con- 
jugirter Durchmesser. 
Aus dieser Gleichung folgt: 
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für ee x: = 0D! — Ö. DER, 

für =0: ?=0ER— 0E?—n:; | 
es sind also m und n die Hälften der conjugirten Durchmesser, auf 
welche die Ellipse bezogen ist. 


21%. Zwischen den sechs Stücken a, b, m, n, a, « bestehen nach 
OÖbigem die drei Gleichungen: 
a?b? a?b* > 


’ 





ee A A) u a u DT 
a? sina® +4 b* cos a? (4 a” sin @? + b? cos «? ( } 
a” sina sine + b* cosa cos« — 0, (3) 
deren letzte mit 
D# 
te at & = — 4% 
gl; (3) 


identisch ist. 
1) Durch Multiplikation von (1) und (2) erhält man: 


a*b! — m’n?[a?b? sin @” cosa®” -+ a! sin a? sin«@? + bt cosa? cos@? + 
+ a?b? sina” cos «?], | 

und wenn man (3) zum Quadrate erhebt: 

a* sin @? sin @?” + b* cos «a? cos @? = —- 2a?b? sin « sin @ cos @ cos «, 


womit die vorhergehende Gleichung übergeht in: 


a?b” — m’n? (sin @' cosa@ — cos« sina)” = m?n? sin(@ — a)?, ‘ 
woraus 

ab — mn sin (a — 0) (4) 

folgt. z 


Zieht man (Fig. 41) ED und ED‘, ferner EF senkrecht auf DD‘, 

so ist im A EFO: EF—=n sin (@ — o), somit: 

N DED' —= mn sin (@ — a) = ab; 
anderseits drückt ab offenbar den Flächeninhalt des Dreieckes aus, 
dessen Grundlinie die grosse Axe —= AA’ = 2a und Höhe die halbe 
kleine Axe — Db ist; die Gl. (4) spricht daher folgenden Satz aus: 

Das Parallelogramm, welches entsteht, wenn man 
dieEndpunkte zweier conjugirter Durchmesser verbin- 
det, ist dem Rhombus gleich, dessen Ecken die End- 
punkte der beiden Axen sind. 

Zieht man ferner an den KEndpunkten der beiden conjugirten 
Durchmesser DD’, EE’ die Tangenten, so ist der Flächeninhalt des von 
denselben eingeschlossenen Parallelogrammes G@HIK ofienbar dem dop- 
pelten Flächeninhalte des Parallelogrammes DED’E’ gleich, somit: \ 





— a ET Er a a En 
Eh RE Be ET 3 SE in FE Kr A FF WE 
vB > FRE 0! Be “a TR nr nd 
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GHIK — 2EDE’D —= 4mn sin (@ — «) — 4ab, 
woraus sich noch folgender Satz ergibt: 

Die Fläche des Parallelogrammes, welches von den 
vieran den Endpunkten zweier conjugirten Durchmes-. 
ser gezogenen Tangenten gebildet wird, ist eine con- 
stante Grösse und dem Rechtecke aus den beiden Axen 
gleich. 

2) Nach bekannten goniometrischen Formeln findet man aus (3): 














Eu bi x a* tg a? 
sind? — : COS? — & 
DE L atltga?’ DE I attga®’ 

4 2 

sind’ — 2 | -, cs? — a” tgo 
b* + at tg? b!: + attga?’ 


welche Werthe, in (1) und (2) substituirt: 
„ .a®sin@” + db! cosa? { „  a*sina?® + b*cosa? 
aisina?-+ d?cosa?"‘ 8) — a?sina®? + b2cosa?''' 6) 
geben. Durch Addition von (1) und (6) oder (2) und (5) erhält man: 


a!sina®+a?b?+btcosa® atsin«?” + a?b? + bt cos«’? 











2 2 
m“ I N == — = ET a 
a? sina® + b? cosa? a? sin a? + 5b? cos«? 
woraus, wenn die Division verrichtet wird, 
m? + n?— a? + b? (7) 


folgt. DieSumme der Quadrate zweier conjugirter Durch- 
messer ist daher eine constante Grösse und der Summe 
der Quadrate der Axen gleich. 

Wir bemerken noch, dass, wenn von den 6 Grössen a, b, m, n, 0, 
@' drei gegeben sind, die anderen drei mittelst der Gleichungen (1), (2), 
(3) oder (3°) gefunden werden können, von welchen übrigens die beiden 
ersteren auch durch die Gleichungen (4) und (7) vertreten werden 
können. Hieher. gehören z. B. folgende Aufgaben: 1) Zwei conjugirte 
Durchmesser und der Conjugationswinkel sind gegeben, die Axen zu 
berechnen. 2) Die Axen sind gegeben; man sucht ein System conju- 
girter Durchmesser, welche einen gegebenen Winkel «€ — « einschliessen. 


218. Unter den unzähligen Systemen conjugirter Durchmesser der 
Ellipse ist noch dasjenige bemerkenswerth, dessen Durchmesser den 
die Endpunkte der beiden Axen verbindenden Sehnen parallel sind, 
und, wie aus der Symmetrie der Ellipse in Bezug auf ihre Hauptaxen 
sogleich erhellt, gleiche Längen haben. Bezieht man die Ellipse 
auf dieses System conjugirter Durchmesser, so wird ihre Gleichung 


(wegen m —n in Gl. (4) $. 216): 
Herr , Höh. Mathematik, 1. 3. Aufl. 34 
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x: + Yy* == mE, 

und hat, wie man sieht, mit der auf rechtwinkelige Axen bezogenen 
Mittelpunktsgleichung. des Kreises gleiche Form. Jede Gleichung von 
dieser Form, bezogen auf einschiefwinkeliges Axensystem ist daher 
die Gleichung einer auf das System der gleichen conjugirten Durch- 
messer bezogenen Ellipse. Bezeichnen, wie oben, «@ und « die Winkel 
der zwei gleichen Durchmesser gegen die Abscissenaxe, so ist: 


; b 
toXz2.> to. ne 
8 ne g 7 
. a > 1 Oo 73 
und. vermöge der Gl. (7): m? — = (a® 47). 


219. Aus der vollkommenen Uebereinstimmung der Formen, welche 
die Gl. der Ellipse annimmt, wenn dieselbe auf die Axen oder auf ein 
beliebiges System conjugirter Durchmesser bezogen wird, folgt, dass 
alle bisher entwickelten Eigenschaften dieser. Curve, welche von der 
Richtung der Durchmesser unabhängig sind, auch dann be- 
stehen, wenn dieselbe auf ein System conjugirter Durchmesser Dbe- 
zogen wird. So namentlich die Gleichungen der Tangente und die 
Formeln’ und Construktionen des $. 209 über die Aufgabe, von einem 
ausserhalb der Ellipse gegebenen Punkte eine Tangente an die Curve 
zu ziehen. 


Was insbesondere die Ergebnisse des letztgenannten Paragraphes 
anbelangt, so können wir jetzt, wenn wir bedenken, dass zu jeder in 
der Ebene der Ellipse gegebenen Geraden ein paralleler Durchmesser 
gezogen werden kann, und die dort entwickelten Formeln sich nickt 
ändern, wenn statt der Axen irgend ein System conjugirter Durch- 
messer als Coordinatensystem angenommen wird (nur dass dann selbst- 
verständlich unter « und b die Hälften dieser conjugirten Durchmesser 
zu verstehen sind), folgenden Satz aussprechen: | 


Wenn von beliebigen Punkten irgend einer in der 
Ebene der Ellipse gezogenen Geraden /Polare) Tangen- 
ten an die Ellipse gezogen werden, so schneiden sich 
sämmtliche Gerade, welche die zu jezwei von demselben 


Punkte ausgehenden Tangenten gehörigen Berührungs- 


punkte verbinden, in einem Punkte (Pol), welcher auf 


jenem Durchmesser liegt, der zu dem der gegebenen Ge- 


raden parallelen Durchmesser conjugirt ist. 


Und umgekehrt: 
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Zieht man durch irgend einen in der Ebene der Ellipse 
gegebenen Punkt (Pol) Sehnen oder Sekanten und zu 
je zwei Punkten, in denen die Ellipse von jeder Sehne 
oder Sekante geschnitten wird, die Tangenten, soliegen 
dieDurchschnittspunkte je zweier zusammengehöriger 
Tangenten auf einer zu jenem Durchmesser parallelen 
Geraden (Polare), welcher dem durch den gegebenen 
Punkte gezogenen conjugirt ist. 


II. Die Hyperbel. 


220. Die Gleichung der Hyperbel, auf ihren Mittelpunkt und ihre 
Hauptdurchmesser bezogen, ist: 

a?y? -— b’a? — — a?’b!, (1) 
wo 2a die erste oder reelle, 2b die zweite oder imaginäre Axe bezeich- 
net, und erstere. als Abscissenaxe angenommen ist. 

Für a =D verwandelt sich obige Gleichung in y? — x? —= — a, 
und die Hyperbel heisst in diesem Falle eine gleichseitige; diese ist 
unter den Hyperbeln das, was der Kreis unter den Ellipsen. 

Bezeichnet man die lineare Excentricität, d.i. den Abstand 
der Brennpunkte vom Mittelpunkte mit e, die. numerische Excentri- 
ceität mit &, so ist bekanntlich [$. 204]: 





PER T 
e a" + b 
e — a” + b#, en z. ‚W—=-e—o’—=a?(® —1), 


und man hat für die Leitstrahlen FM=r, FM=1r (Fig. 29, S. 350) 


eines beliebigen Hyperbelpunktes M, dessen vom Mittelpunkte gezählte . 


Abseisse OP = x ist, die Ausdrücke: 
| e . e 
ME Y De Rt 
deren Differenz constant und gleich ist der ersten Axe 2a — AA”. 
Auf diese Eigenschaft gründet sich eine einfache Construktion der Hy- 
perbel durch Punkte, bei welcher zu verweilen nicht nöthig sein wird. 
Die Gl. (1) in der Form: 
y? b? 
@-a)@ta) a 
geschrieben, spricht den Satz aus, dassdas Quadrat der Ördinate 
zu dem Rechtecke aus den Abständen ihres Fusspunktes 
von beiden Scheiteln der Hyperbelin einem constanten 
Verhältnisse —=b?:a? stehe. 
24* 


FEED: ro ? 
SEO ER Du 


a E> 
a 
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Construirt man über der ersten Axe der Hyperbel (1) eine gleich- 
seitige Hyperbel, und bezeichnet mit %, y' ‚die zu derselben Abscisse & 
gehörigen Ordinaten beider Curven, so hat man: 


Be u: 
— + - Ve za, y- tja 
a 


somit y:y =b:a; der in dieser Proportion ausgesprochene Satz 
ist, so wie der vorhergehende, den beiden [$. 205) für die Ellipse be- 
wiesenen analog; er kann jedoch zur Construktion der Hyperbel nicht 
benützt werden, da eine gleichseitige Hyperbel nicht leichter als irgend 
eine andere zu construiren ist. 

Aus der Vergleichung der Mittelpunktsgleichungen der Hyperbel 
und der Ellipse geht vorher, dass diese in jene übergeht, wenn man 


— 52 statt b?, oder DY— 1 statt 5 schreibt. Aus diesem Grunde 
können die aus der Gleichung der Ellipse abgeleiteten Gleichungen 
und Formeln durch Aenderung des Zeichens von b? unmittelbar in die 
entsprechenden auf die Hyperbel sich beziehenden umgewandelt werden. 
In Folge dieser Aehnlichkeit besitzen beide Gurven auch analoge Eigen- 
schaften, namentlich ist die Ableitung derselben häufig so überein- 
stimmend, dass wir im Folgenden in solchen Fällen bloss die Resul- 
tate anführen, und behufs der Ableitung auf die entsprechenden vor- 
hergehenden Paragraphen verweisen werden. 


VON DER TANGENTE AN DER HYPERBEL. 


221. Verbinden wir die Gleichung der Hyperbel: a°y? — b?x? — 
—- ab? mit jener einer beliebigen Geraden: 


y—=mxı+ n, (1) 
so erhalten wir durch Elimination von % die Gleichung: 
x” (a’m? -— b°) + 2a’mnz + a?(b? + n?)—=0, (a) 


welche sofort die Abscissen der Durchschnittspunkte liefert und an- 
zeigt, dass die Hyperbel von der Geraden in zwei Punkten geschnitten 
} i ö b 
wird, den Fall ausgenommen, wenn am? — b?—=0,d.i.m—=-+ - 
; a 

ist, in welchem Falle die Gerade die Hyperbel nur in einem Punkte 
schneidet, weil dann («@) auf den 1°“ Grad herabsinkt. Schliessen wir 
vorerst diesen besonderen Fall aus, so erhalten wir durch Auflösung 


von («) als Abscissen der Durchschnittspunkte: 


= lamn +0 vb: + n? — a?m?} (8) 
E a?m?. — b? Br | 





ln 











G- ” 
€ v2 
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Damit die Sekante zur Tangente werde, müssen die beiden 
Durchschnittspunkte in einen einzigen zusammenfallen; es muss demnach 
in diesem Ausdrucke die Wurzelgrösse verschwinden, wodurch wir als 
Bedingungsgleichung für die Berührung: 





a’m? — db? — n?— 0 (2) 
erhalten. Dem bei der Ellipse betretenen Wege folgend, finden wir: 
a’mn b’n 
Ss = gan N 2,3 70,73 
a’m b a’m b 
als Coordinaten des Berührungspunktes, und: 
b’E 
-7y—— (2 8, 3 
De) (3) 
oder 
a’ny — b’Exr — — a?b?, (4) 


als Gleichung der Tangente im Punkte &, n. Bezeichnen wir mit 
t den Winkel, welchen die Tangente am Punkte &, n der Hyperbel 
mit der Abscissenaxe einschliesst, so ist: 


ln (5) 


Als Gleichung der Normale im Punkte &, n der Hyperbel 
hat man nun: 














a®n : 
Kr HE ee (6) 
Ferner findet man (Fig. 42, S. 374): 
a?’n? er Mae a? 
PT = Subtangente = — ee: ? Eon? 
2 
PN = Subnormale = BE 
a 
MT—= Tangente = ag Van? + bEE?, 
. 1 — 
MN-—= Normale —= hal? + b#E?. 


Wie man sieht, ist auch in der Hyperbel, wie in der Ellipse, die 
Subtangente von 7 und 5b unabhängig; beschreibt man daher über der- 
selben ersten Axe eine Reihe von Hyperbeln, und zieht an dieselben 
in Punkten, denen derselbe Werth der Abscisse £ entspricht, Tangenten, 
so schneiden sich diese in einem und demselben Punkte der ersten Axe. 


Die Subnormale erhält für &= a, d. i. im Scheitel der Hyperbel 
2 
ihren kleinsten Werth - — dem halben Parameter, und wächst mit 


N ee Ale n 
re u u + 
un u I re Pu 
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zunehmendem & bis ins Unendliche. Während also in der Ellipse der 
Werth der Subnormale immer zwischen den Grenzen 0 und 3» einge- 
schlossen ist, liegt derselbe in der Hyperbel zwischen den Grenzen 
3p und ®. 


222. Der Ausdruck (5) für tgr verdient noch eine nähere Erör- 
terung. In der Ellipse kann die Tangente alle möglichen Neigungen 
gegen die Axe der x annehmen; dies ist bei der Hyperbel nicht der 
‘Fall. Denn eliminirt man 
mit Hilfe der Gleichung 
der Curve n aus (5), so 


Fig. 42. 





erhält man: 
t GR : 
Kahn a 


a? 


Es. ‚ist: nun ee 
der (numerisch) kleinste 
mögliche Werth von &, für 
welchen tg z= 702 
somit 7—90° wird; d.i. 
in den Scheiteln steht die Tangente senkrecht auf der ersten Axe. 





2 
4 Ä / a 
Lässt man nun & grösser und grösser werden, so wird, da „, fort- 


S 


während abnimmt, tgr immer kleiner und hat für & = » die Grösse 
b ERTL \ 

+ — zur Grenze, unter welche sie nicht herabsinken kann. 
a 


Errichtet man daher im Scheitel A (Fig. 42) eine Senkrechte und 
macht AH = — AH —b, zieht durch den Mittelpunkt O und die 
Punkte H und H’ die Geraden VV’, WW’ so ist: | 


b b 
EVOX— +; gWol = 7: 
woraus in Verbindung mit dem oben Gesagten hervorgeht, dass die 
Tangente an der Hyperbel mit der x-Axe keinen kleineren spitzen 
Winkel als VOX, keinen grösseren stumpfen als WOX bilden kann. 
Setzt man ferner in Gl. (4) der Tangente y = 0, so wird: 


a? 
u ar 
| S 
hieraus folgt, dass der Durchschnittspunkt der Tangente mit der x-Axe 


immer zwischen dem Mittelpunkte und einem der beiden Scheitel liegt 











und ersterem um so näher kommt, je grösser £ wird; rückt nun der 
1. 


Berührungspunkt in unendliche Entfernung, d. i. wird & == », so hat 


man gleichzeitig: tgz = + -, OT=0. Je weiter sich daher‘ der 

a 
Berührungspunkt entfernt, desto mehr nähert sich die Tangente MT 
einer der beiden Geraden VV’, WW’, deren Gleichung: 


b 
d 


ist, und fällt für £== » mit einer derselben zusammen. 
Bezeichnet man mit y und y die zu derselben Abseisse OP — x 
gehörigen Ordinaten der Hyperbel und der Geraden VV’, so ist: 


na 2 
y? ER 8 10° ah: a?) y? 2 IuB b 2? ® 
a? i ni“ 2 


durch Subtraktion dieser Gleichungen erhält man: 
We. 

Das Produkt (Y — y)iy + y)=MQ. MY ist demnach eine con- 
stante Grösse und es folgt hieraus, dass, wenn x, und somit auch % 
und %° grösser und grösser werden, die Differenz y) — y = MQ fort- 
während abnehmen und unendlich klein werden muss, wenn & unendlich 
gross wird. Die Hyperbel nähert sich daher immer mehr und mehr den 


Geraden VV’, WW’, ohne jemals mit ihnen völlig zusammenfallen. 


Man nennt eine gerade oder krumme Linie, an welche sich ein 
unendlicher Curvenast immer mehr und mehr anschmiegt, ohne jedoch 
mit ihr je zusammenzufallen, eine Asymptote der Curve. Die Hy- 
perbelbesitzt daher zwei geradlinige Asymptoten, welche 
sich im Mittelpunkte schneiden, und deren Gleichungen : 

b 


b 
Apr ET 


sind. 

Es ergibt sich nun auch leicht die geometrische Bedeutung des 
im Eingange des $. 221 erwähnten besonderen Falles, dass eine Ge- 
rade y = mx 4 n eine Hyperbel nur in einem Punkte schneidet, wenn 


b ; 
m + ist; die Gerade ist nämlich dann einer Asymptote parallel. 
a 


Hieraus folgt zugleich, dass es unmöglich ist, in einer Hyperbel eine 
zu einer Asymptote parallele Sehne zu ziehen. 

Für die Durchschnittspunkte einer durch den Mittelpunkt gehenden 
Geraden y —= mx mit der Hyperbel findet man, (in («@) » = 0 setzend:) 
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ab abm 





ern aren. 


woraus folgt, dass ein Durchschnitt stattfindet oder nicht, je nachdem 
b 

m numerisch kleiner oder grösser ist als —, d. h. je nachdem die Ge- 
[08 


rade zwischen einer Asymptote und der ersten, oder beziehungsweise 
zweiten Axe der Hyperbel liegt. 


223. Die Aufgabe, von einem ausserhalb der Hyperbel liegenden 
Punkte &, y eine Tangente an dieselbe zu ziehen, wird auf dieselbe 
Weise zur Lösung gebracht, wie bei der Ellipse [$. 209.]. In sämmt- 
lichen dort entwickelten Formeln hat man nur das Zeichen von 5? zu 
verändern, um sie für die Hyperbel umzugestalten, und die daraus ge- 
zogenenen Folgerungen und Sätze gelten unverändert auch für diese 
Curve. 


224. Da der Durchschnittspunkt 7 einer Tangente MT’ (Fig. 43) 
mit der ersten Axe immer zwischen den Scheiteln, folglich um so mehr 


2 
zwischen den Brennpunkten liegt, und OT — = ist [$. 222], so hat 
- - 


man, wenn r= FM, r = FM die Leitstrahlen. des Berührungspunktes 


M sind: 
: 
FT=e— ea 
S Ss \qa = 
DIE TONTEE ar 
FT—e 12(% .)-L, 
ee: 
woraus: 


FISCHER 
folgt. Diese Proportion, auf das Dreieck FF'M bezogen, spricht den 
Satz aus: die Tangente halbirt den von den Leitstrahlen 


Fig. 48. | des Berührungspunk- 
Y tes eingeschlossenen 
Mm | M BEE 
wen Winkel. 
S 

Dieses stimmt voll- 
x ae SI —- 3 X kommen mit der analogen 
N ö Eigenschaft der Ellipse 


: V überein, daher auch alle 
K' ES * dort IS. 211] gezogenen. 
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sind, entstehen aus dem Umstande, dass in der Hyperbel die Tangente 
zwischen den beiden Leitstrahlen, in der Ellipse ausserhalb der- 
selben liegt, ganz geringe Modificationen, welche sogleich in die Augen 
fallen, 3 


VON DEN DURCHMESSERN DER HYPERBEL. 


225. Schliesst man die Richtung der Asymptoten aus, zu welchen 
bekanntlich keine parallelen Sehnen existiren, so entspricht auch in 
der Hyperbel jedem Systeme paralleler Sehnen ein geradliniger durch 
den Mittelpunkt gehender Durchmesser. Bezeichnen wir daher, wie 
$. 212, mit @ den Neigungswinkel der parallelen Sehnen gegen die als 
Abseissenaxe angenommene erste Axe, so finden wir als Gleichung des 
zugehörigen Durchmessers: 


folglich, wenn % der Winkel ist, welchen der Durchmesser mit der 


x-Axe einschliesst: 
2 


Eu pa n. (1) 


a? 
Hieraus folgt, dass — wie in der Ellipse — jedem Durchmesser 


ein conjugirter entspricht, deren jeder die zu dem anderen parallel 
gezogenen Sehnen halbirt. 


Weil das Produkt tgp.tgı stets positiv ist, so sind beide Win- 
kel p und ı gleichzeitig spitz oder stumpf; in der Hyperbel liegen 
demnach zwei conjugirte Durchmesser immer in demselben Quadranten, 


} b : DaB 
und zwar, weil, wenn 89 <-, tggp >- sein muss, auf entgegen- 
a a 


gesetzten Seiten der Asymptote, so dass der eine Durchmesser zwischen 
der ersten Axe und der Asymptote, der conjugirte zwischen der Asymp- 
tote und der zweiten Axe liegt. 


Nach dem am Schlusse des $. 222 Gesagten trifft nur der erste 
dieser beiden Durchmesser, nicht aber der zweite, die Hyperbel, welche 
Eigenschaft daher jedes System conjugirter Durchmesser mit dem Axen- 
systeme gemein hat. Analog mit Letzterem wollen wir jenen von zwei 
conjugirten Durchmessern den ersten nennen, welcher die Hyperbel 
schneidet, den anderen den zweiten. 





a LING Rn 


u N 
1% sure) 5 iD We Er FE Eat a 
IE A SH Er 


% 
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Auch geht aus dem Gesagten hervor, dass die Zunahme des Win- 
kels y die Abnahme von ı zur Folge hat, so dass zwei conjugirte 
Durchmesser sich immer näher rücken, je mehr sich der erste von der 
ersten Axe entfernt, und endlich in der Asymptote zusammenfallen. 


In der gleichseitigen Hyperbel ist wegen a =b, tep.tgW =1» 


d. h. die Winkel, welche zwei conjugirte Durchmesser mit der ersten 


Axe einschliessen, ergänzen einander zu 90°. 


’ 


226. Verbindet man die Endpunkte eines ersten Durchmessers DD’ 
(Fig. 44) mit einem beliebigen Punkte M der Hyperbel, so hat man 


ein Paar Supplementarsehnen, für welche man auf dem in $. 215 be- 


tretenen Wege die Relation: 


b? 
gy.gv = 8 


findet, wenn @, ı» die von denselben mit der ersten Axe eingeschlos- 


senen Winkel bedeuten. Die Uebereinstimmung derselben mit der auf 

Fig. 44. . ein System conjugirter Durchmes- 
ser sich beziehenden Gleichung (1) 
im vorigen $. führt zu denselben 
Folgerungen, welche wir [$. 213] 
für die Ellipse erhalten haben. 
Um daher zu einem gegebenen 
Durchmesser DD’ die Richtung 
des conjugirten zu construiren, 


und verbinde N mit A, so ist RE, 
durch den Mittelpunkt zu AN 





parallel gezogen, die Richtung des conjugirten Durchmessers. Auch 


werden die Aufgaben: Ein System conjugirter Durchmesser zu con- 
struiren, welche einen gegebenen Winkel einschliessen; so wie die Axen 
einer gegebenen Hyperbel zu construiren, in ähnlicher Weise wie bei 
der Ellipse |$. 214] aufgelöst. 


Eben so, wie für die Ellipse, wird auch für die Hyperbel der Satz 
bewiesen, dass eine an die Curve gezogene Tangente parallel ist zu 


jenem Durchmesser, welcher dem durch den Berührungspunkt gezogenen 


conjugirt ist. 


ziehe man A’N parallel zu DD 


Be En 
Da a ES ae U A 
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DIE HYPERBEL BEZOGEN AUF EIN SYSTEM CONJUGIRTER DURCHMESSER. 


Y 


227. Nehmen wir ein System conjugirter Durchmesser, OX, OY 
(Fig. 45) der Hyperbel als Coordinatenaxen, und sind &, « die Win- 
kel, welche beziehungsweise der Fig. 45. 
erste als Axe der x angenom- 
mene und der zweite Durch- 
messer mit der ersten Axe bil- 
den, so haben wir in der Mit- 
telpunktsgleichung der Hyperbel 


x c08@ + y cos«a statt x und 

xzsin@ + ysin« statt y zu 

substituiren und erhalten dadurch als transformirte Gleichung: 

y? (a? sin «2 — b2 cos a?) + 2xy (a? sin « sin @ — b? cosa cos ad) — 
x? (b? cosa? — a? sina”) = — a?b?, 





aus welcher zunächst in Folge der zwischen den Winkeln «, « statt- 
findenden Bedingungsgleichung: 





b? 
t tod —= — 
sat a? | 


oder | 
a? sina sin« — b? cosa Cosa — 0 
2 2 


das Glied mit xy verschwindet. Da ferner tga® <— und tg«” > 
a 





a? 


ist, so sind die beiden Coefficienten von x? und %° wesentlich positiv; 
setzen wir daher: 
av“ a®b? 


2 5 u “ 
ei — N 2 
7 92 eos a? — a? sin a?’ 2 sin«@? — b? cos? (2) 








so erhalten wir als Gleichung der Bn bezogen auf 
ein System conjugirter Durchmesser: 
mu nr min”, EB 
welche, wie man sieht, mit der Mittelpunktsgleichung der Form nach 
vollkommen übereinstimmt. 
Aus (3) folgt für y„=0:2°—=0D?—=0D?—= m?, so dass m 
die Hälfte des ersten Durchmessers darstellt. Für & == 0 erhält man 





Ba tiNn Var L: der zweite Durchmesser wird also, wie ohnehin 
bekannt, von der Hyperbel nicht geschnitten; der aus (2) folgende 
Werth von » wird, der Analogie nach, als Länge des zweiten 
Durcehmessers auf diesem aufgetragen (OE = 0E = n): 


en, RER 


a A 
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Die Gleichung der Asymptoten, bezogen auf die Hauptaxen, ist 
b . 
bekamntlich: „= + — x, und nimmt durch Erhebung zum Quadrate 
a 


die Form a?y? — b?’xz? = 0 an. Transformiren wir dieselbe auf das 
obige System conjugirter Durchmesser OD, OE, so erhalten wir: 
y? (a? sin@? — b? cosa?) — x” (b? cosa®? — a? sine”) — 0, 


’ 


woraus mit Rücksicht auf (2): 


y—=+ a (4) 
folgt. Also behält auch die Gl. der Asymptoten dieselbe Form, man 
mag was immer für ein System conjugirter Durchmesser als Coordina- 
tenaxen wählen. 

Setzt man in (4) e=m= OD, so wird y—= n = DG, woraus 
folgt, dass die Asymptoten mit den Diagonalen des aus 
zwei beliebigen conjugirten Durchmessern construirten 
Parallelogrammes zusammenfallen; und umgekehrt: die Eck- 
punkte des aus zwei beliebigen Durchmessern constru- 
irten Parallelogrammes liegen auf den Asymptoten. 


Sind daher die Hyperbel und ihre Asymptoten gegeben, so ist es 
mit Hilfe dieses Satzes leicht, die Länge des zu einem beliebigen 
ersten Durchmesser conjugirten zweiten Durchmessers zu construiren ; 
oder die Asymptoten zu construiren, wenn ein Paar conjugirter Durch- 
messer der Richtung und Länge nach gegeben sind; oder unter der- 
selben Voraussetzung die Richtung der beiden Axen der Hyperbel zu 
construiren, wenn man noch beachtet, dass diese die von den Asymp- 
toten gebildeten Winkel halbiren. 


Die sechs Stücke a, b, m, n, a, «' sind durch die 3 Gleichungen 

(1) und (2) verbunden, mit deren Hilfe daher aus drei gegebenen 

Stücken die anderen gefunden werden können. Auf dem in $. 217 be- 
tretenen Wege erhalten wir aus diesen Gleichungen. 

ab —= mn sin (@ — «), (5) 

m? — n? = a? — b. (6). 


Es ist somit in der Hyperbel: 1) das aus zwei conjugirten 
Durchmessern construirte Parallelogramm constant und 
dem Rechtecke der Axen gleich (wie in der Ellipse); 2) die 
Differenz der Quadrate zweier conjugirter Durchmes- 
serist eine constante Grösse und gleich der Differenz 
der Quadrate der beiden Axen. 








a SEI ee a ee a En BR 


a ar a RT FR Eee E 5 er - 





38l 


Aus (6) folgt, dass m nicht — n werden kann, wenn a von b ver- 
schieden ist; in der Hyperbel existirt also kein System conjugirter 
Durchmesser von gleicher Länge; ist hingegen @« = b, so wird auch 
mn, d.h. in der gleichseitigen Hyperbel haben je zwei conjugirte 
Durchmesser immer gleiche Länge. 

Das in $. 219 Gesagte gilt unverändert auch von der Hyperbel. 


DIE HYPERBEL BEZOGEN AUF-IHRE ASYMPTOTEN. 


228. Bringt man die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel auf die 


Form: 
Eh a? 


so erkennt man sogleich, dass derselben zwei geradlinige Asymptoten 
zukommen, welche in der Gleichung: 
b? 


y— ya: 2) 


begriffen sind. Denn beim fortwährenden Wachsen von & nähert sich 
der aus (1) folgende Werth von % immer mehr und mehr und bis zu 
jedem beliebigen Grade der Genauigkeit dem aus (2) resultirenden 
Ördinatenwerthe, d. h. mit anderen Worten, die Hyperbel nähert sich 
immer mehr und mehr den durch (2) dargestellten Geraden, ohne aber 
je mit ihnen zusammenzufallen; letztere sind daher Asymptoten der 
Hyperbel. | 

Wir wollen jetzt die Gleichung der Hyperbel, auf ihre Asymptoten 
als Coordinatenaxen bezogen, aufsuchen. Bezeichnen wir mit 24 den 
Asymptotenwinkel, d. h. jenen von beiden Asymptoten gebildeten 
Winkel, in welchem die erste Axe liegt, so haben wir zum Behufe der 
Transformation der Mittelpunktsgleichung von den Formeln (4) $. 164 
Gebrauch zu machen und daselbst & = —4, «= +4 zu setzen, 
somit in der Mittelpunktsgleichung statt x und % die Ausdrücke: 


x cos + ycosA—=(y-+ x) cosi, 
— zsnd + ysni—=(y—e)sind, 


ER b RER HRISRUN 
zu substituiren. Nun ist tgX = —, somit cosA” — FR sind? = FE 
a En 


wenn e — Va? + b? die lineare Excentrieität bedeutet. Hiemit geht 
die Mittelpunktsgleichung über in: 


hr F „a 
a? (y — x)" 3 —b’(y+ 2? 4 = — ab”, 
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woraus nach einfacher Reduktion : 


als Asymptotengleichung der Hyperbel folgt. 

Umgekehrt gehört jede auf recht- oder. schiefwinkelige Coordina- 
ten bezogene Gleichung von der Form xy = %k* einer (bei rechtwinke- 
ligen Coordinaten gleichseitigen) Hyperbel an, deren Excentrieität e = 2% 

2 2 
ist. Die Grösse k? — . ne 1 D heisst die Potenz der Hyperbel. 

Aus (3) folgt, dass das Rechteck aus den zu den Asymp- 
toten parallelen Goordinaten eines beliebigen Punktes 
der Hyperbel constant und dem Quadrate der halben 
Excentrieität gleich, somit letztere die mittlere geome- 
trische Proportionale zwischen beiden Coordinaten ist. 

Sind daher die Asymptoten und ein Punkt der Hyperbel gegeben, 





so ist die Excentrieität € — 2 Vay leicht zu construiren, wodurch, da 
die Richtung der ersten Axe den Asymptotenwinkel halbirt, die Brenn- 
punkte und mit diesem die Längen der beiden Axen gefunden werden 
können, da (Fig. 42, S. 374) OH — OT — Ya? + b?—e— OF ist. 

Die Aufgabe, wenn ein System conjugirter Durchmesser der Rich- 
tung und Grösse nach gegeben ist, die Axen zu construiren, lässt sich 
jetzt ebenfalls leicht auflösen, indem man die Asymptoten und die Rich- 
tung der Axen nach dem vorigen $. construirt und beachtet, dass man 
in den Endpunkten des ersten Durchmessers zwei der Hyperbel ange- 
hörige Punkte hat. 


229. Zieht man eine beliebige Sekante GH (Fig. 46), welche auf 
den beiden als Coordinatenaxen angenommenen Asymptoten die Stücke 
OG = a, OH = ß abschneidet, so ist die Gleichung derselben ; 

y r an 
ß + BI —1. (1) 

Eliminirt man aus dieser und der Asymptotengleichung der Hyper- 
bel y, so erhält man: | 
| ae? 
a (2) 
eine Gleichung, deren Wurzeln &,, &, die Abscissen der Durchschnitts- 
punkte M, M’ der Hyperbel und Sekante sind. Ist nun Z der Halbi- 
rungspunkt der Sehne MM’ und sind &, n dessen Coordinaten, so hat 
man: 














re womit aus (1) 9 Be 
sich ergibt. Hieraus folgt, dass der Punkt Z auch die @Z halbirt. 
Da also GL HL und LM—= LM’, so it HM —= GM', d.h. die 
Bi9A6.°°: , . zwischen der Hyperbel und 
as den Asymptoten liegenden Ab- 
schnitte einer beliebigen Se- 
kante oder Sehne sind gleich. 
Es bedarf kaum der Erinnerung, 
dass der Satz auch für eine solche 
Sehne (wie z. B. RS) gelte, welche 
zwei Punkte der beiden Hyperbel- 
äste verbindet. | 
Hierauf gründet sich ein sehr 
einfaches Verfahren zur Construction 
der Hyperbel, wenn ein Punkt der- 
selben und die Asymptoten gegeben 
sind. Sei M der gegebene Punkt 
der Hyperbel; man ziehe durch denselben eine beliebige Sekante, ‘welche 
die Asymptoten in @ und MH schneidet und mache GM’ = HM, so 
‚ist M’ ein Punkt der Hyperbel. Jede andere durch M gezogene Sekante 
liefert einen neuen Punkt; jeder so erhaltene Punkt kann wieder als 
Ausgangspunkt genommen werden, wodurch die vier Zweige der Curve 
leicht erhalten werden. 
Aus (2) folgt: 


14 Velo 3) 


soll die Sekante @H zur Tangente 77’ werden, so müssen die beiden 

Durchschnittspunkte M, M’ in einem einzigen Punkt J zusammenfallen, 

wozu erfordert wird, dass die Wurzelgrösse verschwinde; es ist also: 
N 08: — €* 

die Bedingungsgleichung für die Berührung, und für die 

Coordinaten OP =, J=n des Berührungspunktes J erhält man: 








somit ist « — OT — 2E, = OT —= 2n, mit. welchen ‘Werthen die 
Gl. (1) in die Asymptotengleichung der Tangente: 
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übergeht. Aus den so eben erhaltenen Werthen der von der Tangente 
auf den Asymptoten abgeschnittenen Strecken: 

OT BER 0R ROT 
folgt: | 

1) JT=JT, d h. der Berührungspunkt halbirt das zwischen 
den Asymptoten enthaltene Stück der Tangente, welcher Satz übrigens 
in dem obigen von einer Sekante bewiesenen als specieller Fall ent- 
halten ist. 

2) Ein einfaches Verfahren zur Construction der Tangente an 
einem gegebenen Punkt der Hyperbel. Ist J dieser Punkt, so ziehe 
man JP parallel zu einer Asymptote, und mache PT=PO, so ist JT 
die gesuchte Tangente. 

Multiplicirt man die Asymptotengleichung der ee mit sin 2A, 


wo 24 wie oben den Asymptotenwinkel bezeichnet, so kommt: 
Ir 
e 2 
xy sin 2A — za 21 ; 


nun ist: 


_ 2Zab 


PR) 
.e2 





sin 2 
somit: 
: 1 
xy sin 2) — = ab; 


der Ausdruck xy sin 24 stellt aber die Fläche des Parallelogrammes 
JKOP vor, welches über den zu den Asymptoten parallelen Coordi- 
naten JP, OP eines beliebigen Hyperbelpunktes construirt ist; diese 
Fläche ist also constant und dem 8'°* Theile des aus den beiden Axen 
2a und 2b construirten Rechteckes gleich. 


11. Die Parabel. 


230. Diese Curve unterscheidet sich von der Ellipse und Hyperbel 
wesentlich dadurch, dass sie keinen Mittelpunkt, folglich nur einen 
Hauptdurchmesser und nur einen Brennpunkt besitzt. Nimmt "man den 
Hauptdurchmesser, die Axe der Parabel, als Abscissenaxe, den Durch- 
schnittspunkt derselben mit der Curve (den Scheitel) als Ursprung, 
so ist bekanntlich die Gleichung der Parabel: | 

yP=DpE, 
wo die Constante p der Parameter der Parabel genannt wird. 

Man definirt die Parabel gewöhnlich nach der [aus $. 204] be- 

kannten Eigenschaft derselben, dass jeder ihrer Punkte von einer festen 
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Geraden (der Richtlinie) und einem festen Punkte (dem Brenn- 
punkte) gleichweit entfernt ist. Der Parameter ist bekanntlich das 
Doppelte des Abstandes des Brennpunktes von der Richtlinie und folglich 
gleich der im Brennpunkte errichteten Doppelordinate. 

Wie mit Hilfe obiger Eigenschaft die Parabel durch Punkte con- 
struirt werden kann, wenn Brennpunkt und Richtlinie gegeben sind, 
fällt sogleich in’ die Augen. Aus der Gleichung der Curve erhellt 
übrigens, dass die Ordinate jedes Punktes derselben die mittlere geo- 
metrische Proportionale ist zwischen seiner Abseisse und dem Para- 
meter, woraus folgt, dass jedes Verfahren der Elementar-Geometrie, zu 
zwei gegebenen Strecken die 31° geometrische Proportionale zu finden, 
zur Construktion der Parabel benützt werden kann. 


VON DER TANGENTE AN DER PARABEL, 


231. Verbinden wir die Gleichung der Parabel y* — px mit der 
Gleichung = ax + b einer Geraden, so erhalten wir zur Bestimmung 
der Durchschnittspunkte die Gleichungen: 


a’? — (pP — 2ab)x +0? —=0, («) 
y=axr-+b. 

Ist «—=0, d.h. die Gerade parallel zur x-Axe, so sinkt die Gl. («) 
auf den 1!" Grad herab, woraus folgt, dass eine zur x-Axe parallele 
Gerade die Parabel nur in einem Punkte schneidet. Ist aber a von 
Null verschieden, so zieht man aus («) den Werth: 

2? —2ab + Vp(p — Aab) 
2a? 
a erhellt, dass die Gerade die Parabel nicht trifft, wenn dab >p, 
und in zwei Punkten schneidet, wenn 4ab < p. Sollen die beiden 
Durchschnittspunkte in einen einzigen zusammenfallen, die Sekante also 
zur Tangente werden, so muss die Bedingung 


p — 4ab (R) 
erfüllt werden, und man erhält als Coordinaten des Berührungspunktes: 








9 —Zab SEAL 
SE WEHEN WI FERDP 
ER. ED 4er Be, ; 
woraus, da 7° —=p5 ist, a — In’ >= 5 folgt. Substituirt man diese 
21 


Werthe in die Gleichung der Geraden, so erhält man als Gleichung 


der Tangente am Punkte, n: 
Herr, Höh. Mathematik, I. 3. Aufl. 25 
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welche, indem man beiderseits 7 abzieht und aus dem zweiten Theile 


den Faktor > heraushebt, mit Rücksicht auf die Gl. 7° —p»&, die 
bequemeren De 

ber ] a) 
oder 





„e+9 (2) 
annimmt. Der Winkel 7, welchen die Tangente im Punkte &, n mit 
der x-Axe einschliesst, ist durch die Gleichung: 


ur | 
Er ER (3) 


m = 


bestimmt. Für VE al BE 90°, d. h. die Tangente am Scheitel 


steht auf der Axe senkrecht; je grösser 7 oder & wird, d. h. je weiter 
sich der Berührungspunkt vom Scheitel entfernt, desto kleiner wird = 
und folglich die Tangente immer mehr und mehr zur Axe parallel. 
Für die Gleichung der Normale im Punkte 5, n erhält man 
aus (1): | 
vn. (4) 
P £ 
Setzt man in der Gl. (1) der Tangente und jener (4) der Normale, 
y=0, so stellt & — & beziehungsweise die Subtangente PT' (Fig. 47) 
Fig. 47. und Subnormale PN vor; man erhält 
daher: 
Subtangente PT—=—28, 


Subnormale PN —= = 2 


In der Parabel ist daher 
die Subtangente gleich der 
doppelten vom Scheitel aus ge- 
zählten Abseisse des Berührungs- 
punktes, die Subnormale con- 
stant und gleich dem halben 
Parameter. I: 

Wie diese beiden Eigenschaften zu einer sehr einfachen Construc- 
tion der Tangente oder Normale an einem gegebenen Parabelpunkte 
benützt werden können, fällt sogleich in die Augen, 
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Da PT—2£, so ist auch AT—=E£&, somit FT—E+ : — FM, 


und das Dreieck MFT' gleichschenkelig; zieht man daher noch durch 


den Berührungspunkt M die RD senkrecht auf die Richtlinie UU’, 
so ist: 


PREMT -2-MTEZZDNTSEINMT 


beachtet man nun noch, dass wegen MF'— MD das Dreieck MDF 
gJeichschenkelig ist, so ergeben sich folgende Sätze: 


1) Die Winkel, welche die Tangente mit dem Radius- 
vektor des Berührungspunktes und einer durch letzte- 
ren parallel zur Axe gezogenen Geraden bildet, sind 
gleich; folglich wird auch der von dieser Geraden und 


dem Leitstrahle gebildete Winkel durch die Normale 
halbirt. 


2) Die Gerade, welche den Brennpunkt mit dem Fuss- 
punkte des vom Berührungspunkte auf die Richtlinie 
sefällten Perpendikels verbindet, wird von der Tan- 
sente senkrecht geschnitten und halbirt. 


Man sieht von selbst, wie auch diese Eigenschaften in mehr als 
einer Weise zur Üonstruktion der Tangente oder Normale an einem 
gegebenen Punkte der Parabel benützt werden können. 


Da die FD im Punkte X, die BF im Scheitelpunkte A halbirt 
wird, so ist AK parallel zu UU’, somit senkrecht auf die Axe; bemerkt 
man nun, dass K der Fusspunkt des aus dem Brennpunkte auf die 
Tangente gefällten Perpendikels ist, so ergibt sich der Satz: der geo- 
metrische Ort der Fusspunkte der aus dem Brennpunkte 
auf die Tangente gefällten Perpendikel ist die durch 
‚den Scheitel senkrecht auf die Axe gezogene Gerade. 


232. Um von einem ausserhalb der Parabel gelegenen Punkte @ 
(Fig. 48, siehe $. 388) eine Tangente an die Parabel zu ziehen, be- 
achte man, dass nach Obigem jeder Punkt der Tangente @M von den 
beiden Punkten F' und D gleichweit entfernt ist und folglich auch die 
Tangente die FD senkrecht durchschneidet. Beschreibt man daher aus 
@G mit dem Halbmesser @F' einen Kreis, welcher die Richtlinie in 
zwei Punkten D und D’ schneidet, so sind die aus @ auf DF und 
D’F gefällten Perpendikel die gesuchten Tangenten. Oder man ziehe 
durch D und D’ Parallele zur Axe, deren Durchschnittspunkte mit 
der Parabel die Berührungspunkte M, M’ geben. 


25* 
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Um die Aufgabe analytisch aufzulösen, seien x, % die Coordinaten 


des gegebenen Punktes, so haben wir zur Bestimmung der Coordinaten 
&, n des Berührungspunktes die beiden Gleichungen: 


’ pP [2 I. 2 ı 
Re; («+ & ud ?—=p£, | (m) 


deren erste ausdrückt, dass die Tangente durch den Punkt x’, y' geht, 
die zweite, dass der Berührungspunkt auf der Parabel liegt. Durch 
Elimination von & erhält man: x R 
"=Y + Vy?—o), 

woraus folgt, dass durch den Punkt x’, y' zwei Tangenten gezogen werden 
können, oder eine oder gar keine, je nach- 
dem y? >, = oder < px. ist, d. h. je 
nachdem der Punkt x’, y' ausserhalb, auf 
oder innerhalb der Parabel liegt. Zur Con- 
struktion der Berührungspunkte bedient man 
sich am einfachsten der geometrischen Oerter 
der Gleichungen (m). Der Ort der zweiten 
Gleichung ist die gegebene Parabel selbst; 
jener der ersten eine Gerade, die Berüh- 
rungssehne, welche die Coordinatenaxen 
in den Punkten E und H schneidet, für wel- 
che man, einmal 7, dann &=0 setzend: 

n px 

EAN — er, Ver 

findet, welche Punkte daher leicht construirt werden können. Zieht 
man dann die AH, so schneidet diese die Parabel in den gesuchten 
Berührungspunkten M und M”. | 

Da die Abscisse AF —= — x des Punktes, in welchem die Be- 
rührungssehne die Axe schneidet, von der Ordinate % des gegebenen 
Punktes unabhängig ist, so gilt auch in der Parabel der Satz: Wenn 
von beliebigen Punkten einer auf der Axe der Parabel 
senkrecht stehenden Geraden (Polare) Tangenten an 
die Curve gezogen werden, so schneiden sich sämmtli- 
che Berührungssehnen in einem und demselben auf der 
Axe gelegenen Punkte (Pol); und umgekehrt. 

Ein beachtenswerthes Resultat ergibt sich noch, wenn man den 
Punkt x, y auf der Direktrix annimmt, wodurch x — — 1p und die 
Ordinate 7 der Berührungspunkte. | 


n=y+YVy® + 1p? 
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wird. Bezeichnet man nun mit r, r’ die Neigungswinkel der beiden 
Tangenten gegen die Axe der x, so hat man [Gl. (3), $. 231]: 











eu hr p 
2(yY + Vy?+ 4r°) 2(y — Vy? +1) 
woraus tgr.,tgr — — 1 folgt, d. h. die beiden Tangenten 


stehen auf einander senkrecht. 
Die Gleichung der Berührungssehne wird: 


N — 2Y (: ’ $) (n) 


woraus für n—0.:&8—=4p foletz; -d. h. die Berührungssehne 
geht durch den Brennpunkt. 
Die Gleichung der Geraden, welche den Brennpunkt mit dem 








Punkte « = — 4», y verbindet, ist endlich: 
NE ( -) 
y—-y= rin 324): 


woraus mit Rücksicht auf Gl. (n) folgt, dass diese Gerade auf 
der Berührungssehne senkrecht steht. 


VON DEN DURCHMESSERN DER PARABEL. 


233. Es sei SS’ (Fig. 49) eine unter dem Winkel p gegen die Axe 
geneigte Sehne, folglich y=xtgp + b ihre Gleichung, so erhalten 
wir durch Verbindung derselben mit der Gleichung der Parabel, 

?2 — px, zur Bestimmung der Ordinaten der Durchschnittspunkte die 
Gleichung: 


y—peotgp.y+ pbotgp—=d, 
_ wobei wir von O verschieden voraussetzen, weil sonst [$. 231] die 
Gerade die Parabel nur in einem Punkte Fig. 49. 
schneiden, folglich keine Sehne darstel- 
len könnte. Sind dann ,,%, die Ordi- 
naten der Durchschnittspunkte S, S', 
so ist 9%, + 9, =pcotgy, und, wenn 
mit'# die Ordinate des Halbirungs- 
punktes C der Sehne bezeichnet wird: 
B=z» cotgp. (1) 
Da dieser Werth von 5 bloss von 
dem Neigungswinkel $ der Sehne ab- 
hängig ist, so folgt, dass in der Pa- 
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rabel’der geometrische Ort der Halbirungspunkte eines 
Systems paralleler Sehnen, d.h. der zu diesem Sehnen- 
systeme gehörige Durchmesser eine zur Axe parallele 
Gerade ist, wie aus den allgemeinen Untersuchungen des vorigen 
Kapitels bereits bekannt ist. Mit Hilfe der Gl. (1) findet man den zu 
einem gegebenen Uhordensysteme zugehörigen Durchmesser und umge- 
kehrt; indem, wenn ß, d.i. der Abstand des Durchmessers A’X’ von der 
Axe gegeben ist, aus (1): 
»P ö 

gp = 38 (2) 
sich ergibt. Zieht man in dem Punkte A’, in welchem der Durchmesser 
die Parabel schneidet, eine Tangente an dieselbe, so hat man, da £ die 
Ordinate von A’, für den Neigungswinkel = derselben gegen die Axe 
» 
| 2ß 

Es ist somit die Tangente parallel zu jenen Sehnen, 
welche von dem durch den Berührungspunkt gezogenen 
Durchmesser halbirt werden. 

Diese Eigenschaft hat also die Parabel mit der Ellipse und Hy- 
perbel gemein; in den zwei letztgenannten Curven existirt aber ein zur 
Tangente paralleler, dem Durchmesser des Berührungspunktes conjugir- 
ter Durchmesser, welcher in der Parabel, da dieselbe keinen Mittel- 
punkt hat, fehlt. Der Analogie nach wird in der Parabel eine Tangente 
und der Durchmesser des Berührungspunktes ein System conjugir- 
ter Durchmesser oder besser conjugirter Axen genannt. Die Schei- 
teltangente und die Axe der Parabel, welche beide der Gleichung 
y” —= px als Coordinatenaxen zu Grunde liegen, bilden, wie man sieht, 
ebenfalls ein solches System conjugirter Axen und zwar das einzige 
rechtwinkelige, weil nur für #?—= 0 aus (2) = %" sich ergibt. 


den Ausdruck tgr =, [Gl. (3), $. 231], somit wegen (2): = 9. 


DIE PARABEL BEZOGEN AUF EIN SYSTEM CONJUGIRTER AXEN. 

284: Sei AR Ay (Fig. 49, 8. 389), ein System conjugirter 
Axen, auf welche wir nun die Parabel beziehen wollen; / XAY—=9; 
a, P die Coordinaten des neuen Ursprunges A’, bezogen auf die Haupt- 
axen AX, AY. Um die Gleichung 4° = px auf das neue Coordinaten- 
system zu transformiren, haben wir von den Formeln (4), $. 164, Ge- 
brauch zu machen und statt a, b, «, « beziehungsweise &, ß, 0, P zu 
setzen, wodurch dieselben n =a+x+ y cospg, y—=ß+%Y sinp 
übergehen. Durch Substitution dieser Werthe in die Gleichung 9? = px 
kommt: | 
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y°sinp® + y(2P sing — p cosp) + P? — pa —= pa. 
Es ist aber in Folge der Gl. (2) des vorigen S.: 
2A snp — pin p=—=0; 

ferner, da der Punkt «@, # in der Parabel liegt, #° = pa; hiedurch 
verwandelt sich die letzte Gleichung in: | 
2 en epsee (1) 
und diese ist die Gleichung der Parabel vom Parameter 
—»p, bezogen auf ein System conjugirter Axen, welche 

den Winkel  einschliessen. Setzt man: 

p cosecp® — m, | (2) 
so nimmt sie die mit der Scheitelgleichung der Parabel vollkommen 
übereinstimmende Form: 

YO ML (3) 
an. Jede Gleichung von dieser Form, welche sich auf ein schief- 
winkeliges. Coordinatensystem vom Coordinatenwinkel @ bezieht, gehört 
demnach einer Parabel an, deren Parameter p = m sin p* ist. 

RECLE Sat St. ae p TS P 

Aus (2) |$. 233] folgt: sin Si Tg 
6? = ap; hiemit wird m—=p-+- 4a. Nun ist aber der Radiusvektor r 
des Punktes A’:r = « +1!p, somit m —= 4r, woraus die geometrische 
Bedeutung der Constante m in (3) erhellt. Dieselbe ist, wie man sieht, 
das Vierfache des Abstandes des Ursprunges A’ vom Brennpunkte. 

Aus der Uebereinstimmung der Form der Gl. (3) der Parabel, 
bezogen auf ein System conjugirter Axen, mit der Scheitelgleichung 
folgt, dass alle früher entwickelten Eigenschaften, welche von dem 
Coordinatenwinkel unabhängig sind, auf das neue System übertragen 
werden können. 
| So erkennt man aus (3), dass 
in jedem Systeme conjugirter. Axen 
die Ordinaten die mittleren geome- 
trischen Proportionalen sind zwischen 
den Abscissen und dem Parameter 
m. Hieraus ergibt sich folgendes Ver- 
fahren zur Construction der Parabel 
y? = mx, wenn die AxemOX, OY, 
(Fig. 50) und m gegeben sind. Man 
errichte in O das Perpendikel OY 
auf OX und construire mit dem 
Parameter m über OX, als Axe, die 
Parabel BOO. Zieht man sodann aus 


‚ weil 
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verschiedenen Punkten P, P',.... der OX Parallele zu OY’ und OY. 
von welchen die ersteren die Parabel BOO in den Punkten m, m',.., 
schneiden, und macht PM = Pm, PM = Pw u. s. w., so erhält 
man Punkte M, M’,.... welche der Parabel y* = mx angehören. 
Uebrigens kann man auch zuerst Brennpunkt und Richtlinie der 
Parabel construiren. Sind nämlich OX, OY (Fig. 51) die gegebenen 
conjugirten Axen und zwar OX der Durchmesser, so ist OY eine Tan- 
gente an der Parabel im Punkte O; macht man daher / TOu = XOY, 
so geht Ou durch den Brennpunkt; nimmt man ferner OF =4m, so 
Fig. 51. ist F' der Brennpunkt, und die durch F' pa- 
Ir rallel zu OX gezogene Gerade FX’ die Axe. 
| Wird endlich OX über O hinaus verlängert 
Er und OD = OF gemacht, so ist UU’ durch 
D senkrecht auf FX’ gezogen, die Richtlinie. 
Durch ein ähnliches Verfahren findet man 
“die Elemente einer Parabel, welche schon 
construirt gegeben ist. Durch Halbirung zweier 
/ parallel gezogener Sehnen ergibt sich zunächst 
ein Durchmesser OX und die Richtung der 
Tangente OY, womit die Richtung Ow construirt werden kann, in 
welcher der Brennpunkt liegen muss. Wiederholt man diese Con- 
struction unter Anwendung eines anderen Paares paralleler Sehnen, so 
ergibt sich der Brennpunkt und hiemit die Richtlinie und Axe. 
Die auf die Tangente sich beziehenden Gleichungen (1), (2) und 
(3); [$- 231] gelten auch für ein System conjugirter Axen, wenn man 
nur den Parameter p durch die Constante m der Gl. (3) ersetzt; da- 
her ist auch in einem schiefwinkeligen Coordinatensysteme die Subtan- 
gente gleich der doppelten Absceisse des Berührungspunktes. | 
Da ferner auch die Formeln des $. 232 unverändert bleiben, so 
kann der letzte a. a. OÖ. ausgesprochene Satz nun allgemeiner folgen-' 
dermassen ausgedrückt werden: Wenn von beliebigen Punkten 
irgend einer in der Ebene der Parabel gelegenen Gera- 
den (Polare) Tangenten an die Curve gezogen werden, 
so schneiden sich sämmtliche Berührungssehnen in einem 
Punkte (Pol), welcher auf jenem Durchmesser liegt, des- 
sen conjugirter der gegebenen Geraden parallel ist. 
Dieser Satz lässt sich auf bekannte Weise umkehren und gilt demnach 
für alle Linien zweiter Ordnung. 
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SECHSTES KAPITEL. 


ÜBER DIE POLARGLEICHUNGEN DER LINIEN ZWEITER ORDNUNG, UND ÜBER DIE 
BESTIMMUNG DIESER CURVEN NACH GEGEBENEN BEDINGUNGEN. 


I. Polargleichungen der Linien zweiter Ordnung. 


235. Bekanntlich kann die Lage eines Punktes M in der Ebene 
durch seinen Abstand von einem festen Punkte, dem Pole, und den 
Winkel bestimmt werden, welchen die Richtung vom Pole nach dem 
Punkte M mit einer durch den Pol gelegten festen Geraden, der 
Polaraxe, einschliesst. Man nennt diese Bestimmungsstücke Polar- 
coordinaten; die eine dieser Coordinaten, der Abstand des Punktes 
M vom Pole führt den Namen Radiusvektor; die andere, der oben- 
erwähnte Winkel, kann Polarwinkel genannt werden. Ist nun M 
ein Punkt einer nach einem bestimmten Gesetze gebildeten Curve, so 
muss sich dieses Gesetz durch eine zwischen den Polarcoordinaten r, ® 
dieses Punktes der Curve stattfindende Gleichung p(r, #)—=0 oder 
r — f($) ebenso ausdrücken lassen, wie dies durch Paralleleoordinaten 
bisher geschehen - ist. Die Gleichung r —=f(ß) heisst die Polar- 
gleichung der Curve. 

Ist die auf Paralleleoordinaten bezogene Gleichung der Curve, 
y= f(x), gegeben, so erhält man die Polargleichung, indem man in 
der Gl. y= f(x) die Werthe von & und y, in Funktion von r und © 
ausgedrückt, einsetzt, wozu die Formeln (1) oder (3), [$. 161] dienen. 
Eben so kann man umgekehrt durch Anwendung der Formeln (2) oder 
(4) a. a. O. aus der Polargleichung die Gl. y= f(x) ableiten. 

Im Folgenden wollen wir die Polargleichungen der Linien zweiter 
Ordnung entwickeln, und zwar — was hier bequemer ist — mit Be- 
nützung bereits bekannter Eigenschaften derselben, ohne von der oben 
erwähnten Transformation Gebrauch zu machen. Wir werden dabei 
einen Brennpunkt als Pol und die durch denselben gehende Axe der 
Curve als Polaraxe annehmen; den Polarwinkel werden wir von jenem 
Theile der Axe aus zählen, in welchem bei der Parabel und Hyperbel 
die Scheitel, und bei der Ellipse der dem Pole nähere Scheitel liegt. 

I. Ellipse. Sei (Fig. 31, S. 353) F der Pol, FX die Polaraxe, 
M ein Punkt der Curve, FM =r, / MFX==6, so hat man, wenn 
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wir die vom Mittelpunkte gezählte Abscisse OP=x und die numerische 
REN 
Excentricität — = e setzen, bekanntlich r =a — ex; somit, weil 
a 


zx—=0F— PF=ae+.rcosd ist r —=a(ll —e)— re cos6, 
woraus die gesuchte Polargleichung der Ellipse: 
FOR a(1-— e) 


Se Se CO (4) 





9n2 


2b 
folgt. Durch Einführung des Parameters p — z 





— 2a(1— e?) erhält 


dieselbe die Form: 





DS 
"T2(ı + ecosh)‘ (2) 

In der Ellipse ist bekanntlich <e < 1, daher auch &cos® immer 
numerisch kleiner als 1, und r kann weder negativ noch unendlich 
werden. Verfolgt man die Werthe, welche der Radiusvektor r annimmt, 
während $ von O bis 360° wächst, so findet man leicht, dass die Glen. 
(1) oder (2), indem r immer positiv bleibt, .die ganze Ellipse darstellen, 
wenn man 6 alle Werthe von O bis 360° durchlaufen lässt. 

II. Hyperbel. Sei (Fig. 43, 8. 376) F' der Pol, FX’ die Polaraxe, 
FM=r, / MFX—=6, so it r—=ex —a und =0P=OF-+FP 
— ae — r c0s6, somit r = a(&? — 1) — re cos®, woraus als Polar- 
gleichung der Hyperbel: 








ee 1 
Be. (€ } (3) 
1-+ecos®d 
2b? 
folgt, welche durch Einführung des Parameters p — = —2a(e® —}) 
die Form: 
RR RE (4) 


Ted (1 + ecos®) 
annimmt. Da in der Hyperbel &>1, so kann r unendlich und 
negativ werden. Verfolgt man die Werthe von r, während 6 von O bis 
360° wächst, und bezeichnet mit 9 jenen zwischen 90° und :180° 
liegenden Werth von 6, für welchen: 
b 


1 RER 
csd ——-—, also et = —- Ve —-1=-—— 
€ a 


ist, und welcher r = ® macht, so findet man leicht, dass der Radius- 
vektor den Hyperbelast M’A’M” beschreibt, während 9 von 0’ bis 
360° — 6’ wächst, wenn man die für diese Werthe von 6 aus (4) fol- 
genden negativen Werthe- von r auf dem rückwärts über den Pol hinaus 
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verlängerten Radiusvektor aufträgt. Von 6 = 0 bis d= 0, und von 
0 —= 360° — 6° bis 360° ist der Radiusvektor r positiv, und beschreibt 
in dem ersteren Intervalle den Zweig AM, in letzterem den Zweig AM” 
desjenigen Hyperbelastes, dessen Brennpunkt der Pol ist. 

IH. Parabel. Für diese Curve hat man: 


Bat: 


und wenn (Fig. 80, S. 352) / AFM=bdist, = AP=AF-+- FP= 
4P — r c0sÖ; somit: 





PR Ba 2 DR (5) 
2(1 + cosh) 4cosy6? 


Man überzeugt sich ohne Mühe, dass diese Gleichungen die ganze 
Parabel darstellen, wenn man 9 alle Werthe von O bis 360° durch- 
laufen lässt, wobei » immer positiv bleibt. 


236. Die Vergleichung der Gleichungen (3), (4) und (5) lehrt, dass 
die Polargleichung: 





A » 
"Ta + ecosh) (m) 


alle drei Curven umfasst, und einer Ellipse, Hyperbel oder Parabel 
angehört, je nachdem & kleiner, grösser oder gleich 1 ist. 

Es tritt wohl selten eine Veranlassung ein, einen anderen Punkt, 
als den Brennpunkt, als Pol anzunehmen; wohl kann aber der Fall vor- 
kommen, dass die Polaraxe nicht mit der durch die Brennpunkte ge- 
henden Axe zusammenfällt, wie dies obige Gleichungen voraussetzen, 
sondern unter einem Winkel « gegen dieselbe geneigt ist. Man hat 
dann, wie man leicht findet, nur 8 + « an die Stelle von ® zu setzen, 
wodurch man allgemeiner : 


ee (n) 
2[1+.eos(@+9)] 
für die Polargleichung der Linien 2'% Ordnung erhält. 

Die Polargleichung der Hyperbel gibt uns noch zur folgenden Be- 
merkung über Polarcoordinaten überhaupt Veranlassung. So lange es 
sich bloss um die Bestimmung der Lage einzelner Punkte in der 
Ebene handelt, kann der Radiusvektor immer als eine wesentlich posi- 
tive Grösse betrachtet werden, wenn man den Polarwinkel von O bis 
360° nimmt. Dies ist nicht immer so, wenn man eine Curve durch 
eine Polargleichung darstellen will. Die Hyperbel bot ein Beispiel, 
wo wir negative Werthe des Radiusvektor zulassen mussten, damit eine 
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und dieselbe Gleichung beide Aeste der Hyperbel gebe. Um für den 
links liegenden Ast der Hyperbel ebenfalls positive Werthe von r zu 
erhalten, müssten wir die Gleichung: 

er p 

.2(1-- 8cosb) 

anwenden, welche aus der früheren hervorgeht, wenn man 180° + 9 
statt ® schreibt, unter 9 wieder den Winkel verstanden, welcher von 
einem zu dem in Rede stehenden Aste gezogenen Radiusvektor mit dem 
durch die Scheitel gehenden Theile der Polaraxe eingeschlossen wird. 





Y 


Bei den bisher betrachteten Polargleichungen genügte es ferner, 
den Polarwinkel 9 zwischen den Grenzen O0 und 360° sich bewegen 
zu lassen. Auch dies ist bei manchen Curven (z. B. den Spiralen) 
unzulässig; offenbar immer dann, wenn die Polargleichung nicht bloss 
periodische Funktionen von 6, wie sin., cos. etc., sondern den Bogen 
# selbst enthält, welcher dann im Allgemeinen aller Werthe von — 
bis + » fähig betrachtet werden muss. Es ist dann überhaupt der 
Natur der Sache angemessen, beide Polarcoordinaten r und ® (gleich 
den Paralleleoordinaten) als lineare Coordinaten aufzufassen; mit . 
dem Unterschiede, dass r eine geradlinige Länge, 9 aber die Länge 
eines Bogens bezeichnet, welcher auf einem mit dem Halbmesser = 1 
aus dem Pole als Mittelpunkt beschriebenen Kreise aufgetragen wird, 
und zwar von einem der beiden Punkte aus, in welchen der Kreis von 
der Polaraxe geschnitten wird, nach der einen oder anderen Richtung, 
je nachdem 6 positiv oder negativ genommen wird. 


ll. Ueber die Bestimmung der Linien des zweiten 
Grades nach gegebenen Bedingungen. 


237. Man kann die Aufgabe stellen, eine Linie der zweiten Ord- 
nung zu suchen, sei es auf dem Wege der Analyse oder durch Con- 
struction, welche gewissen Bedingungen Genüge leistet; z. B. durch 
eine Anzahl gegebener Punkte geht, oder gegebene Gerade berührt, u. 
dgl. Die allgemeine Gleichung dieser Linien ist bekanntlich : 


Ax? + A’y? + 2Bay + 20 +20y+ F=0 
und nimmt durch Division mit F' die Form: | Er 
ax? + ay? + 2bay + 2cx + 2cdy + 1=0 (1) | ; 
an, in welcher dieselbe noch fünf unbestimmte Constanten enthält, zu sr 


deren Bestimmung daher im Allgemeinen fünf von einander unabhän- e 
gige Bedingungen erfordert werden und hinreichend sind. ; 
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Soll die gesuchte Curve eine Parabel sein, so genügen vier Be- 
dingungen zu deren Bestimmung, da für diesen Fall noch die Bedin- 
gungsgleichung db? — au — O0 erfüllt werden muss, 

Ob die Aufgabe nun eine oder mehrere Auflösungen zulasse, d. h. 
ob es nur eine oder mehrere Curven 2% Ordnung gibt, welche den 
gegebenen Bedingungen Genüge leisten, hängt von der Natur der letz- 
teren ab, je nachdem sie auf Gleichungen führen, welche nach a, b, c, 
d, e vom ersten oder von höherem Grade sind. 

Eine der einfachsten Aufgaben ist jene, durch fünf gegebene 
Punkte eine Linie der 2'%" Ordnung zu legen. Sind ®,, %, die Coor- 
dinaten eines dieser Punkte, so müssen dieselben der Gl. (1) Genüge 
leisten, wodurch sich die Bedingungsgleichung; 

ax? + ay? + 2bx,y, + 2a, +2cy H1=0 

ergibt; jeder der vier anderen Punkte liefert eine Gleichung von der- 
selben Form; die so erhaltenen fünf Bedingungsgleichungen sind, wie 
man sieht, in Bezug auf die Unbekannten a, «, u. Ss. w. vom ersten 
Grade und geben daher für jede derselben nur einen reellen Werth, 
daher auch die Aufgabe nur eine Auflösuug zulässt. Werden die ge- 
fundenen Werthe von a, «@, u. s. w. in (1) substituirt, so hat man die 
Gleichung der gesuchten Curve, welche durch die gegebenen fünf Punkte 
geht, und eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel sein wird, je nachdem 
b°—-aa <O, >O oder =O sich ergibt. Hieraus folgt zugleich, dass 
zwei Linien zweiter Ordnung, ohne zusammenzufallen, nicht mehr als 
vier Punkte gemeinschaftlich haben können. 

Soll die gesuchte Curve eine Parabel sein, so sind nur vier Punkte 
zur Bestimmung derselben erforderlich, weil zu den durch diese gelie- 
ferten vier Bedingungsgleichungen noch die Gleichung b? — aa’ = 0 
hinzutritt, deren quadratische Form übrigens zur Folge hat, dass durch 
vier Punkte im Allgemeinen zwei Parabeln gelegt werden können, und 
unter Umständen auch gar keine, wenn die Auflösung auf imaginäre 
Resultate führt. 

Da übrigens eine Curve 2%" Ordnung von einer Geraden in nicht 
mehr als zwei Punkten geschnitten werden kann, so ist von selbst ein- 
leuchtend, dass von den gegebenen Punkten nicht drei in einer Geraden 
liegen dürfen. Wäre diese Voraussetzung nicht erfüllt, so würde man 
durch die Auflösung wohl eine Gleichung 2%" Grades finden, welche 
jedoch keiner Curve, sondern zweien oder einer Geraden angehört, 
auch wohl unbestimmt werden kann. 

Die analytische Auflösung ist auf dem oben angedeuteten Wege, 
in Folge der auszuführenden Eliminationen, ziemlich weitläufig, selbst 
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wenn man die Coordinatenaxen so legt, dass vier von den zehn Coordinaten 
der fünf Punkte = 0 werden. Einfacher gelangt man auf folgendem 
Wege zum Ziele, wobei man von der in der Anmerkung zu $. 176 ge- 
machten Bemerkung Gebrauch macht. Seien M,, M,, M,, M,, M, die 
gegebenen Punkte. Lassen wir vorläufig einen derselben, z. B. M, 
ganz beiseite; durch die vier übrigen lassen sich sechs gerade Linien 





ziehen, aus welchen wir vier wählen, mit der Bedingung, dass nicht 
drei derselben durch einen und denselben Punkt gehen. Seien z. B. 
(1, 2), (3, 4), (1, 4), (2, 3) die gewählten Geraden, deren Gleichun- 
gen durch: i 

(1. 2750, (ee, et 
dargestellt werden mögen. Man bilde durch Multiplikation die Glei- 
chungen 2ten Grades nach &, y: 

1,27: (3A) AN ee 

so stellt die erste derselben das System der zwei Geraden (1, 2) und 
(3, 4) vor, und wird daher durch die Coordinaten der vier Punkte M, 
M,, M,, M, befriediget; die zweite hat die beiden Geraden (1, 4) und 
(2, 3) zum geometrischen Orte, daher ihr dieselben Coordinaten Genüge 
leisten. Multipliciren wir daher eine dieser Gleichungen mit einer un- 
bestimmten Constanten A, und addiren wir sie zur anderen, so erhalten 
wir die Gleichung: 


(AL, 2) Ä (9; 4) +4 (1, 4) j (2, 3) — 0 (@) 
welche offenbar durch die Coordinaten derselben vier Punkte iden- 
tisch wird, und daher, weil sie vom 2!" Grade ist, die allgemeine Glei- 


chung aller Linien der zweiten Ordnung sein wird, welche durch die 


vier Punkte M,, M,, M,, M,, gelegt werden können. 
Damit nun die Curve auch noch den Punkt M, enthalte, wird man 


die Coordinaten dieses Punktes statt x und y in («) substituiren, wo- 
durch sich eine Bedingungsgleichung ergibt, aus welcher A gefunden. 


wird. Soll die Curve eine Parabel sein, so bestimmt sich 4 aus («) 
selbst durch die Bedingung b? — ad — 0. 

Wenn die Curve, statt durch den Punkt M, zu gehen, eine gege- 
bene Gerade berühren soll, so wird man aus («) mit Hilfe der Glei- 
chung der gegebenen Geraden, „= mx + n, eine Veränderliche eli- 


miniren und ausdrücken, dass die Eliminationsgleichung zwei gleiche 
Wurzeln besitze, wodurch sich wieder eine Bedingungsgleichung zur: 


Bestimmung von A ergibt. 
Befinden sich unter den gegebenen Stücken gewisse ausgezeichnete, 
den Linien zweiter Ordnung zukommende Punkte oder Linien, so wird 
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dadurch die Anzahl der zur Bestimmung der Curve nöthigen Bedin- 
gungen vermindert. Ist z. B. der Mittelpunkt gegeben, wenn es sich 
um eine Ellipse oder Hyperbel handelt, so sind nur noch drei Bedin- 
gungen erforderlich, da dann die Gleichung, wenn der Mittelpunkt als 
Ursprung genommen wird, nothwendig die Form: 


ac? + 2day Hay” H1=0 
haben muss, welche nur drei unbestimmte Constanten enthält. 

Eben so verhält es sich, wenn ein Brennpunkt gegeben ist. Denn 
wird dieser als Pol und eine beliebige durch denselben gelegte Gerade 
als Polaraxe angenommen, so ist die Polargleichung der Linien 2 
Ordnung: 

Pp 


"Tall Fecos(e + 9)] 
welche nur drei unbestimmte Constanten, 9, & und « enthält. Die zur 
Bestimmung derselben erforderlichen drei Bedingungen redueiren sich 
auf zwei, wenn die Curve eine Parabel sein soll, weil für diese &—=1. 

Nehmen wir z. B. an, es seien nebst dem Brennpunkte drei Punkte 
gegeben, durch welche die Curve gehen soll; bringt man die obige 
Gleichung auf die Form: 

| r+recs(e +0)=Htp, 
so nimmt dieselbe durch Auflösung von cos(@ + 9) und Einführung 
zweier neuen Constanten: 
h>==8.0050,:. hs ER. , 
die Form an: 
r+ h.rcos8 --k.rsnd—=!Hp. 

Es seien nun x, 9 die rechtwinkeligen Coordinaten eines der gege- 
benen Punkte, bezogen auf den Pol als Ursprung und die Polaraxe als 
Abseissenaxe, so ist: 

2—=r 0080, y = r8ind, 
wodurch sich die letzte Gleichung in folgende verwandelt: 
r+ he -—kıy=3%P, 
wor= Vr?’+y%. Jeder der drei Punkte liefert nun eine solche Glei- 
chung, aus welchen sofort der Parameter » und die beiden Constanten 


h und % gefunden werden. Endlich hat man: 


REN RE k 
e—VNn tn, we. 


Ist die Lage eines Systemes conjugirter Durchmesser gegeben, 
so bedarf man zur Bestimmung einer Ellipse oder Hyperbel nur noch 
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zweier, einer Parabel nur einer Bedingung, wie aus den auf ein System 
conjugirter Durchmesser bezogenen Gleichungen dieser Curven unmittel- 
bar erhellt. 

Ist zur Bestimmung einer Hyperbel eine Asymptote gegeben, so 
vertritt dieses Datum die Stelle von zwei Bedingungen, einer Tangente 
nämlich mit gegebenem (in unendlicher Entfernung liegenden) Berüh: 
rungspunkte. Sind beide Asymptoten gegeben, so ist nur noch eine 
Bedingung erforderlich, da die Asymptotengleichung nur eine Constante 
enthält. 


SIEBENTES KAPITEL. 


ÜBER EINIGE ALGEBRAISCHE LINIEN HÖHERER ORDNUNG UND EINIGE TRANS- 
CENDENTE CURVEN. 


I. Algebraische Linien höherer Ordnung. 


238. Eine erschöpfende Untersuchung der algebraischen Curven 
von höherer als der zweiten Ordnung, durch Analyse der allgemeinen 
Gleichungen des 3ten, 4ten, u. s. w. Grades zwischen zwei veränder- 
lichen Grössen, ist in Folge der damit verbundenen Weitläufigkeit und 
der Unzulänglichkeit der analytischen Hilfsmittel nicht leicht durch- 
führbar. Die Anzahl der in einer Gleichung höheren Grades zwischen 
zwei Veränderlichen enthaltenen geometrischen Gebilde wächst mit 
dem Grade ausserordentlich rasch. Schon Newton hat die Linien 
gten Grades untersucht und 72 Arten derselben in 14 Gattungen unter- 
schieden, zu denen Stirling und Cramer noch 6 Arten hinzugefügt 
haben; Euler theilt sie in 16 Geschlechter. Letzterer hat auch noch 
die Linien 44 Ordnung betrachtet und 146 Geschlechter derselben 
unterschieden, welche wieder eine noch viel grössere. Zahl von Arten 
unter sich begreifen. Bei der geringen praktischen Wichtigkeit fast 
aller dieser Curven hat man sich daher darauf beschränkt, einzelne 
derselben, welche sich bei Gelegenheit besonderer Aufgaben dargeboten 
haben, näher zu untersuchen. Einige der bemerkenswertheren wollen 
wir im folgenden betrachten. 
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Unter den Curven höherer Ordnung gehören jene zu den einfach- 
sten, bei welchen die Ordinate durch eine algebraische, ganze, rationale 


Funktion der Abseisse ausgedrückt ist, deren Gleichung daher die 
Form hat: 


y—=4A, + 4,2 + 42” + Aa?” + .... + Ama". 

Man nennt diese Curven überhaupt parabolische Curven des 
me" Grades, wenn die Funktion rechter Hand vom m'*" Grade. *) Da 
jedem Werthe von & nur ein Werth von % entspricht, welcher gleich- 
zeitig mit ©, letzteres sowohl positiv als negativ genommen, unendlich 
wächst, so bestehen diese Curven aus einem ununterbrochenen, nach 
beiden Seiten ins Unendliche sich erstreckenden Zuge. Wir sind diesen 
Curven schon in der Theorie der algebraischen Gleichungen begegnet, 
wo sie von besonderer Wichtigkeit sind. 


Eine parabolische Curve des mt" Grades enthält im allgemeinen 
m + 1 Constanten und erfordert daher zu ihrer Bestimmung m + 1 
von einander unabhängige Bedingungen. Die wichtigste hieher gehörige 
Aufgabe ist, die Curve so zu bestimmen, dass sie durch m + 1 gege- 


bene Punkte gehe; eine Aufgabe, welche mit derjenigen identisch ist, 
welche in $. 154 aufgelöst wurde. 


Parabeln höherer Ordnung nennt man insbesondere Curven, 


deren Gleichungen die Form %" —= px" haben; Jie sogenannte ge- 


meine, conische oder apollonische Parabel: y’— px, ist 


hievon ein specieller Fall. Die Curve, deren Gleichung %° — 
heisst insbesondere Neil’sche oder cubische Parabel, und steht mit 
der gemeinen Parabel in einem nahen Zusammenhang, auf welchen wir 
später zurückkommen werden. Was überhaupt die Gestalt der Para- 
beln höherer Ordnung betrifft, so hängt diese wesentlich davon ab, ob 
die Exponenten m und rn, welche immer ganze positive Zahlen sind, beide 
gerade, oder ungerade, oder der eine gerade, der andere ungerade ist. 





239. Aufgabe. Eine Curve von der Beschaffenheit zu 
finden, dass das Produkt der Entfernungen jedes ihrer 





*, Die Gl. vom 2ten Grade: y= A, -+ A,& + A,x°, hat die gemeine Pa- 
rabel zum geometrischen Orte, deren Axe parallel liegt zur Axe der %y, deren 
4A,A,-—- 4? 

4A 








Scheitel die Grösse — 5 4 zur Abscisse, die Grösse zur Ordinate 
2 


2 





ist, wie man mit Hilfe der im IV. Kapitel, 


2 
8: 197 vorgetragenen Jiehren leicht findet. 
Herr, Höh, Mathematik, I. 3. Auf; } ARE 
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Punkte von zwei festen Punkten einer gegebenen Con- 
stanten a? gleich sei. | 
Nehmen wir die Verbindungslinie der festen Punkte F\, F’ (Fig. 52) 
zur Abscissenaxe, den Halbirungspunkt O der FF"—2e zum Ursprung, 
so it FPRP—=y+(e— ev’, FM?=y? + (e+ 2), undder 
Bedingung der Aufgabe gemäss FM .F'M —= a?, somit: 
Y+(e— ly°+le+ 2) = at, 
woraus nach leichter Reduktion: 

(yE + 22)? + 202 (y? — a9) = at — et (1) 
als Gleichung der gesuchten Curve gefunden wird. Sie ist, wie man 
Fig. 52. Fig. 53. 

'E 
IB 


u 


F'OF 





sieht, vom 4" Grade und führt den Namen Cassini’sche Curve. 


Da die Gl. (1) sich nicht ändert, wenn man — x, — y statt , 
y schreibt, so ist der Ursprung ein Mittelpunkt der Curve, welcher 
jede durch ihn gezogene Sehne halbirt. Addirt man zur Gleichung (1) 








ein Mal 4e?x?, das andere Mal — 4e?y?, so kann sie auf folgende 
Formen gebracht werden: 
y—= — e?— x? + Va* + deia?, (2) 
ger e— y+ Va! ei, deiy?, (3) 


woraus zunächst hervorgeht, dass die Curve die Coordinatenaxen zu 
Hauptdurchmessern hat, daher von denselben in symmetrische 
Theile getheilt wird und in einen begrenzten Raum eingeschlossen ist, 
also keine unendlichen Aeste besitzt. 

Sind «, y’ die Coordinaten der Durchschnittspunkte mit den beiden 
Axen, so findet man: 


!=+VeEe, yıalaa. 
Zur. weiteren Discussion sind folgende Fälle zu unterscheiden : 


1) a>e; in diesem Falle ist in dem Ausdrucke von «’ unter dem 
Wurzelzeichen nur das Zeichen + zulässig, daher die Curve jede der 
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beiden Axen nur in zwei Punkten schneidet. Jedem Werthe von x, 
welcher numerisch kleiner ist als x — Ve? + a, entsprechen zwei 
gleiche und entgegengesetzte reelle Werthe von y; für jeden grösseren 
Werth von x wird y imaginär; denn, ist 2? <{e? + a?, so hat man 
a? > x” — e?, at > (x? — e?)? oder at > x* — 2e?x? + e*, oder 
at + 4er? > (x? + e?)*, d. i. Vai + 4e%? > x? + e?, somit in 
(2) 4? positiv und umgekehrt. Die Curve schliesst daher einen läng- 
lichen Raum ein, hat übrigens eine ovale oder ellipsenförmige Gestalt 
(Fig. 52), wenn a>eYy2, und eine an den Punkten B, B’ eingedrückte 
(Fig. 53), wenn a zwischen ey2 und e liegt. 





2) a—e. Die Gleichung der Curve ist in diesem Falle: 
tt) 0, (4) 
oder: 
2 — —e— a:teVe+t 4, 
aus welcher für „y=0: 
0 under er ey? 
folgt. Die Curve schneidet daher die Abscissenaxe im Ursprunge und 
in zwei Punkten, welche zu beiden Seiten desselben im Abstande ey 2 
liegen. Für jeden Werth von x, welcher numerisch > ey2, wird % 
imaginär, während jedem numerisch kleineren Werthe von x zwei gleiche 
und entgegengesetzte reelle Werthe von y entsprechen. Hieraus folgt, 
dass die Curve (Fig. 54) eine schleifenförmige Gestalt hat, wovon sie 
den Namen Lemniscate oder Schleifenlinie führt. Der Punkt 
O ist ein sogenannter doppelter Fig. 54. 
Punkt, weil er von der Curve zweimal L 
geschnitten wird. Den grössten Werth 
erreicht die Ordinate in dem Abstande 
2 —= + }ey3 und die entsprechenden 
Punkte der Curve liegen in einem Kreise, 
welcher aus dem Punkte O0 mit dem | 
Halbmesser OF—e beschrieben wird. In der Figur it Of=0F=e, 
die halbe Axe OA —= 0A4’— ey2 und für jeden Punkt M der Curve: 
FM .FM= OF*®. 

3) a<e. In diesem Falle wird y = + Va? — e* imaginär, 

daher die y-Axe von der Curve nicht geschnitten. Letztere schneidet 











die x-Axe in 4 Punkten, welchen die Abseissen = + Ve? — a? und 

Rue Ve? + a? zugehören; für jeden Werth von x, welcher nume- 

risch kleiner als x, oder grösser als ©, ist, fällt y imaginär aus, erhält 
26* 
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aber für jedes x, dessen Zahlenwerth zwischen x, und x, liegt, zwei 
gleiche und entgegengesetzte reelle Werthe, daher die Curve in diesem 


Fig. 55 Falle aus zwei getrennten, die 
Y festen Punkte F, F’ umschliessenden 
Theilen besteht (Fig. 55). 
au Unter diesen verschiedenen For- 
= wa X men ist die Lemniscate die bemer- 





‚kenswertheste Curve. Die Gleichung 
| derselben wird sehr einfach, wenn 
man sie durch Polarcoordinaten aus- 
drückt. Setzt man in (4) <= r c0s6, y=r sin®, so erhält man als 
Polargleichung der Lemniscate: 
r—= + cYV2 cos26, 
woraus man zugleich schliessen kann, dass die beiden Tangenten im 
Punkte O0 (wo r=0) mit der x-Axe die Winkel = + 45° ein- 
- schliessen. 
Die Lemniscate erscheint auch als der geometrische Ort der Fuss- 
punkte der aus dem Mittelpunkte einer gleichseitigen Hyperbel auf die 
Tangenten gefällten Perpendikel. Ist nämlich überhaupt: 


a?y? — br? — — a?b? 
die Gleichung einer Hyperbel, y==mz + n...(«a) die Gleichung 
einer Tangente an derselben, so ist [$. 221] a’m? —b? — n®—=0...(P) 

; 1 
die Bedingungsgleichung für die Berührung, und y= — — 2....(y) 


m 
die Gleichung des aus dem Mittelpunkte auf die Tangente gefällten 
Perpendikels. Durch Elimination von m und n aus den Gleichungen 
(@), (#), (y) erhält man: 

(ya a2. d2y? > ar 0 
als Gleichung der Fusspunktcuryve, welche für a=b, d.i. für 
die gleichseitige Hyperbel in die Gleichung der Lemniscate: 

(u? zu a, + a? (y? ei %”) — 0 
übergeht, deren halbe Axe = a — der 1°“ Halbaxe der Hyperbel ist. 


240. Aufgabe. Die Fusspunktcurve der aus dem Schei- 
tel einer Parabel „= px auf die Tangenten gefällten 
Perpendikel zu finden. 

It 4 = mx + n die Gleichung der Tangente, so hat man p = 


1 
4mn |[S. 231, Gl. (£)] als Bedingung der Berührung und y —= — Fr: 
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als Gleichung des aus dem Scheitel auf die Tangente gefällten Perpen- 
dikels. Durch Elimination von m und n aus diesen drei Gleichungen 
findet man als Gleichung der gesuchten Curve, welche den Namen 
Cissois oder Cissoide führt: 


woraus sogleich erhellt, dass y nur für solche negative Werthe von x 
reell wird, welche zwischen O und = liegen. Die Curve liegt daher 


gänzlich zwischen der Direetrix UU’ (Fig. 56) der Parabel, und der 
im Scheitel derselben errichteten Tangente Fig. 56. 

OY. Vertauscht man die beiden Halb- U 

axen der x, schreibt also — x statt + x, 
so geht obige Gleichung, wenn man Kürze 
halber p = 4g setzt, über in: 

DB en . 
1—ı% 

Jedem zwischen 0 und y liegenden 
Werthe von x entsprechen zwei gleiche, 
entgegengesetzte Werthe von „, daher die 
Curve zu beiden Seiten der &-Axe sym- 
metrisch ist. Für £==0 wird auch y=0, 
die Curve geht daher durch den Ursprung; 
mit zunehmendem x wächst auch y und 
wird unendlich gross für = g. — Der 
Nenner y — x gibt den Abstand eines Punk- | 
tes der Cissoide von der JNirectrix; da 


Y 
| 
| 
| 












Pi) 


x 
num 4 —- I ——, 
Y 


so sieht man, dass dieser Abstand mit wachsendem 
y immer kleiner wird und der Nulle sich unendlich nähert; die Directrix 
ist daher eine Asymptote unserer Curve. 

Beschreibt man über OD=g als Durchmesser einen Kreis, so 
“ist y? = qx — x” dessen Gleichung; zieht man nun durch den Ur- 
sprung O eine beliebige Gerade OB, deren Gleichung y = ax sein 
mag, so schneidet diese den Kreis und die Cissoide in den Punkten N 
und M, und man findet für die Abseissen dieser Punkte: 

a’qy 


Dt Lu I 
Hank Gr 1-+ a? 
somit auch DPP=0D-—-0P= — 7" „—OR, folglich BM <= ON 


1+a 
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wodurch ein sehr einfaches Mittel gegeben ist, die Cissoide durch 
Punkte zu construiren. 


II. Transcendente Curven. 


241, Im Allgemeinen wird jede Curve, deren Gleichung sich nicht 
in Form einer algebraischen rationalen Funktion der Parailelcoordi- 
naten x, % darstellen lässt, eine transcendente genannt. Es gehören 
daher auch solche Curven in diese Classe, in deren Gleichungen x oder- 
y, oder beide Coordinaten zu Potenzen mit irrationalen Exponenten 


v2 


erhoben vorkommen, z. BB y=x . Wir wollen jedoch hier nur 
solche betrachten, bei welchen die eine Coordinate durch eine trans- 
cendente Funktion der anderen bestimmt ist. 


Logarithmische Linie (Logistik). 


Bezeichnet e die Basis der natürlichen Logarithmen, so ist die 
Gleichung dieser Curve in ihrer einfachsten Gestalt: 
Ü 


y== ae“, oder al, | (1) 


oder, wenn a als Längeneinheit angenommen wird: 

VE TE 2) 
so dass also die Abscissen die natürlichen Logarithmen der Ordinaten 
darstellen. Aus (1) folgt y—=a für <= 0; die Curve schneidet also 
die Ordinatenaxe in dem Abstande OA = a vom Ursprunge (Fig. 57). 
Mit zunehmendem x wird auch % immer grösser und wächst mit & ins 
Unendliche. Für negative Werthe von & bleibt 4 positiv, wird jedoch 
um so kleiner, je grösser der Zahlenwerth von x wird, und unendlich 


klein für = — »; die x-Axe ist daher eine Asymptote der Curve, 
Fig. 57. welche gänzlich oberhalb der &-Axe liegt. 
Y C Unterhalb dieser Axe liegen nur einzelne, 


isolirte Punkte in unendlicher Anzahl, welche 
zwar obigen Gleichungen Genüge leisten, 
| aber keine stetige Folge bilden, daher der 
| Curve nicht angehören. Ein solcher - isolir- 
ter Punkt ergibt sich nämlich für jeden Werth 
von #, welcher einen Bruch mit geradem 
Nenner zum Ausdrucke hat. Denn setzt man 


Ben SR = ,—W, so kann man die Gl. (2) 
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auf die Form: 


3 D » 
ln oder. yet, d,n.yr e1 
q 


bringen; der positive dieser beiden Werthe ist der zur Abseisse 


p Ä 
ı=;, gehörige Ordinatenwerth der Curve, der negative liefert einen 


isolirten Punkt. 
Eine allgemeinere Form der Gleichung der logarithmischen Linie 
x 
ist: y— mb", wo b eine positive absolute Zahl, m und » lineare 
Grössen von beliebigem Zeichen bedeuten. Sie lässt sich leicht auf die 
Form (1) bringen. Man setze zuerst: 
1 1 
br —et, somit a Be a) 
Ib 
XL 
so wird y — me“. Verrückt man nun den Ursprung auf der Abscissen- 
axe um das noch unbestimmte Stück &, setzt also x + & statt x, so 
verwandelt sich diese Gleichung in: 


m 
= 


Ss v 


MEHR IT 


a iur 


Laen 
y== me“ 


woraus, wenn man & so bestimmt, dass me“ =a wird, d. i. wenn 
LT 
dA 
man & —= al— setzt, y — ae" folgt. 
m 


e- 
Ber 
EN 


Denkt man sich die logarithmische Linie BAO (Fig. 58), deren 


Gleichung y = ae®, um die Axe der % gedreht, so kommt sie in die 
L 

Lage B’AO’ und hat zur Gleichung y= ae “. Irgend eine zur y-Axe 

in dem Abstande OP—=x parallele Ge- Fig. 58. 

rade schneidet diese beiden Ourven in ed’ Y r 

den Punkten M und M’; ist nun N 

der Halbirungspunkt der MM’, so hat 

man PN—=1!(PM + PM’), und folg- 

lich ist: 


die Gleichung des geometrischen Ortes 
DAE dieser Halbirungspunkte, welcher 
somit ebenfalls eine transcendente Curve —— 
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ist. Sie führt den Namen Kettenlinie, weil, wie in der Mechanik 
gezeigt wird, eine Kette, oder vielmehr ein vollkommen biegsamer, 


undehnbarer Faden, welcher in allen Punkten durch gleiche @ewichte 
belastet ist, die Gestalt dieser Curve annimmt. 


242. Rolllinien. Wenn sich eine gegebene Curve. auf einer 
anderen festen Curve, ohne zu gleiten; wälzt, so wird ein in der Ebene 
der ersten Öurve liegender, mit ihr fest verbundener Punkt eine Curve 
beschreiben, welche eine Rolllinie genannt wird. Unter den mannig- 
faltigen Curven dieser Art wollen wir folgende betrachten. 


1. Die gemeine Cycloide. 


Lässt man einen Kreis auf einer festen Geraden rollen, so be- 
schreibt irgend ein bestimmter Punkt der Peripherie des Kreises eine 
Curve, welche gemeine Cycloide, oder auch schlechthin Cyeloide 
genannt wird. Um die Gleichung dieser Curve zu erhalten, sei (Fig. 59) 
XX die feste Gerade, Grundlinie, MBN der wälzende Kreis 


Fig. 59. 











DSHPE TUR D 0" 
(Erzeugungskreis) in irgend einer seiner Lagen; M der beschrei- 
bende Punkt, also ein Punkt der Cycloide, und OÖ ein Punkt in der 
XX', mit welchem der beschreibende Punkt M in einer früheren Lage 
des Kreises zusammenfiel. Nehmen wir die XX’ als Abscissenaxe, die 
im Punkte O darauf Senkrechte OY als Ordinatenaxe, so ist OP—= 
x, MP==y. Setzt man nun den Winkel BCM, den sogenannten Wäl- 
zungswinkel=%, so ist arce BM = ag, wenn «a der Halbmesser 
des Kreises und p im Bogenmaass für den Halbmesser = 1 ausge- 
drückt ist. Ferner folgt aus der Natur der Wälzung OB =arce BM = 
ap; danun OP=x«=0B-—- BP=OB— MR, und MR=asing, 
ferner MPP=y=C0B— CR, und C(R=acosp ist, so hat man: 
z=a(p—siny), y=a(l — cosp). (1) 
Durch Elimination von @ erhält man die Gleichung der Cycloide: 





a— Y 
es folgt nämlich aus der 2t°" dieser Gleichungen: cosp — 


a 


somit: 





Is 
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| a Pa REN 
== .310..C008 —-, sinp.— „Y2ay — y*, 


folglich : 


% = a are cos —H — V2ay — y2. (2) 

In den meisten Fällen bedient man sich jedoch statt dieser Glei- 
chung (2) mit Vortheil des Systems der Gleichungen (1), welche die 
Coordinaten x, % eines Punktes der Cycloide durch eine dritte Ver- 
änderliche p ausdrücken, welche aller Werthe von —» bis + & 
fähig ist. 

Für jeden Werth von Q, von der Form + 2nsr, wo n eine posi- 
tive ganze Zahl, wird y= 0, während die zugehörigen Werthe von 
x durch den Ausdruck + 2nasr gegeben sind; die Cycloide trifft also die 
x-Axe in unendlich vielen Punkten. ..0, O',..., welche in der Ent- 
fernung 2asc auf einander folgen, und die Curve besteht aus unendlich 
vielen congruenten Bögen, wie OAO’, von welchen in der Regel nur 
einer in Betracht gezogen wird. Die Ordinate erreicht ihren grössten 
Werth —2a für cs = —1,.d.i. firp=n, (oder allgemein 
=+(2n+1)r), zu welchem Werthe von g die Abseisse = 0D = 
ars — 400" gehört. Der entsprechende höchste Punkt A der Cycloide 
heisst der Scheitel. Die zu beiden Seiten des Scheitels liegenden 
Hälften OA und AO’ der Cycloide sind congruent, da bekanntlich 
cos (u — w) = cos(ze + ıW) ist. Das aus dem Scheitel senkrecht 
auf die feste Gerade XX’ gefällte Perpendikel AD heisst die Axe 
der Cycloide. 





In den Anwendungen ist es meistens bequemer, den Scheitel A 
zum Ursprung zu nehmen; werden die neuen Abscissen auf der Axe 
AD gezählt, so st A =x, M=y ud «=0D—- MWM= 
a — y; y—=AD — AQ = 2a — x, wodurch die Gleichungen (1\ 
übergehen in: 

" —=a+uac0sp, Y=alan —g)-tasing; 
oder, wenn man u — = W setzt: 
 —=a(ll — cosvV), Y=alvd + sint), (3) 


aus welchen man noch durch Elimination von W: 
’ 
04 — % STE ars 
Y- = a are cs —— + V2ax — x? (4) 
a 


findet. 
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2. Die gedehnte und die verkürzte Cyeloide. 


243. Wenn der beschreibende Punkt M nicht in der Peripherie 
des Erzeugungskreises, sondern innerhalb oder ausserhalb derselben liegt» 
so entsteht im ersten Falle die sogenannte gedehnte oder ge- 
schweifte Cycloide (Fig. 60), im zweiten die verkürzte oder ver- 
schlungene Cycloide (Fig. 61). Wählt man wieder die Grundlinie 
als Abseissenaxe und als Ursprung einen Punkt derselben, in welchem 

Fig. 60. 
4 
| 
| 









De PIB D 


sie den Erzeugungskreis berührt bei einer jener Lagen desselben, wo 
der beschreibende Punkt vertical unter dem Mittelpunkte liegt; be- 
zeichnet man ferner mit a den Halbmesser des Erzeugungskreises, mit 

Fig. 61. | 


is 











b den Abstand des beschreibenden Punktes M vom Mittelpunkte des- 
selben, mit p den Wälzungswinkel MOB (Fig. 60 und 61) und setzt 
OP—=x, MP=y, so erhält man auf dem für die Cycloide betretenen 
Wege: 

= ap — being, y=a—bcosp, 
oder durch Elimination von @: 

—" VW (a — y): 

als Gleichung der gedehnten oder verkürzten Cycloide, je nachdem 
b< oder >aist. Für a=b gehen diese Gleichungen in jene der 
gemeinen Cycloide über. Nimmt man den Scheitel A als Ursprung und 
zählt die Abscissen x auf der Axe AD, so erhält die letztere Gleichung 
die einfachere Form: 








% = 4 AalC COS 
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3. Die Epicycloide und Hypocycloide. 

244. Wenn ein Kreis (der Erzeugungskreis) auf der convexen 
Seite der Peripherie eines anderen festen Kreises, des Grundkreises, 
fortrollt, so beschreibt ein fester Punkt in der Peripherie des Erzeu- 
gungskreises die Epicycloide. Fig. 62. 

Nehmen wir zuerst an, die Be- Y 
rührung der beiden Kreise sei eine 
äussere, und ABA’ (Fig. 62) der 
Grundkreis; BMN der Erzeugungs- 
kreis in einer beliebigen Lage; M 
der beschreibende Punkt, welcher 
in einer früheren Lage des letztge- 
nannten Kreises mit dem Punkte A 
des Grundkreises zusammenfiel. Neh- 


+ V2b — x*. 


Y = 0 Arc cos 





men wir den Mittelpunkt O des 
Grundkreises zum Ursprung, den 
durch A gehenden verlängerten Durch- 
messer desselben als Abscissenaxe, 
und fällen wir die Perpendikel MP, 
CQ und MR, so sind die Coordinaten des Punktes M der Epicycloide: 
z=0P=00-- MR; y=MP=.C9 — CR; 
_ bezeichnen wir nun mit R, r die Halbmesser des Grund- und Erzeu- 
gungskreises, mit @ und g’ die Winkel AOB und BCM, so ist zunächst 





ST 
arc AB=are BM,d.i. Rpo=rp, smit  — „# 





ferner OQ=(R-+r)eospg, MR=rsin MOR 
GQ=(R+rsinpg, COR=rcosMOR, 
und, da / MOR= „9 — (90° — 9) = — [0 — (9 + P)) = 
— [90° — A = = p] ist: 
sin MÜR— — cos en p, cos MOR = sin ae p; 


durch Substitution dieser Werthe in obige Ausdrücke von x und y er- 
hält man für die Epicycloide das System der Gleichungen: 
| R e 
2—=(R-+r)cosp — r cos an) p, 
(1) 


y=(R-+r)snp —rsin on 
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Wenn der Erzeugungskreis aus einer bestimmten Lage z. B. jener, 
bei welcher M mit A in Berührung war, zu rollen beginnt, so wird, 
nachdem die Länge des auf dem Grundkreise durchlaufenen Bogens 
AEA' der Peripherie des Erzeugungskreises gleich geworden ist, der 
Punkt M wieder in A’ auf den Grundkreis fallen, wobei dieser Punkt 
den epicycloidischen Bogen ADA’ beschrieben hat. Bei fortgesetzter 
Bewegung des Erzeugungskreises wird der Punkt M einen zweiten 
dem ersteren völlig congruenten Bogen beschreiben, u. s. f. Ist das 
Verhältniss der beiden Halbmesser R:r irrational, so leuchtet ein, 
dass keiner der folgenden Bögen mit einem früheren zusammenfallen 
kann; in diesem Falle besteht die Epicycloide aus unendlich vielen 
congruenten Bögen. Ist aber das Verhältnis R:r rational, so wird 
der Punkt M nach einem oder mehreren Umläufen wieder mit A zu- 
sammenfallen und von hier an die schon einmal beschriebenen Bögen 
fort und fort wieder durchlaufen. In diesem Falle besteht also die Epi- 
cycloide aus einer endlichen Anzahl von Bögen. 

Im letzteren Falle, wenn nämlich das Verhältniss R: r rational 
st, führt die Elimination von 9 aus den Gleichungen (1) zu einer alge- 
braischen Gleichung zwischen x und y, so dass in diesem Falle die 
Epicycloide aufhört eine transcendente Curve zu sein. Denn ist A: r —= 
—m:n, wo m und n ganze Zahlen bedeuten, so gehen die Glgn. (1 
über in: 


»—=(R-+r)ceosp—rcos(m + n)T, 


—(R+r)snp—rsin (m + n) F; 


oder, wenn man p=nvV, m +n=k setzt: 
x—=(R+r)eosndb —rcoskv, | (8) 
y=(R-+r)sinndb —rsinkw. j 

Nun lassen sich aber bekanntlich, wenn » und %k ganze Zahlen sind, 

cosnıb, sinnWd, coskW, sinkı) durch Potenzen von sin und cos ı) 

rational ausdrücken [$. 71]; substituirt man diese Ausdrücke in (2), 

so-können mit Hilfe «der Gleichung sind? + cosw° —= 1, sin und 

cos ıW eliminirt werden, wodurch man offenbar zu einer algebraischen 

Gleichung zwischen x und y gelangt. 

Der einfachste Fall dieser Art ist der, wenn R = r angenommen 
wird; ‚die Gleichungen der Epieycloide werden dadurch: 


x = 2r cp —rcos?2p, y=2rsnp—r sin2p, 
und verwandeln sich mit Hilfe der bekannten Relationen: 
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sin2p = 2sinP cosp, cos2p —2cosp? — 1 

in folgende: 

<—1(2c8P — 2cosp’ +1), y=2rsinp(1 — cosg). 

Verlegen wir den Ursprung, indem wir « + r statt x schreiben, 
in den Punkt A, (Fig. 63), so kommt: 

ec =9rcosp (1 — cosYQ), Fig. 63. 

y—=?2r sinp(1 — cosp): 

Aus diesen Gleichungen folst, 
wenn man sie quadrirt und addirt: 

=” + y®—= Ar? (1 — cosp)?, 


und durch Division derselben: 


Y 
t —.7, 
gp & 
woraus C0SQ — ERSERR 
u Ss = ——, 
Va? +y? 


welcher Werth in die vorige Glei- 
chung substituirt: 


ty (VeFgioe) 


(#2 = y?)% 4 Ar (2? du y?) Se Ar2y? a) 
als Gleichung der gesuchten Epicycloide gibt; diese Curve führt von 
ihrer herzförmigen Gestalt den Namen Cardioide. Setzt man: 





oder 


2.0.0080, yo sind), 
so erhält man als Polargleichung der Cardioide: 
o—=2r (1 — e0s0) —= Ar sin 46°. 

Zieht man durch den Punkt A eine beliebige Gerade MM’, welche 

den Grundkreis in P schneidet, und setzt / MAX —=4, so ist: 
AM —= 2r — 2r c0s8, AM’ —=2r + 2r cos6, 
somit: 
AM + 2r cos$ = AM’ — 2r cos# = ?2r; 

aus dem A ABP folgt aber AP=2r c0s; folglich ist PM —= PM’ —=?2r, 
welche Eigenschaft der Cardioide ein sehr einfaches Mittel zur Con- 


‚struction derselben darbietet. 


245. Wenn der Erzeugungskreis auf der inneren, concaven 
Seite der Pheripherie des Grundkreises rollt, wobei sein Halbmesser 
kleiner sein muss, als jener des Grundkreises, so beschreibt ein fester 
Punkt des ersteren Kreises die Hypocyeloide.. 


ER > 

raten x 
.R 7 

ee T 


414 


Die Gleichungen dieser Curve werden auf dieselbe Weise abge- 
leitet, wie jene der Epicycloide, wozu die Fig. 64 entworfen ist. Ein- 
facher ergeben sie sich aus jenen der Epicycloide, indem man den 
Halbmesser des Erzeugungskreises mit entgegengesetztem Zeichen nimmt. 
Dadurch erhält man für die Hypocycloide das System‘ der 
Gleichungen : 


© —=(R-— r)cosp + r cos in p, 
Er (1) 
y—-(Rer)snpg-Hr sin — 9 

Die Hypocycloide besteht ebenfalls aus unendlich vielen, dem 
Bogen ADA’ gleichen Zügen, wenn das Verhältniss R : r irrational ist. 
Fig 64. Sind aber diese Halbmesser com- 
mensurabel, so ist die Anzahl 
der Bögen eine endliche, und 
die Hypocycloide in diesem Falle 
eine algebraische Ourve, da man 
durch Elimination von g aus 
den Glen. (1) zu einer algebrai- 
schen Gleichung zwischen x und 

: y gelangt, 
Ein bemerkenswerthes Re- 
sultat ergibt sich für die Annah- 





x me R= 2r; damit gehen die 
I Glgn. (1) über in: 
Dee? 2 -— 27.080, 0 


welche offenbar dem durch den Anfangspunkt A der Bewegung gezo- 
genen Durchmesser des Grundkreises angehören. Die Hypocycloide 
ist also in diesem Falle eine gerade Linie und zwar der besagte Durch- 
messer des Grundkreises. 


Ist der Halbmesser r des Erzeugungskreises grösser als jener des 
Grundkreises, so erfolgt offenbar die Wälzung — bei innerer Berüh- 
rung der Kreise — auf der econvexen Seite des Grundkreises, und 
die erzeugte Rolllinie ist wieder eine Epicycloide,. Denn setzen wir 
in obigen Gleichungen (1) r—= R- o, so nehmen sie die Form an: 


(Rt) P—ecosg, 





y=(R+0o) eng, 
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und verwandeln sich, wenn man noch: 


ee ah ee ker eh 


setzt, in folgende: 


no) oo oe 





(1) 


y=(R-+ o)sinv — o sin = VD, 
welche einer Epieycloide angehören, deren ee vom Halb- 
messer o den Grundkreis vom Halbmesser A von aussen berührt. 

Man sieht hieraus, dass jede Epicycloide auf zweifache Weise er- 
zeugt werden kann; entweder, wenn auf dem Grundkreise vom Halb- 
messer A der Erzeugungskreis vom Halbmesser r so rollt, dass die 
Kreise sich von aussen berühren ; oder, wenn sich auf demselben Grund- 
kreise vom Halbmesser R ein Erzeugungskreis vom Halbmesser R + r 
wälzt, und dabei die Kreise sich von innen berühren. 


4. Die Kreisevolvente. 


246. Wenn eine gerade Linie, die erzeugende Gerade, an der 
Peripherie eines Kreises, des Grundkreises, sich, ohne zu gleiten, so 
bewegt, dass sie mit dem Kreise bestän- Fig. 65. 
dig in Berührung bleibt, so beschreibt ein 
fester Punkt der Geraden eine Curve, 
welche den Namen Kreisevolvente 
führt. 

Sei (Fig. 65) ABN der Grundkreis, 
UM die erzeugende Gerade in einer be- 
liebigen Lage, in welcher sie den Kreis 
im Punkte B berührt, M der beschreibende 
Punkt, welcher in einer früheren Lage 
der Geraden mit dem Punkte A des 
Kreises zusammenfiel ; R der Halbmesser 
des Kreises, / AOB—= 9. Nimmt man 
O als Ursprung, und den verlängerten 
Durchmesser OA als Abscissenaxe, so ist für den Punkt M der Curve: 

OR —=.00 7 MR; "MP=y—= BI BR. 

09 =Recosp, | MR= BM sing, 

BQ = Rsing, BR=BMcosg, 
endlich BM = are AB —= Rg. Durch Substitution dieser Werthe erhält 
man für die Kreisevolvente das System der Gleichungen: 
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«— R(eosp + g sing), | (A) 
y=R(sinp—pcosp). | 
Man kann die Kreisevolvente als Epieyeloide betrachten, bei wel- 
cher der Halbmesser des Erzeugungskreises unendlich gross ist, wo- 
durch dieser in eine gerade Linie degenerirt. In der That gehen die 
Glgn. (1) der Epieycloide [$. 244] in jene der Kreisevolvente über, wenn 
man r = © setzt. Aus der ersten derselben folgt nämlich durch Auf- 
lösung des Üosinus:- 


%.=— R:089.+rCosp-r 205" p.cosg + ee p.sinp, 
3 BE r 
— R.Cc08P + ‚cos (1 — 0" y) + r sin "p.sing, 


a Ra : 
—=Rcosp + 2r cos sin 5.9 + rsin  p.sinp. 
Rp 


Setze a [03 also r ok t 
Z EEE: ——t,.8 £ 
n wu 7 p Ey ommt 
sin «° in? 
z2—=Rcos$ + Ropcosg. 7 + Ropsing. 


Lassen wir nun r unendlich zunehmen, so wird « unendlich klein, folg- 





lich, weil: 


"811.0 sind rm or 
lim ae m, sn Drang in 
& & 








= 1 Be 


x —=R(csgpg-+ @sing). 
Dieselbe Behandlung gestattet die Gl. für %. 
Will man die Curve durch Polarcoordinaten ausdrücken, so hat 


man, wenn OM =o, / MOP==9 gesetzt wird, 0 — Va? + y?, 


1 
ed I somit: 
x 


e=KEYI+gp, d- een 


Wie man sieht, nimmt o mit @ unendlich zu; die Curve zieht sich 
demnach in unendlich vielen schneckenförmigen, sich immer erweitern- 
den Windungen um den Kreis herum, und schliesst sich in Folge dieser 
Eigenschaft an die Familie der Spirallinien an, von welchen wir die 
bemerkenswerthesten noch kurz betrachten wollen. TER 


Spirallinien. 
247. Spirallinie oder Spirale heisst jede Curve, welche sich 
in unendlich vielen, sich immer erweiternden oder verengernden Win- 
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dungen um einen festen Punkt herumzieht, in welchem sie entweder 
ihren Anfang hat, oder welchem sie sich ohne Ende nähert. Es liegt 
in der Natur dieser Curven, dass ihre Gleichungen durch Anwendung 
von Polarcoordinaten die einfachste Form erhalten, wobei das am 
Schlusse des $. 236 Gesagte zu berücksichtigen ist. 


1) Die archimedische Spirale. (Fig. 66) Ihre Gleichung ist: 
| r= ad, 


wo r den Radiusvektor OM eines beliebigen Punktes der Curve, 9 den 
Polarwinkel MOX bedeutet, im Bogenmaass für den Halbmesser —1 aus- 
gedrückt, (also den Bogen AP des mit dem Halbmesser — I aus O 
beschriebenen Kreises APN), und a eine lineare Constante. Die Glei- 
chung zeigt, dass die Radienvektoren den von denselben beschriebenen 
Winkeln proportional sind. Man kann Fig. 66. 

sich daher diese Spirale auf fol- 1 

gende Weise durch eine stetige Be- | 
wegung erzeugt denken. Eine beweg- a 
liche Gerade OU von unbegrenzter 

Länge drehe sich um den Punkt O, | 
und auf derselben bewege sich ein P 
Punkt M dergestalt, dass die von 
demselben durchlaufenen Wege den 
von dem beweglichen Radiusvektor 
beschriebenen Winkeln proportional 
sind; der Punkt M-beschreibt dann die archimedische Spirale. 


Ertheilt man in (1) dem Bogen # negative Werthe, so drückt diese 
Gleichung dieselbe Spirale, aber in entgegengesetzter Lage aus, welche 
man erhält, wenn man die in der Figur gezeichnete um OV dreht. 
Beide Spiralzüge sind in derselben Gleichung enthalten, wiewohl in 
der Regel blos der eine in Betracht gezogen wird. 


Sind vr, r' die Vektoren zweier Punkte M, M’ der Spirale, welche 
zu zwei um 360° verschiedenen Polarwinkeln gehören, so ist r — 
a(d8 + 277), wenn r— aß, somit r! — r — 2asr, woraus folgt, dass 
der Abstand MM’ der einzelnen Windungen von einander, auf dem 
Radiusvektor gezählt, in der archimedischen Spirale constant ist. 






X 








2) Die hyperbolische Spirale, (Fig. 67); ihre Gleichung ist: 
| =, (2) 


von deren Aehnlichkeit mit der Asymptotengleichung der Hyperbel der 
HrRrRr, Höh. Mathematik, I. 3. Aufl. 27 
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Name dieser Spirale herrührt. Für 6 —= 0 ist r =»; mit zunehmen- 
dem # wird r immer kleiner, ohne je = 0 zu werden. Die Curve 
Fig. 67. macht daher nach der 
einen Seite unendlich 
B — r viele immer kleiner und 








kleiner werdende Win- 
dungen um den Pol, ohne 
ihn je zu erreichen, wo- 
bei zugleich der Abstand 
zweier auf einander fol- 
genden Windungen im- 
mer kleiner wird. Der 
Pol bildet hier einen 





sogenannten asymptotischen Punkt. 


Ist M ein Punkt der Curve, OM —=r, /MOP=b, MP—=y 


so hat man r = r und = r sin®, somit: 
er sin d 
I ., sind 
Für jedes 6>0, ist Br < 1, folglich 4 < a; je kleiner aber 
: x i SB : na 
ö wird, desto mehr nähert sich (weil lim — 1) die Ordinate % 


der Grösse a, wobei gleichzeitig r unendlich zunimmt. Hieraus folgt, 
dass die hyperbolische Spirale nach der anderen Seite die Gerade UV, 
welche in dem Abstande —= a zur Polaraxe parallel läuft, zur Asymp- 
tote hat. 


3.-Die logarithmische Spirale geht aus der logarithmischen 
Linie hervor, wenn man die Coordinaten x, % in der Gl. der letzteren 


Curve [Gl. (1), $. 241] als Polareoordinaten betrachtet; die Gleichung 


der logarithmischen Spirale ist daher: De 


6 
re Y 
r—= ae® oder H =al-, 
a 


wo e die Basis der natürlichen Logarithmen ist- Für 9—=0 wird r—a, 


und für jeden positiven Werth von ® ergibt sich ein mit 6 fort und 
fort wachsender Werth von r; für d= mo wird auh r—= w. Für 
negative Werthe von 9 wird r (von r —=a angefangen, entsprechend 


= 0) immer kleiner, je grösser der Zahlenwerth von ® wird, und. 













” 





>: 
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unendlich klein für 9= — «. Die logarithmische Spirale macht daher 
unendlich viele Windungen um den Pol herum, welche nach der einen 


_ Seite ins Unendliche sich fortsetzen, dabei ihren Abstand immer ver- 


grössernd, nach der anderen Seite, sich immer mehr und mehr veren- 
gernd, dem Pole sich unendlich nähern, ohne ihn je zu erreichen. Der 
Pol ist daher auch hier ein asymptotischer Punkt. Negative Werthe 
von r sind nur für solche Werthe von ® möglich, welche einen Bruch 
mit geradem Nenner zum Ausdrucke haben; solchen Werthen von 6 
entsprechende Punkte existiren daher wohl unendlich viele, bilden aber 
keine stetige Folge. 


27* 





II. ABSCHNITT. 


ANALYTISCHE GEOMETRIE IM RAUME. 


ERSTES KAPITEL. 


BESTIMMUNG DER LAGE EINES PUNKTES IM RAUME. — COORDINATEN-SYSTEME — 
TRANSFORMATION DER COORDINATEN. 


248. Denken wir uns durch einen festen Punkt O (Fig. 68) im 
Raume drei unter beliebigen Winkeln gegen einander geneigte unbe- 
grenzte Ebenen gelegt, welche sich in den drei Geraden oder Axen XX, 
YY, ZZ schneiden. Der Raum wird durch jede dieser Ebenen in 
zwei Partien, somit durch die Gesammtheit der drei Ebenen in acht 
dreiflächige Körperwinkel getheilt. 





Es sei nun M ein Punkt in einem dieser Körperwinkel; fällen wir 


von demselben, parallel zu den Axen OZ, OY, OX die Geraden MP, _ 


MV, MR auf die genannten Ebenen, so ist klar, dass die Lage des 

Fig. 68. Punktes M in dem. in Rede stehenden 
Körperwinkel durch die Längen dieser 
drei Geraden unzweideutig bestimmt ist. 
Denn legt man durch den Punkt M drei 
zu den obigen festen Ebenen parallele 
Ebenen, so schliessen die sechs Ebenen 
_ K__y ein schiefwinkeliges Parellelepiped ein, 
: in welchem die Punkte O0 und M ge- 
genüberliegende Ecken bilden, und wel- 
ches durch die drei im Punkte O zusam- 





menstossenden Kanten OK = MR, OL = MQ, ON = MP vollkom- - 


men bestimmt ist, da die von denselben eingeschlossenen Winkel als 
gegeben zu betrachten sind. 

Die parallel zu den Axen genommenen Abstände MR, MQ, MP 
heissen die Coordinaten des Punktes M; die festen Ebenen XOY, 
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XOZ, YOZ werden Coordinaten-Ebenen oder coordinirte 
Ebenen; ihre Durchsehnittslinien XX’, YY, ZZ die Coordinaten- 
Axen; der gemeinschaftliche Durchschnittspunkt O derselben der Ur- 
sprung oder Anfangspunkt genannt. Das Coordinatensy- 
stem heisst ein rechtwinkeliges, wenn die coordinirten Ebenen 
auf einander senkrecht stehen; in jedem anderen Falle ein schief- 
winkeliges. 

Die drei Coordinaten eines Punktes M pflegt man mit den Buch- 
staben &, %,.2 zu bezeichnen, und nennt die Axen, welchen diese 
Coordinaten beziehungsweise parallel sind, Axe der x, Axe der y, 
Axe der 2. In jeder der drei coordinirten Ebenen liegen zwei Axen, 
von welchen diese Ebenen die Namen: Ebene der xy, Ebene der xz, 
Ebene der yz erhalten. Bei der graphischen Darstellung werden die 
Coordinaten des Punktes M: 

Mr MEN DL 
gewöhnlich durch die gleichgeltenden Strecken OK = MR, PK —= MW, 
und- MP zur Darstellung gebracht. 

Denkt man sich nun die Goordinaten-Ebenen nach allen Seiten ins 
Unendliche erweitert, so entsprechen denselben numerischen Wer- 
then der drei Coordinaten &, %, 2 offenbar acht Punkte, welche in den 
oben erwähnten acht körperlichen Ecken liegen. Um diese acht Punkte 
von einander zu unterscheiden, genügt es, die Coordinaten noch mit 
den gehörigen Vorzeichen zu versehen, und positiv oder negativ zu 
nehmen,, je nachdem dieselben auf den zugehörigen Axen vom Ur- 
sprunge aus nach der einen, oder nach der anderen entgegengesetzten 
Richtung abgeschnitten werden. Der Ursprung theilt sodann jede der 
Axen in zwei Hälften, eine positive und eine negative; in den Figuren 
werden die positiven Halbaxen durch OX, OY, OZ vorgestellt, und in 
der Regel allein gezeichnet. 

Sind m, n, p die numerischen Werthe der Coordinaten eines Punktes, 
so ergibt sich für die acht möglichen Lagen desselbeu folgendes Schema: 


—=+ m “= —m "—=—m t=-+m 
y—=Htn y—=Htn vn yz=ın 
2 =-+P 2 =H+tp z=+tp» z=+p» 
= m —=—m i—=—-m x—=-+m 
y=+tn y—tn yE—N ym—n 
# = — pP 2 =—» 2 = —»pP 2 =—P. 


Bezeichnen wir daher mit a, b, c die mit den gehörigen Vorzeichen 
versehenen Werthe der Coordinaten eines Punktes, so ist die Lage 
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desselben im Raume- durch die drei Gleichungen: 

I PYZEDA DEE 
vollkommen bestimmt; sie werden daher die Gleichungen des 
Punktes genannt. 


Liegt der Punkt in einer der coordinirten Ebenen, so ist die den 
Abstand desselben von dieser Ebene ausdrückende Coordinate = 0; 
zwei seiner Coordinaten werden Null, wenn er in einer der Axen liegt; 
endlich gehören die Gleichungen & = 0, 4 —=0, 2=0 dem Ursprunge ' 
selbst an. 


249. Die Punkte P, @, R (Fig. 68, S. 420), in welchen die Coor- 
dinaten des Punktes M die coordinirten Ebenen treffen, sind die — 
parallel zu den Axen genommenen — Projectionen des Punktes M 
auf die genannten Ebenen. Bezeichnen wir, wie oben, mit a, b,c 
die Coordinaten des Punktes M, so sind offenbar: 


el | die Gleichungen der Projection des Punktes M 


y=b |) auf die Ebene der xy. 
*=ca | die Gleichungen der Projection des Punktes M 
BEER | auf die Ebene der «2. 
y==b | die Gleichungen der Projection des Punktes M 
et | auf die Ebene der yz. 


Von diesen drei Systemen von Gleichungen ist jedes eine Folge 
der beiden anderen und kann aus diesen abgeleitet werden, woraus 
folgt, dass die Lage eines Punktes im Raume durch zwei Projectionen 
desselben vollkommen bestimmt ist. Aus diesem Grunde reicht die dar- 
stellende Geometrie bekanntlich mit zwei Projectionsebenen aus, während 
die analytische Geometrie dreier Coordinaten-Ebenen bedarf, weil zwei 
Projectionen zu ihrer analytischen Bestimmung drei Coordinaten erfordern. 


In den meisten Fällen kommen rechtwinkelige Coordinatensysteme 
zur Anwendung; dann sind P, Q, R die senkrechten oder ortho- 
gonalen Projectionen des Punktes M, und wir wollen, bevor wir 
weiter gehen, einige Sätze über derlei Projectionen voranschicken, welche 
uns von Nutzen sein werden. 


1) Fällt man aus den Endpunkten einer begrenzten Strecke — I 
Senkrechte auf eine Gerade G (die Projectionsaxe), so heisst das 
zwischen den Fusspunkten der Senkrechten liegende Stück der Geraden 
@ die Projection der Strecke 7 auf die Gerade G. — Liegen die 
projieirte Gerade und die Projectionsaxe in einer Ebene, so ist, wenn 
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die Projection mit 9, der Neigungswinkel beider Geraden mit « be- 
zeichnet wird, offenbar 

2—='1.008 4 

Diese Gleichung gilt aber auch dann, wenn die beiden Geraden 
nicht in derselben Ebene liegen. Man überzeugt sich hievon sehr 
leicht, wenn man beachtet, dass unter dem Neigungswinkel zweier 
sich nicht schneidenden Geraden immer derjenige Win- 
kel zu verstehen ist, welchen zwei Gerade einschliessen, 
die durch einen beliebigen Punkt parallel zu den gege- 
benen Geraden gezogen werden. Legt man sodann durch die 
Endpunkte A, B der Strecke AB=! zwei auf die Projectionsaxe 
senkrechte Ebenen, welche die Axe in den Punkten A’, B’ schneiden, 
ferner durch den einen Endpunkt A eine zur Axe parallele Gerade 
AO, welche die. durch B gelegte Ebene in C trifft, so ist offenbar 
p=AB = A(, und in dem bei © rechtwinkeligen A ACB: AC —= 
ABcosBAC; der Winkel BAC ist aber eben der Neigungswinkel « 
der Geraden /! gegen die Axe, somit p = cos«, wie oben. 

2) Die Projection einer Geraden / auf eine Ebene ist 
die Folge der Projectionen sämmtlicher Punkte der Geraden auf diese 
Ebene, folglich eine in dieser Ebene liegende Gerade, welche von den 
Projectionen der Endpunkte der Strecke Z begrenzt wird. Ist « der 
Neigungswinkel der Geraden gegen die Ebene, so hat man offenbar 
wieder 9 = 1 cos. 

3) Unter Projeetion einer ebenen Figur auf eine Ebene 
versteht man die in letzterer Ebene liegende Figur, welche von der 
Projeetion des Umfanges der projicirten Figur eingeschlossen wird. — 
Ist die projieirte Figur ein Dreieck, F' dessen Flächeninhalt, f jener 
der Projection desselben auf eine Ebene, welche gegen die Ebene des 
Dreieckes unter- dem Winkel « geneigt ist, so ist. wieder: 


ZRRNCOS d. 
Denn es sei ABO (Fig. 69) das auf die Ebene MN zu projici- 
rende Dreieck, ünd nehmen wir zuerst an, Fig. 69. 


dass eine Dreiecksseite BU in der Ebene 
MN liege; fällt man von A das Loth 4A’ 
auf die Ebene, so ist A’BC die Projection 
des A ABC; zieht man nun A’D senkrecht 
auf BC, so ist auch AD senkrecht auf BO, 
Bomie 7 ADAT— 0; folglich ‚AD — 
ADeose, und BO.A’D= BO. AD .coso, 

Bst —»F.c08:0: | 
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Liegt keine der Dreiecksseiten in der Projectionsebene, so nehme 
man an, dass letztere durch eine der Dreiecksecken, etwa C (Fig. 70) 
gehe, was immer gestattet ist, weil sich die Projection offenbar nicht 

Fig. 70. ändert, wenn man die Projectionsebene pa- 
rallel zu sich selbst verschiebt. Fällt man 
sodann aus A und B die Lothe AA’ und 
BB’, verlängert AB bis zum Durchschnitts- 
punkte .D mit der Projections-Ebene und zieht 
DC, so ist nach Obigem: A'CD=ADO cose, 
B’OD=BCD ecos«, aus welchen Gleichungen 
durch Subtraktion wieder A B’O= ABÜcose, 





U. 1 12 5 = 3608 0 1OlEt, 


Da ferner jedes ebene Polygon in Dreiecke zerlegt und jede von 
einer krummen Linie umschlossene Figur als Polygon von unendlich 
vielen Seiten betrachtet werden kann, so gilt der durch die Gleichung 


f= F cos«@ ausgesprochene Satz für jede wie immer gestaltete ebene 
Figur. 


4) Sei ABCD (Fig. 71) ein System von mehreren aufeinander 
folgenden Geraden, gleichgiltig, ob dieselben in einer Ebene liegen, 
Fig. 71. oder nicht. Legen wir durch die Eck- 

punkte A, B, C, D Ebenen senkrecht auf 
eine beliebige Axe MN, so sind die auf 
letzterer von diesen Ebenen abgeschnit- 
tenen Strecken A’B’, B’C', 0’D’ die Pro- 
jectionen der Seiten AB, BC, CD der 
| gebrochenen Linie. Bezeichnen wir diese 
BE Seiten mit a,, 4,, @,; die Neigungswinkel 
N_ derselben. gegen die Projectionsaxe MN 
mit &,, &,, &,. Da für die Neigung zweier 
Geraden zwei, einander zu 180° ergänzende Winkel genommen werden 
können, so ist im vorliegenden Falle, wo es sich um die Verbindung 
mehrerer Projectionen handelt, unzweideutig zu bestimmen,. welcher von. 
beiden Winkeln zu wählen sei. Zu diesem Zwecke nehmen wir jenen 
der beiden Endpunkte einer Seite, welchen ein das Liniensystem in 
einem bestimmten Sinne (z. B. A, B, (, etc.) durchlaufender Punkt: 
zuerst überschreitet, als Anfangspunkt dieser Seite an, und ziehen durch 
den Anfangspunkt jeder Seite nach derselben Richtung eine Paral- 
lele zur Projectionsaxe (An, Bn, Un, ete.). Als Neigungswinkel einer‘ 
Seite gegen die Axe ist dann der 180° nicht überschreitende Winkel 

















425 


zu nehmen, welchen diese Seite mit der durch ihren Anfangspunkt ge- 
legten Parallelen zur Axe einschliesst. 

Ziehen wir noch die das Polygon schliessende Gerade AD, welche 
wir die Resultirende nennen und mit ZA bezeichnen wollen, so ist 
A’D’ deren Projection, und, wenn wir zunächst den Anfangspunkt A 
des Liniensystems auch als Anfangspunkt der Resultirenden annehmen, 
der Winkel DAn = u ihr Neigungswinkel gegen die Axe MN. Sind 
nun diese Winkel sämmtlich spitzig, so hat man offenbar 

AD = AB" + PBC+ CD, (m) 
ARE. 

R cost —-a, 6050, + A, 0050, a, C050,. 

Kommen aber unter diesen Winkeln stumpfe vor, so werden die in die 
Cosinusse derselben multiplieirten Glieder dieser Gleichung negativ; 
gleichzeitig müssen aber die diesen stumpfen Winkeln entsprechenden 
Projecetionen in die Summe (m) subtraktiv eingehen, wie man sich an 
einer Figur sehr leicht überzeugt, so dass der in obiger Gleichung aus- 
gesprochene Satz: 

Die Summe der Projeetionen mehrerer auf einander 
folgenden Geraden auf eine beliebige Axe ist gleich der 
Projection der Resultirenden, 
allgemein gilt. Man kann diesen Satz auch so aussprechen: 

In jedem geschlossenen Polygone ist die-Summe 
der Projectionen sämmtlicher Seiten auf eine beliebige 
AZ EN. 

In der That, lässt man den Unterschied zwischen Seiten und Re- 
sultirenden fallen, so muss der Neigungswinkel der letzteren in dem- 
selben Sinne gezählt werden, wie bei den Seiten; somit hat man für 

die Seite AD—= R==a, den Punkt D als Anfangspunkt und den Winkel 
@, —180° — u zu nehmen, wodurch R cosu = — a, cos«, wird, und 
obige Gleichung in folgende übergeht: 
4, 605%, + 0, .0080, -—+ a, c0s0, + a, cosa, = 0: 

Es folgt auch hieraus, dass, wenn zwei Polygone eine ge- 
meinschaftliche Seite haben, die Summe der Projectio- 
nen aller übrigen Seiten auf eine beliebige Gerade 
bei beiden Polygonen gleich gross ist. 

250. Seien (Fig. 72) OX, OY, OZ die positiven Richtungen der 
drei aufeinander senkrechten Coordinatenaxen, M ein beliebiger Punkt, 
dessen Coordinten OK =x, PK=y, MP=z2. Denken wir uns 
durch OX und M eine Ebene OKM gelegt, so ist die Lage des 
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Punktes M offenbar bestimmt, wenn man seine Entfernung OM==r vom 
festen Punkte O, dem Pole; den Winkel MOX = 9, welchen die OM 
mit der festen Axe OX, der Polaraxe, einschliesst; und endlich den 
Neigungswinkel MKP= w der Ebene OKM gegen eine feste durch 
Fig. 72. OX gelegte Ebene XOY, die Grundebene 
7 kennt. Diese drei Bestimmungsstücke werden 
Polarcoordinaten des Punktes M genannt; 
die Entfernung OM des Punktes M vom Pole 
heisst der Radiusvektor. Dieser wird in der 
Regel immer positiv genommen, der Winkel ® 
von 0° bis 180°, der Winkel ® von 0° bis 
360° gezählt, wodurch diese Coordinaten oflen- 
bar die Fähigkeit erhalten, jeden beliebigen 
Punkt im Raume zu erreichen und zu bestimmen. 





Fällt der Pol mit dem Ursprunge eines rechtwinkeligen Parallel- 
coordinatensystemes, die Polaraxe mit der Axe der x, die Grundebene 
mit der Ebene der xy zusammen, so bestehen zwischen den rechtwinke- 
ligen Coordinaten eines Punktes M und seinen Polarcoordinaten die 
Gleichungen: 


2 = r.0050, yrsindcosw, 2 Tran Veen (1) 
welche sich aus den rechtwinkeligen Dreiecken OKM und KPM leicht 


ergeben. Aus diesen Gleichungen folgt, wenn man sie quadrirt und 
addirt, sowie durch Division derselben: 


.ın 


& 
v®?+y+ 2% 
wobei 9 im 1#e oder 2te» Quadranten zu nehmen ist, je nachdem & 
positiv oder negativ; & aber in jenem der 4 Quadranten, welcher das 
Zeichen von cos w mit jenem von y, und das Zeichen von sin @ mit 
jenem von 2 zur Uebereinstimmung bringt. 








a a rl wo=, (2) 


Wie man sieht, sind die rechtwinkeligen Coordinaten x, Y, 2 eines 
Punktes M nichts anderes, als die Projectionen seines Radiusvektors 
auf die drei Coordinatenaxen; bezeichnet man daher mit «, £, y die 
Winkel, welche derselbe mit diesen Axen bildet, so ist: Sg 

2 = 1°008 EL SW— TORE RFTT RO N (3) 
Hieraus folgt, wenn man quadrirt und addirt: 
x»? + y? +2? —=r? (cos @® + cos ß? + cos y?), 
folglich mit Rücksicht auf die erste der Glgn. (2): 
cos a? + cos ßP? + cos y’ —1. (4) 
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Die drei Winkel «, #, y sind demnach nicht unabhängig von einander, 
und wenn zwei derselben gegeben sind, so ist der 3° durch die Gl. (4) 
bestimmt. 

Man kann die Grössen «, ß, y, r als eine andere Art von Polar- 
coördinaten betrachten, welche mit Hilfe der Glgn. (3) in rechtwinke- 
lige umgesetzt werden. Umgekehrt hat man: 


Y — Va? + „+ 22, | 
| 


x Q zZ 
COS ——, csß—?, c08Yy — 
fr % Y 





(5) 


251. Es seien M und M’ (Fig. 73) zwei Punkte im Raume, x, y, 2 
und x, y, 2 deren Coordinaten, D—= MM’ ihre Entfernung. Denken 
wir uns durch jeden der Punkte M, M’ Fig. 73. 
drei zu den coordinirten Ebenen parallele Z 
Ebenen gelegt, so schliessen diese ein 
rechtwinkeliges Parallelepipedum ein, wel- 
ches die MM’ = D zur Diagonale, und 





die Differenzen der gleichnamigen Coordi- KX 
naten: & — x, y — Y, 2 — z zu Seiten 
hat, deren Quadratsumme bekanntlich dem 
Quadrate der Diagonale gleich ist. Man 
hat daher: 
D—=(& a. + —y’ re —2) (t) 


als Ausdruck der Distanz zweier Punkte im Raume in Funktion ihrer 
rechtwinkeligen Coordinaten. 

Die. Differenzen & — x, yY — y, 2 —z sind, wie man leicht 
sieht, die Projectionen der MM’= D auf die Coordinatenaxen; es 
drückt somit die Gl. (1) den Satz aus: Das Quadrat einer begrenz- 
ten geraden Linie ist gleich der Summe der Quadrate 
ihrer Projectionen auf drei aufeinander senkrechte 
Gerade. | 

Bezeichnet man mit 4, u, v» die Neigungswinkel der MM’ =D, 
in der Richtung von M gegen M’ genommen, gegen die positiven Halb- 
axen der x, y, 2, so hat man: 

x —a—=Decosh, Y—y=Deou 2 —2=Deosv, (2) 
somit: 


’ 14 [4 

0 —% Y—y 2 —2 

CO COS Lu =, 608 = —— 3 
1% f Pr (3) 


welche Gleichungen, in Verbindung mit (1) die Winkel finden lassen, wel- 
che die MM’ mit den Axen einschliesst, wobei D positiv zu nehmen ist. 








Quadrirt und addirt man die Glgn. (3), so erhält mın: 
cosA? + cos? + cosv? —1; (4) 
es ist somit die Summe der Quadrate der Gosinusse der 
Winkel, welche irgend eine Gerade mit den Coordina- 
tenaxen einschliesst, =1; ein schon durch Gl. (4) des vor. $. 
ausgesprochener Satz, da man |S. 249, 1)] unter den Winkeln, welche 
eine beliebige Gerade im Raume mit den Axen einschliesst, diejenigen 
zu verstehen hat, welche eine durch den Ursprung gezogene Parallele 
mit denselben bildet. | 
Seien ferner. r, r’ die Radienvektoren der Punkte M und M’; «, ß, 
> und «, 8, 7 die Neigungswinkel derselben gegen die positiven Halb- 
axen der. ©,.%,:2, so ist: 
% Ser COOH DET IC08 DrE 


\ 


Y cosy, | 


(m) 


! ’ 


u FE COS MT 008 BR TO f 
führt man diese Werthe in (1) ein, so erhält man: 
D: —= r? + r? — 2rr' (cosa cos@' + cosß cosß' + c0syY cosy'). 
Bezeichnet man aber mit d den Winkel MOM’, welchen die zwei 
Radienvektoren einschliessen, so ist bekanntlich: 
D —r? + r? —'2rr00s0, 


aus welcher Gleichung, mit Rücksicht auf die vorhergehende, folgt: 





cos0 — cosa cos«@ + cosß cos’ + cosy cosy‘. (5) 

Diese Gleichung drückt nun nicht nur den Winkel aus, welchen 

zwei gegen die Coordinaten-Axen unter den Winkeln @, %, y, und 
a, #', y' geneigte Radienvektoren einschliessen, sondern ganz allgemein 
den Neigungswinkel zweier Geraden im Raume (sie mögen 

‘sich schneiden .oder nicht), welche mit den Axen die genannten Win- 

kel bilden, da dieser Neigungswinkel [$. 249, 1)] kein anderer ist als 

derjenige zweier zu den Geraden parallelen Vektoren. 

Stehen die beiden Geraden auf einander senkrecht, so ist d — 90°, 

cosd —= 0, folglich: ; 

cosa cos@ + cos ß cos’ + cosy cosy —= 0. (6) 

Diese Gleichung drückt somit die Bedingung aus, welche erfüllt sein 

muss, wenn zwei Gerade, welche mit den coordinirten Axen die Winkel 

a, ß, y und «, ß', y einschliessen, aufeinander senkrecht stehen sollen. 
Wird die Gl. (5) mit vr’ multiplizirt, so erhält man mit Hilfe der 

Glen. (m): vr cosd — au’ + yy' + 22’, oder: | 
nr (7) 


6050. : 
r 
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Mit Hilfe der Relation sind? — I —- cosd? findet man hierans, 
da a - y® re? =? 2&? + y?2 +2 r?is: 
r?r ? sind? — (x? 4 y° + en (a? an y? + £?) Bi (2x + yYy ze 22)?, 
oder nach leichter Reduction: 

r?r? sind? — (ay — ya)’ + (ze! — ze)” + (ye— zy')’. (8) 

Bezeichnet man aber mit F' den Flächeninhalt des Dreiecks OMM', 
so ist 2F—=rr' sind, womit aus (8) 


xy — yX\? a2 — 2% \° ye — zy'\® 
ee © 


folgt. In Fig. (73) ist POP’ die Projeetion des Dreieckes MOM’ auf 
die Ebene der xy, somit, da x, % und x’, y' die Coordinaten der Punkte 
P und P’ sind, 4 (2y' — yx') der Zahlenwerth des Flächeninhaltes des 
Dreieckes POP [GI. (3), $. 165]. Eben so stellen die Ausdrücke 
3 (22 — zw) und 4 (y2’— zy') die Flächeninhalte der Projectionen des 
AOMM' auf die beiden anderen coordinirten Ebenen vor. Beachtet 
man nun noch, dass die Projection sich nicht ändert, wenn man die 
Projections - Ebene parallel zu sich selbst verschiebt, so folgt aus (9), 
dass das Quadrat der Fläche eines Dreieckes gleich ist 
der Summe der Quadrate der Projectionen derselben 
auf drei zu einander senkrechte Ebenen; welcher Satz sich 





‘ leicht auf eine beliebige, ebene, gerad- oder krummlinig begrenzte Figur 


ausdehnen lässt, und dem am Eingange dieses $. ausgesprochenen Satze 
über Linearprojectionen analog ist. 


TRANSFORMATION DER COORDINATEN. 


252. Unter Transformation oder Verwandlung der Coordinaten ver- 
steht man die Aufgabe, die Coordinaten x, y, z eines Punktes M im 
Raume, bezogen auf ein bestimmtes Coordinatensystem, auszudrücken 
durch die Coordinaten x, y, 2” desselben Punktes in Bezug auf ein 
neues Coordinatensystem, dessen Lage gegen das ursprüngliche gegeben ist. 

I. Nehmen wir erstlich an, es werde, ohne Veränderung der 
Richtung der Axen eines beliebigen recht- oder schiefwinkeligen. Coor- 
dinatensystemes der Ursprung in einen Punkt 0° (Fig. 74) verlegt, 
dessen Coordinaten in Bezug auf das alte System a, db, c sein mögen, 
wobei also die neuen Coordinaten - Ebenen den alten parallel liegen, so 
hat man oftenbar: 


2—- 08, yabry,.-e=cH7: (1) 


2 1 a ETF ea a a a a at ET a Fe Fr IE 
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Denn, zieht man MR parallel zu OX, so schneidet diese Gerade oder 
Fig. 74. ihre Verlängerung die Ebene der y’z’ in R'; 

es st MR=x, MR—=«, und RR=—= 

‚ .@ dem zur x-Axe parallel genommenen Abstande 
der beiden Ebenen yz und y’‘, IcLEE 





M- 

a x somit, dad MR=RR+ MR, a =a+e. 
Eben so überzeugt man sich von der Richtig- 
iP- ‘y keit der zwei anderen Gleichungen. 


| I. Allgemeine Transformations- 
u formeln. Lassen wir nun den Ursprung 0 
ungeändert, und denken wir uns durch denselben drei neue Axen OX,_ 
OY', 0Z (Fig. 75) unter beliebigen Winkeln gelegt. Die Coordinaten 
des Punktes M seien in dem ursprünglichen und neuen Systeme be- 
ziehungsweise: 





OK =, PER Zey MR 

OK tKkeyvNMr 0 
Diese bilden, wie man sieht, zwei gebrochene Liniensysteme: OKPM 
und OK’P'M, welchen die Seite OM gemeinschaftlich ist. Denken wir 
uns nun senkrecht auf die Ebene der xy, in der Richtung der posi- 
tiven Halbaxe der 2, die Normale ON” errichtet, so ist die Projection 
des Liniensystems OKPM =x + y + 2 auf diese Normale offenbar 


Fig. 75. z cos (N.’z), wenn wir mit (N.’z) den von 

NL z der Normale ON” mit der Seite MP=z 

| j Pac oder — was dasselbe ist — mit der Axe 

| | e Ä der z eingeschlossenen Winkel bezeichnen, da 

| Di Ri die Punkte P und K in der auf ON” senk- 
Bez rechten Ebene der xy liegen, und folglich die 
7 3° 7x Projectionen der Seiten PK—=y und OK=x 
Y DB auf die ON” gleich Null sind. Die Projec- 


tion des Systems OK PM =« +y +? 
auf dieselbe Normale ist aber ®’ cos (N.” a) + y cos (NY) + 
x cos (N. 2’), und da diese beiden Projectionen (nach $. 249, 4) ein- 
ander gleich sein müssen, so hat man: 


2. c0s(N 2) — x cos(N” x) + y cos(N”y) + 2 cos(N.’z), 
wobei die Winkel nach der im $. 249, 4 gegebenen Regel zu nehmen 
sind. Zwei ganz ähnliche Formeln erhält man, wenn man dieselben 


Liniensysteme auf zwei andere Normalen ON’ und ON projieirt, welche 
senkrecht auf die Ebenen der zz und %yz in der Richtung der positiven 
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Halbaxen der y und & errichtet werden. Wir haben somit als allge- 
meine Transformationsformeln: 

© cos (N.x)—=xcos(N. x’) + y cos(N. y) +2’ cos (N. ?') | 
Yc0os(N.y)—=xcos(N. @)+ Yycos(N!y)+ 2 cos(N!z)* (2) 
2.008 (N. z)=w cos(N”"xX) + ycos(N”y)+ 2 cos(N 7’), | 

bei welchen wir jedoch nicht weiter verweilen, da sie ihrer grossen 
Complieirtheit halber nur höchst selten eine Anwendung gestatten. 


IH. Transformation rechtwinkeliger Coordinatenin 
schiefwinkelige. Lassen wir in (2) die Axen der x, y, z mit den 
Normalen ON, ON’, ON” zusammenfallen, so ist das ursprüngliche 
Coordinatensystem ein rechtwinkeliges. Die Winkel (N. x), (N. y), 
(N.”z) werden dadurch gleich Null, und die Formeln (2) verwandeln 
sich in folgende: 


2 —=xcos(e.2)+yeos(e.y)-+ 2 cos(x.?) | 
y—=xco(y.2)+yco(y.y)+zco(y.z) \ (3) 
z—=x.cos(2e.2) + y.os (e.y)+z cos (2.2 
Die in diesen Formeln vorkommenden neun Winkel sind jedoch 
nicht sämmtlich von einander unabhängig, sondern an folgende drei 
Bedingungsgleichungen gebunden: 


cos (2.2) +cos(y.2#)”? +cos(2."\) —1 | 

cs (e.y” +cos(y.y” +cosk.y’=1 (4) 

cos (e.2)” + cos(y.2)”’ +cos(2.!)’ —=1 ‚| 
welche, wie man sieht, die bekannte Beziehung ausdrücken, die zwischen 
den Quadraten der Cosinusse der 3 Winkel besteht, welche eine Gerade 
(hier der Reihe nach die Axe der x’, der y', der z’) mit drei auf ein- 
ander senkrechten Axen (der x, y, 2) einschliesst [$. 251, Gl. (4)]. 


IV. Transformation rechtwinkeliger Coordinatenin 
andere gleichfalls rechtwinkelige. Hiezu dienen gleichfalls 
die Glgn. (3), nur treten zu den 3 Bedingungsgleichungen (4), welche 
zwischen den neuen Winkeln stattfinden, noch folgende hinzu: 
cos(x.a’)cos(x.y') + cos (y.a’)cos(y.y') + cos(z.x)cos(2.y)—0 | 
cos (x.x') cos (#.2”) + cos(y.x) cos(y.2’) + cos (2.x)cos(2.2)—0 } (5) 
cos (w.y')cos(@.2')-+ cos(y.y') cos (y.2’) + cos (2.y')cos(2.2)—0, | 
in welchen, wie man sieht, die linken Theile die Ausdrücke der Cosi- 
nusse der Winkel sind, welche die Axen der x’ und Y, der « und 2’, 
und der y' und z’ mit einander einschliessen [$. 251, Gl. (6)], welche 
Gleichungen demnach ausdrücken, dass auch ‘die neuen Axen aufein- 
ander senkrecht stehen. 
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In Folge der sechs -Bedingungsgleichungen (4) und (5) sind von 
den neun in (3) vorkommenden Winkeln nur drei unabhängig, über 
welche man beliebig verfügen kann, und aus welchen sich sofort die 
sechs anderen ergeben. Die obigen Transformationsformeln (3) werden 
aber, trotz ihrer Symmetrie, durch diese darin enthaltenen überzähligen 
Constanten in den meisten Fällen für die Anwendung unbequem, daher 
man sich lieber anderer, von Euler gegebenen Formeln bedient, welche 
nur drei Constanten enthalten, durch welche die Position des neuen 
Systems gegen das alte bestimmt wird. 


V. Euler’s Formeln zur Transformation rechtwinke- 
liger Coordinaten in andere gleichfalls rechtwinkelige. 
Sei: (Fig. 76) OX, OY, OZ das System der ursprünglichen Coordinaten- 
axen; OX’, OY', OZ’ jenes der neuen; die Ebene der xy schneide 


die Ebene der xy in der Geraden OX,, so ist die Lage des neuen. 
Fie. 76. Axensystems bestimmt, wenn fol- 


5‘ 


gende drei Stücke gegeben sind‘ 

1) Der Winkel XOX, —=g, 
welchen die Durchschnittslinie OX, 
mit der Axe der x bildet; 2) der 
Winkel X, 0X’ — vw, welchen die 
Axe der «, OX’ mit der Durch- 
schnittslinie OX, einschliesst ; end- 
lich 3) der Neigungswinkel ® der 
beiden Ebenen der xy und «y, 
welcher dem Winkel ZOZ’ gleich 
ist, welchen die auf die genann- 
ten Ebenen senkrechten Axen der 2 und 2’ einschliessen. Die Winkel 
p und ı sind hiebei in der Richtung von OX gegen OY von 0° bis 
360°, der Winkel # von 0° bis 180° zu zählen. | 

Die Transformation von dem Systeme der &, %, z auf jenes der 
«, y, z wird am einfachsten durch successive Drehungen je zweier 
coordinirter Ebenen um ihre Durchschnittslinie, deren Lage dabei un- 
seändert bleibt, bewerkstelliget, wobei wir, da sich dabei immer bloss 
zwei Coordinaten verändern, von den Transformasionsformeln (6) in 
S. 164 Gebrauch zu machen haben. 





Denken wir uns zuerst das ganze ÜCoordinatensystem um die Axe 
der 2 gedreht, bis die «-Axe mit der Durchschnittslinie OX, zusammen- 
fällt, und bezeichnen wir die auf die neuen Axen OX,, OY,, OZ sich 


beziehenden Coordinaten mit &,, Y,, 2,, So ist offenbar 2, —=z, weil‘ 


1? 
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die xy - Ebene ihre Lage nicht geändert hat, und da die neue &-Axe 
mit der ursprünglichen den Winkel g einschliesst, so hat man [Gl. (6), 
$. 164]: 
2%, 008p — y,sinp, y— x, sinp + Y,:608:p, &=='37.\.(6) 
Von diesem zweiten Coordinatensysteme gehen wir auf ein drittes 


der %,, 95, 2, über, indem wir das 21° um die Axe OX, drehen, so 


dass die neue Ebene der 2,%,, X,OY, mit der ursprünglichen 2y-Ebene 

den Winkel 8 einschliesse; die Axe der z kommt dadurch in die 
ohtuns OZ und wir erhalten: 

nr u —=d, 0080 —- 2,8510 sind +2, cost (7) 

Durch eine nochmalige Drehung endlich um die Axe der 2’ werde 

die &-Axe in die Richtung OX’ gebracht, welche mit der früheren Axe 


der x, den Winkel X,OX’ — ı einschliesst. Dieses 4° Axensystem ist 


nun jenes der X, Y, z’, auf welches das ursprüngliche der x, y, 2 

transformirt werden soll; zum Uebergange vom 31" auf das 4° haben 

wir die Formeln: 

+ycosvw; 3—=.. (8) 
Werden nun diese Werthe von #,, %,, 2, in (7) und die dadurch 

sich ergebenden Werthe von &,, %,, 2, in (6) substituirt, so erhält man 

die gesuchten Transformationsformeln: 


eos —- yany; w=irs 


- 





2&—= .(cosp cosı) — sin sin cosß) 
— Yı(cosp sin + sinpcosW cos#) + 2 sinp sind, | 
y—= x (sing cosW + cos sin ıl cos (9) 


6) 
— Y (sin p sin W — cos cos ıb cos#) — 2’ cosp sind, | 
z= «sind sind + % cos sind + z’ cos® 


Soll nebst der Richtung der Axen auch noch der Ursprung ver- 
ändert werden, so geschieht dies in der Regel am einfachsten durch 
successive Anwendung der Formeln (1) und (9), wobei die Ordnung, in 
welcher beide Transformationen ausgeführt werden, beliebig ist. 

Allgemeine Bemerkungen über die analytische Dar- 
stellung von Flächen und Linien im Raume. 


253. I. Es sei 
Pi2.# 2,0 (1) 
eine Gleichung zwischen den drei veränderlichen Grössen x, y, 2, welche 
wir als Coordinaten eines Punktes im Raume betrachten. Denken wir 


obige Gleichung nach 2 aufgelöst, wodurch wir 
Herr ,Höh. Mathematik, 1. 3. Aufl. 28 
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e= fl, y) 2). 
erhalten, und den beiden Coordinaten &, y willkürliche, aber bestimmte 
Werthe beigelegt, z. Be x =a, y=b, so bestimmt sich dadurch ein 
Punkt m in der Ebene der xy; errichtet man in diesem Punkte ein 
Perpendikel und trägt auf demselben den den Werthen 2 =a, y=b 
entsprechenden Werth von 2, z=f(a, b))=c=mM auf, so erhält 
man einen Punkt M im Raume, dessen Coordinaten a, b, c der Gl. (1) 
oder (2) Genüge leisten. Da nun die Coordinaten x, y von einander 
ganz unabhängig sind, so wird im »Allgemeinen jedem Punkte der 
xy-Ebene ein Punkt im Raume entsprechen, dessen drei Coordinaten 
die Gl. (1) erfüllen, und deren stetige Aufeinanderfolge eine gewisse 
Fläche bilden wird, deren Gestalt und Lage durch die Gl. (1) voll- 
kommen bestimmt ist. Hieraus geht also hervor, dass jede Gl. zwischen 
drei veränderlichen Grössen, geometrisch betrachtet, eine (im Allge- 
meinen krumme) Fläche bedeutet, und dass umgekehrt jede nach einem 
bestimmten Gesetze gestaltete Fläche durch eine Gleichung zwischen 
den Coordinaten eines ihrer Punkte analytisch ausgedrückt werden kann. 
Die Gl. (1) heisst die Gleichung der Fläche, so wie umgekehrt 
letztere der geometrische Ort der Gl. (1) genannt wird. 


II. Untersuchen wir nun die geometrische Bedeutung im Raume 
einer Gleichung, welche nur zwei Veränderliche enthält. Es sei. 
f(&, y)=0 (3) 

diese Gleichung, welche offenbar zunächst irgend eine gerade oder 
krumme Linie nm (Fig. 77) in der zy-Ebene bestimmt. Sei m ein Punkt 
dieser Linie, dessen Coordinaten <= a = Op, y=b= mp der Gl. 
(3) Genüge leisten. Errichten wir im Punkte m das Perpendikel uw 
auf die Ebene der xy von unbegrenzter Länge, so kommen allen Punk- 
Fig. 77. ten dieses Perpendikels die Coordinaten x = a, 

y=b zu und genügen somit der Gl. (3), da 
die 3° Coordinate 2, durch welche sie. sich 
allein unterscheiden, in dieser Gleichung nicht 
erscheint; jeder Punkt dieses Perpendikels ist 
folglich ein Punkt des geometrischen Ortes der 
Gl. (3). Dasselbe gilt nun offenbar von allen 
parallel zur Axe der z durch die Curve mn ge- 
zogenen Geraden, die in ihrer stetigen Aufein- 
anderfolge eine Fläche bilden, welche man sich dadurch erzeugt denken 
kann, dass irgend eine dieser Geraden, immer mit der z-Axe parallel 
bleibend, längs der Linie mn sich fortbewegt. Eine solche Fläche wird 














435 


bekanntlich Cylinderfläche genannt. Die Gl. (3) ist demnach die 
Gleichung eines auf der x&y-Ebene senkrecht stehenden Cylin- 
ders. Eben so drücken die Gleichungen f(x, 2) —=0, f(y, 2) = 0 
Cylinderflächen aus, welche beziehungsweise auf den Ebenen der &2 und 
yz senkrecht stehen. — So ist z. B. «+ y?=r? die Gleichung 
eines Cylinders von kreisförmiger Basis, dessen Axe mit der Axe der 
2 zusammenfällt; die Gleichung & = az + b.bedeutet eine Ebene, welche 
auf der Ebene der x2 senkrecht steht. 


Il. Enthält eine Gleichung bloss eine Veränderliche, z. B. 

x, ist also von der Form: | 
f(x) —®0, 

so kann man dieselbe nach x aufgelöst denken und erhält dadurch 
& = a, wo a eine bestimmte Grösse ist, welche entweder nur einen oder 
mehrere Werthe besitzt, je nachdem die Gleichung f(x) = 0 vom 1ten 
oder höherem Grade ist. Der Gleichung x = a genügen aber alle 
Punkte im Raume, deren Abstand von der y2-Ebene = «a ist, welche 
Punkte offenbar in einer zu dieser coordinirten Ebene parallelen, oder 
auf der Axe der x senkrechten Ebene liegen; es ist daher x = a oder 
allgemeiner f(x) — 0 die Gleichung einer (oder, wenn f(x) = 0 von 
höherem Grade, mehrerer) zur Ebene der yz parallelen Ebene. Eben 
so drücken die Gleichungen y —=b, 2==c Ebenen aus, welche bezie- 
hungsweise zu den Ebenen der x2 und x&y parallel liegen. 

IV. Betrachten wir nun die Gleichungen zweier Flächen: 

m ray 0, ande y2)=09 (4) 
als co&xistirend, so sind für die Coordinaten xz, %, 2 nur solche 
Werthe zulässig, welche beiden Gleichungen gleichzeitig Genüge leisten. 

Offenbar kommt diese Eigenschaft ausschliesslich nur den Coordi- 
naten jener Punkte zu, welche sich in beiden Flächen zugleich befinden, 
d. h. den Punkten der Durchschnittslinie, woraus erhellt, dass durch das 
Zusammenbestehen beider Gleichungen eine Linie im Raume analytisch 
ausgedrückt wird, und zwar die Durchschnittslinie der beiden Flächen, 
welche jede dieser Gleichungen für sich betrachtet zum geometrischen 
Orte hat. ; 
| Eine Linie im Raume erfordert daher zu ihrer analytischen 
Darstellung ein System zweier Gleichungen zwischen den verän- 
 derlichen Coordinaten eines ihrer Punkte; diese Gleichungen werden 
die Gleichungen der Linie genannt. 

Da durch zwei Gleichungen zwischen drei veränderlichen Grössen 
zwei derselben durch die dritte bestimmt sind, so ist in den Gleichungen 

28* 
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einer Linie bloss eine der drei Coordinaten, z. B. x als willkürlich oder 
unabhängig zu betrachten und die beiden anderen % und 2 sind Funk- 
tionen derselben. Hieraus folgt, . dass, wenn wir mit p(x), @'(«) diese 
Funktionen bezeichnen, die durch die Glgn. (4) dargestellte Curve auch 
durch die Gleichungen: 


y=Yyla), 2=Yyl), (5) 
oder | 
ve y)=0, Wem 2)— 0 (6) 
bestimmt ist. Diese sind aber, jede für sich betrachtet, die Gleichungen 
zweier Cylinderflächen, -welche beziehungsweise auf der Ebene der x% 
und zz senkrecht stehen, und die projicirenden Cylinder der 
Linie im Raume genannt werden. Die Gleichungen derselben (5) oder 
(6) werden erhalten, wenn man aus (4) einmal z, dann y eliminirt. 
Durch Elimination von & erhält man die Gleichung 1)” (y, 2) = 0 des 
dritten auf die Ebene der 42 senkrechten projieirenden Cylinders. 


Jede dieser Gleichungen kann, da sie nur 2 Coordinaten enthält, 
als Gleichung einer Curve in der Ebene dieser Coordinaten betrachtet 
werden; diese drei Curven sind die Durchschnittslinien der drei proji- 
eirenden Cylinder mit den coordinirten Ebenen und heissen die Pro- 
jeetionen der Curve im Raume auf diese Ebenen. In diesem Sinne 
kann man daher auch sagen, dass eine Curve im Raume durch. die 
Gleichungen ihrer Projectionen auf zwei coordinirte Ebenen bestimmt ist. 


Eine Curve im Raume heisst von einfacher oder doppelter 
Krümmung, je nachdem sämmtliche Punkte derselben in einer Ebene 
liegen oder nicht. 


V. Endlich stellen drei Gleichungen zwischen drei veränderlichen 
Coordinaten, deren jede einzelne eine Fläche bedeutet: 


F\2,9,2)—0,. Pl u 2)=-0, Bien 


als coöxistirend betrachtet, einen oder mehrere bestimmte Punkte 
im Raume dar. Dies erhellt sowohl daraus, dass nach dem Obigen je 
zwei dieser Gleichungen eine Curve im Raume ausdrücken, welche der 
durch die 3t° Gleichung dargestellten Fläche im Allgemeinen nur in 
einem oder mehreren bestimmten Punkten begegnet; als auch aus 
dem Umstande, dass 3 Grössen durch 3 Gleichungen vollständig be- 
stimmt sind; durch successive Elimination erhält man aus obigen Glei- 
chungen andere von der Form: 2=a, y=b, z==c, durch welche 
die Coordinaten des oder der Durchschnittspunkte der durch obige 3 ° 
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Gleichungen dargestellten Flächen explicit bestimmt sind, und zwar 
auf die möglichst einfachste Weise, durch den Durchschnitt dreier zu 
den coordinirten Ebenen parallelen Ebenen. 





ZWEITES KAPITEL. 
VON DER EBENE UND DER GERADEN LINIE, 


Die Ebene. 


254. Es sei (Fig. 78) STU eine Ebene. in einer beliebigen Lage 
gegen das Coordinatensystem; fällen wir aus dem Ursprunge das Loth 
OP auf dieselbe, so ist ihre Lage durch die Länge und Richtung dieses 
Lothes vollkommen bestimmt, Irgend ein Punkt Fig. 78. 

M. im Raume bildet mit den Punkten O und 
P verbunden ein Dreieck MOP, welches, wenn 
M ein Punkt der durch P senkrecht auf OP 
gelegten Ebene ist, aber auch nur unter die- 
ser Bedingung, bei P einen rechten Winkel 
hat, Betrachtet man daher den Punkt P, gleich 
dem Ursprunge O, als einen festen, M als 
einen veränderlichen Punkt im Raume, so 
drückt die Gleichung OP? + PM? —= OM? 
aus, dass M ein Punkt der durch P senkrecht auf OP gelegten Ebene 
ist. Setzt man also OP—=p, bezeichnet mit a, db, c die Coordinaten 
des Punktes P, mit x, y, 2 jene des Punktes M, so geht obige Glei- 
chung über in: 
@+b re. + (2-0? +y—- be - Ye +y? +2, 
welche sich nach gehöriger Reduktion, und wenn man beachtet, dass 
a2 = b? cc? —p? ist, in | 

ae + by +c2=p? | (1) 
“verwandelt. Diese ist somit die Gleichung einer Ebene, welche 
durch den Punkt a, b,c geht und auf dem Radiusvektor p dieses Punk- 
tes senkrecht steht. Bezeichnet man mit «, ß, y die Neigungswinkel 
des Perpendikels p gegen die positiven Halbaxen der x, 9, 2, so Ist: 
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& == 2:0080,. 6 =, 0 == P C0897 (2) 


wobei p stets positiv zu nehmen ist, und durch Substitution dieser 
Ausdrücke nimmt die Gl. (1) der Ebene folgende Gestalt an: 

zcs@a+tycsß +zcsy=p. (3) 

Die Ebene schneidet die Axen in den Punkten $, T, U, deren 

Abstände vom Ursprunge: e,, €, e,, offenbar die Werthe x, y, 2 sind, 

welche sich aus (1) oder (3) ergeben, wenn man daselbst der Reihe 


nach 4 und z, dann x und 2, endlich x und % gleich Null setzt; man 
findet auf diese Art: 


2 860.0, 705 =D REO PD EBUTE (4) 
und bringt mit Hilfe dieser Ausdrücke die Gl. (3) der Ebene noch auf 
folgende Form: 


re (5) 


Diese verschiedenen Formen der Gleichung einer Ebene unter- 
scheiden sich, wie man sieht, nur durch die verschiedenen Constanten, 
welche in denselben erscheinen und zur Bestimmung der Lage der 
Ebene dienen; die analytische Form dieser Gleichungen ist aber wesent- 
lich eine und dieselbe, und zwar die einer Gleichung des 1'® 
Grades in Bezug auf die veränderlichen Coordinaten, deren allge- 
meine Form: 

Ac + By+(Cz2+D=0 (I) 
ist. Jede Gleichung vom 1!® Grade drückt daher eine 
Ebene aus, da sich die Constanten A, B, C, D immer so bestimmen 
lassen, dass diese Gleichung mit den Glgn. (1), (3) oder (5) identisch wird. 

Bringt man die Glgn. (3) und (I) auf die Form: 





2 
et y@E. | md En ya 
so folgt: 
08-0. Arco DNS C 
Fame nee 


Aus diesen Gleichungen erhält man nun, wenn man sie quadrirt und 
addirt und beachtet, dass cosa? + cosß? + cosy?’— 1 ist: | 
144,43 HB 

p? 7 D:? 5 | 
Die Länge und Richtung des aus dem Ursprunge auf die Ebene (BD 
gefällten Perpendikels ist daher durch folgende Formeln gegeben: 














| D 
2 see | 
VA: EB B? + 02 . | 
A ID BE: 

: a cos P Th rang sem .semmager 2 werner eeie 
yVA?+B?r 02 Ver Fre! 
e (0) 
sr a; 

VArLRT 

und es gelten in diesen Ausdrücken die oberen oder unteren Zeichen, 
je nachdem D positiv oder negativ ist. | 

Der Neigungswinkel zweier Ebenen ist bekanntlich dem Winkel 
gleich, welchen zwei auf diese Ebenen senkrechte Gerade einschliessen, 
und zugleich das Complement zu 90° desjenigen Winkels, welchen eine 
dieser. Senkrechten mit der anderen Ebene bildet. Dies vorausgesetzt, 
bezeichnen wir mit (l.xy), (1.22), (I. yz2) die Neigungswinkel der 
Ebene (I) gegen die coordinirten Ebenen der xy, «2 und yz; mit (I. x), 
(I. 4), (I. 2) die Neigungswinkel der Ebene (I) gegen die Axen der x, 
Yy, 2, so ist 
v—l.ay)—=%W’—(L2); B=(1.xz)—=W’—(Ly); a&—=(1L.y2)—=90'—(1.x); 


somit, wenn wir VA? + B?+ ®—=N setzen, mit Rücksicht auf (6): 
cos (1.2y) =sin(L2)—= 0:.N, 
eher) — sin]. 42 =" BeN, (7) 
koslle 22, - am. 2) — AUN: 
Die Summe der Quadrate dieser drei Cosinusse und Sinusse ist der 
Einheit gleich, übereinstimmend mit der zwischen den Winkeln «, ß, y 
bestehenden Bedingungsgleichung: cos@® + cosß? + cosy? —1. 





P 


cost = + 





(6) 





COS Y == 











255. Wenn in der allgemeinen Gl. der Ebene: 

Axc+ By +02 + D=0 (I) 
einer oder mehrere der Coefficienten verschwinden, so erhält die Ebene 
dadurch eine besondere Lage gegen das Coordinatensystem, welche sich 
in der Form der Gleichung deutlich ausspricht. 

1) Ist D= 0, so haben wir die Gleichung: 

Ax + By+QG=0, Pi) 
welche eine durch den Ursprung gehende Ebene ausdrückt, weil ihr 
die Coordinaten dieses Punktes: 2£—=0, y—=0, z2=0 Genüge leisten. 
Auch wird in diesem Falle 9 =. 

2) Es verschwinde einer der Coefficienten A, B, C; sei z. B. 
C=0, so verwandelt sich (I) in 

Ac+ By+D=0, (2) 

und es wird cos (I. xy) = 0, also (I. xy) = 90°; folglich ist (2) die 


REN ER . 
ET u TE 
hen TE 
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Gl. einer auf Jdie xy-Ebene senkrechten oder zur Axe der 2 parallelen 
Ebene. (Vergl. $. 253, II.) Aus gleichen Gründen sind Ac + 0(2+D=0 
und By + Cz + D=0 die Gleichungen von Ebenen, welche bezie- 
hungsweise zu den Axen der y und x parallel liegen. 

3) Ist nebst D auch noch einer der Coefficienten A, B, C der 
Nulle gleich, so gehen aus (I) die Gleichungen: 

Ax + By=0, 4A -+%&=0, By+ Ge=0, (3) 
hervor, welche, wie aus dem Vorhergehenden erhellt, zu Ebenen ge- 
hören, welche durch den Ursprung gehen und beziehungsweise auf den 
Ebenen der xy, zz und yz senkrecht stehen, und demnach der Reihe 
nach die Axen der 2, y und x in sich enthalten. 


4) Verschwinden zwei der ÜOoefficienten A, B, C, so erhalten wir 
die Gleichungen: 

AA D=0, y+D=0, %«@+D=0, (4) 
oder 2=a, y=b, 2==c, welche zu Ebenen gehören, deren jede 
auf zwei coordinirten Ebenen, folglich auch auf der in diesen liegen- 
den Coordinatenaxe senkrecht, also zur dritten Coordinatenebene pa- 
rallel ist. | 

5) Ist endlich nebst zweien der Coefficienten A, B, C, auch noch 
D=0, so gehen die Gleichungen (4) über n 2 —=0, y—=0, 2—=0, 
welche Gleichungen der Reihe nach den Coordinatenebenen der yz, 
x2, und xy angehören. 


256. Die Ebene: Ace + By+0(z + D=d0... (n schneidet 
die coordinirten Ebenen der xy, zz und y2 in geraden Linien, ST, SU 
UT (Fig. 78), welche Knotenlinien (Spuren, Tragen) genannt 


werden, und in der angeführten Reihenfolge mit z, y ‚ x bezeichnet 

werden sollen. Man erhält (nach $. 253, IV.) die Gleichungen dieser 

Durchschnittslinien, indem man die Gl. der Ebene (I) mit den Glei- 

chungen der coordinirten Ebenen: 2—=0, y=0, #0 der Reihe 

nach verbindet. Somit sind: | 
Ar +By+D=0, z=0 die Gleichungen der 2; 


A&+0+D=0,;, y—=0 - - - 95 
By+0z+D=0, 2 —=0 - ” u 
Bringt man diese Gleichungen auf die Form: 
ae De yo aD, 
B B C Gr 23 BR 


e 


und bezeichnet den Winkel, welchen die 2 mit der Axe der x bildet, 
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mit (2. x) und ähnlich für die. übrigen, so folgt: 
= A — A = C 
8@.)=—- 5 Bu.)=—- 5 B@.)= 5 


durch welche Gleichungen die Richtung der Knotenlinien bestimmt wird. 


257. Betrachten wir nun zwei durch die Gleichungen: 
Ae+By+& +D=0, (I) 
Az +By+(0z+D=0, (IT) 
bestimmte Ebenen, so bietet sich zunächst die Frage nach der Durch- 
scehnittslinie und dem Neigungswinkel derselben dar. Die 
erstere wird in den folge. $$. von selbst ihre Erledigung un, mit 
“der letzteren wollen wir uns jetzt beschäftigen. 

Der Neigungswinkel der beiden Ebenen, den wir mit (I. II.) be- 
zeichnen, ist offenbar d&m Winkel (».p’) gleich, welchen zwei aus dem 
Ursprunge auf die Ebenen (I) und (II) gefällte Perpendikel p, p’ ein- 
schliessen, somit cos (1..II.) = cos(p.p‘). Sind nun «a, ß, y; d', f, y 
die Neigungswinkel dieser Perpendikel gegen die iatenzren so 
hat man [$. 251, Gl. (5)]: | 

cos(P .. p') = cosa cos«@' + cosß cosß’ + cos y cosy,, (1) 

folglich mit Rücksicht auf die Gleichungen (6), $. 254: 

AA + BB + 00 (2) 
V4#7BRr0%.v2?+2?720% 

Sollen die Ebenen (I) und (II) zu einander parallel sein, so 
muss cos(l.II) —= 1 werden; mit diesem Werthe erhält man aus (2) 
nach Wegschaffung der Wurzelgrössen die Gleichung: 

(AB — BA)? + (AU — 0A)’ + (BE — OB’ —0, 
welche in folgende drei zerfällt: 

ABe BA 09,.::4107 04 — 0..B0 —-.CH==0. 
von welchen jede eine Folge der beiden anderen ist. Wir haben daher 


als Bedingungsgleichungen für den Parallelismus der 
Ebenen (I) und (II): 











cos(1..1l,;— 


SB ER 
| RB 20) (8) 
d. h. es müssen die Coefficienten der gleichnamigen Coordinaten pro- 
' portional sein. | 
Diese Bedingung ist erfüllt, wenn wir A=mA, B=mB, 
C’=m( setzen; es ist daher mAx + mBy + mOz + D’— 0, oder, 
da D’ eine willkürliche Grösse ist und durch m.D’ ersetzt werden kann, 
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Ac+ By+(2+D=—0 | (II) 
die Gleichung einer zu (I) parallelen Ebene. 
Es seien p und p’ die Längen der aus dem Ursprunge auf die 
Ebenen (1) und (HI) gefällten Perpendikel, so ist 
=+D:Y®+BR+QG y=+D:YV4+Bi+ 6, 
wobei die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem die Coeffhi- 
eienten D, D’ positiv oder negativ sind. Bezeichnet man nun mit E den 
Abstand der beiden parallelen Ebenen (Il) und (IIJ), so ist, 
wenn man D’ den grösseren der beiden Coefficienten D, D’ sein lässt, 
E=p—», =py—», ode =p+Pp, 
je nachdem D und D’ positiv, negativ oder entgegengesetzten Zeichens 
sind. Hiemit wird in allen drei Fällen: 
B= (4) 
VA?+B?+ 0? 
Damit die Ebenen (I) und (II) sich senkrecht durchschneiden, 
muss cos(I. II.) — 0 sein, womit sich aus (2): 
A4 + BB +00 —=0 | (5) 
als Bedingungsgleichung für den perpendikulären Schnitt 
der Ebenen (I). und (II) ergibt. 














Die gerade Linie. 


„- 


258. Eine gerade Linie im Raume lässt sich immer als Durch- 

schnitt zweier Ebenen betrachten. Sind daher: 

Ax +By +Cz2+D=0 

Ax + By+02:+D—=0 (m) 
die Gleichungen dieser Ebenen, so gehört aus den in $. 253. IV. ent- 
wickelten Gründen das System dieser beiden Gleichungen einer geraden 
Linie im Raume an. Jede dieser Gleichungen kann aber durch irgend 
eine Verbindung derselben ersetzt werden; eliminirt man daher aus 
denselben der Reihe nach «&, y, z, so erhält man drei neue Gleichungen 
von der Form: 
gy+hr+k—=0, ge+hz+K—=0, „ae +Wy+k’—=0, (n) 
und da je zwei dieser Gleichungen durch dieselben Werthe von &, y, P 
befriediget werden, wie die beiden Glgn. (m), so drücken dieselben 
auch —- und zwar in einfacherer Form -— dieselbe Gerade im 
Raume aus. | 








“7 EV En u re A EEE I en U et u en En. 4 a>-% 
RER ER N a ee. re a a a Fa 
5 R , ’ ge n SIT . = X a 
u AN 6 ge ? Ba FL ii ” wi. EU k 
Ba Re en 2 Re ee ah A - 
a GE E E Pu 
I f “ 
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Man weiss, dass die Gleichungen (n), von denen jede eine Folge der 
beiden anderen ist und aus ihnen durch Elimination der beiden Glei- 
chungen gemeinschaftlichen Coordinate abgeleitet werden kann, die 
Gleichungen dreier Ebenen sind, welche beziehungsweise auf den Ebe- 
nen der y2, 2 und xy senkrecht stehen und von welchen je zwei durch 
ihren Durchschnitt die Gerade im Raume bestimmen. Diese drei Ebenen 
sind die projicirenden Ebenen der Geraden; da ferner jede dieser 
Gleichungen nur 2 Coordinaten enthält, so kann sie zugleich als Glei- 
chung der Durchschnittslinie der projieirenden Ebene mit der Ebene 
dieser Coordinaten, d.h. als Gleichung der Projection der Geraden 
im Raume auf die bezügliche coordinirte Ebene betrachtet werden, und 
in diesem Sinne sagt man, dass eine Gerade im Raume durch die Glei- 
chungen ihrer Projectionen auf zwei coordinirte Ebenen bestimmt sei. 

Es ist natürlich im Allgemeinen willkürlich, welche zwei der Glgn. 
(n) zur analytischen Darstellung einer Geraden man wählen will; wir 
werden uns im folgenden der beiden ersteren, in der Form: 


z=ae+ea y=bz + P el) 
bedienen, welche die Gerade durch ihre Projectionen auf die Ebenen 
der 22 und 2 ausdrücken. — Nur in dem Falle, wenn die Gerade zur 


xy-Ebene parallel ist, kann sie durch 2 Gleichungen von dieser Form 
nicht dargestellt werden, weil dann die zwei Ebenen, welche sie auf 
die Ebenen der x2 und yz projieiren, in eine einzige Ebene 2— y zusam- 
menfallen; man wird in diesem Falle die Gleichung der Projection auf 
die Ebene der @2y:y== cx + Ö zu Hilfe nehmen, welche in Verbin- 
dung mit der Gl. z= y die Gerade bestimmt. 





Aus den Gründen der analytischen Geometrie in der Ebene folgt, 
dass die Constanten «, $ der Gleichungen (1) die vom Ursprunge aus 
gezählten Strecken sind, welche diese Projectionen auf den Axen der 
x und y abschneiden; a und b aber die trigonometrischen Tangenten 
der Winkel, welche sie mit der Axe der 2 einschliessen. Hieraus folgt, 
dass die Richtung einer Geraden im Raume bloss von den Üoeffi- 
cienten « und b abhängen kann, und dass somit zwei Gerade im Raume 
parallel sein werden, wenn ihre Gleichungen in Bezug auf diese Coeffi- 
cienten übereinstimmen. 


Die Durehschnittspunkte der Geraden (1) mit den Coor- 
dinaten-Ebenen ergeben sich ganz einfach durch Verbindung der Glgn. 
(1) mit den Gleichungen dieser Ebenen. So erhält man z. B. für 
2=0:2—=a, y=P als die Coordinaten des Durchschnittspunktes 
der Geraden mit der Ebene der xy. 
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Die Winkel, welche die Gerade (1) mit den‘ positiven Halb- 
axen der x, y, 2 einschliesst, wollen wir mit (1.x), (1.y), (1.2) 
bezeichnen. Nehmen wir auf der Geraden zwei beliebige Punkte x, y, 2 
und «, y, z', und bezeichnen ihren Abstand mit », so ist bekanntlich 
[Gl. (1) und (3), 8. 251] | 
0s(1.2) = ——, 0s(1.9)=—, :cos(d ei . 


= Ve _ NM Hy ey een 
Weil aber der Punkt x, y', 2’ in der Geraden liegt, so hat man & —= 
az + a, y=bz’ + f, welche Gleichungen mit (1) durch Subtraktion 


verbunden: 


’ ! 








“—-2=al® —2, Y—-y=b(eE —z) | 
geben, womit endlich 7» —= (2 — z) Via: 9% folet Die drei 


URS 
Y 








letzten Gleichungen bestimmen nun die Verhältnisse — K 


’ 
A 


und 





8257 und man erhält: 
b 1 
SON ya ara 
Diese Ausdrücke sind zugleich die Sinusse der Neigungswinkel (1.2), 
(1.22), (1.x2y) der Geraden (1) gegen die Coordinatenebenen, welche 
die Winkel (1.2), (1.y), (1.2), wie man leicht sieht, zu 90° ergänzen. 
Mit Hilfe der Glgn. (2) findet man: 





cos(1.0)— (2) 





=: RER b= ae £ 25 (3) 
cos (1.2) cos(1.2) 
womit die Glgn. der Geraden (1) folgende Form annehmen: | 
cos(l.x) cos (1. n Ä 
er I FE 4 
ae PER cos (1. FA “) 


259. Als besondere Fälle der Lage der Geraden sind folgende 
zu bemerken: | 2 
1) Zwei Gleichungen von der Form: 

NE | 
in welchen die constanten Glieder fehlen, gehören einer d urch 
den Ursprung gehenden Geraden an; sie werden in der That 
durch die Coordinaten &=0, y=0, 2=0 dieses Punktes erfüllt ;_ 





auch erkennt man schon aus der Form derselben, dass auch die Pro- 


jectionen durch den Ursprung gehen. 





- % ar N EN a NE Ic 1 REN De FD ee A, 1 Ned 2 a er 
ie er a SR hs RE a a re 
} v oe a Yr mr L, 2 “ a N, ” ug um Mi j er Eu Dr PER 33, u; A 
Y EN % LE a6 vn x da EZ ae nd, E) 
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2) Eine Gerade, welche zu einer coordinirten Ebene parallel 
läuft, wird am einfachsten als Durchschnitt zweier Ebenen dargestellt, 
deren eine zu dieser coordinirten Ebene parallel, die andere darauf 
senkrecht ist. So drücken die Gleichungen = «a, y—=bz + ß eine 
zur Ebene der yz parallele Gerade aus. 


3) Eine Gerade, welche zu zwei coordinirten Ebenen, also 
auch zu der in diesen Ebenen liegenden Axe parallel ist, und mithin 
auf der dritten coordinirten Ebene senkrecht steht, wird durch eines 
der Gleichungssysteme: 


Reh NS, EU 

| SE Be 

ausgedrückt, je nachdem sie zur Axe der x, y, oder z parallel ist. 
Endlich sind: 


2 =Y £ 


> y=0, z==0.die Gleichungen der Axe der x, 
2 ee U RENT ae 1 FE - - - - 9, 
AR - nee. 0: 


260. Betrachten wir jetzt zwei Gerade, welche durch ihre Glei- 


chungen: 
| s=a+a| s=ae +] 
Ver a 


gegeben sind, so bieten sich. wieder zuvörderst die Aufgaben dar, ihren 
_ Durchschnittspunkt, im Falle ein solcher existirt, und ihren Neigungs- 
winkel zu finden. 

e 1) Durchschnitt zweier Geraden. Wenn die Geraden 1) 
und 2) sich in einem Punkte schneiden, so müssen die Coordinaten 
dieses Punktes den Gleichungen beider Geraden Genüge leisten und sind 
daher nichts anderes als die Werthe von x, y, 2, welche die Glei- 
chungen 1) und 2) gleichzeitig erfüllen, und sich aus diesen durch Eli- 
mination bestimmen. Eliminirt man zunächst «& und y, so erhält man: 


ztoe=ar: +0; v” +ß=bzr +, 
aus welchen Gleichungen sich für 2 die beiden Werthe: 


5 u Re 
Fr FE und r2.e RR | 
ergeben, welche, da sie dem Durchschnittspunkte angehören sollen, 
gleich sein müssen. Es ist daher 





’ 


a—- ad. 98 —Pß j NT a 
Bear: oder (a — a) —- f)= (bb —b) (« cl 


Fa 1% 
ey N i 
Be a Fi 5. 
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die Bedingungsgleichung, welcher die Constanten der Gleichun- 
gen 1) und 2) Genüge leisten müssen, wenn diese beiden Geraden 
sich schneiden, oder allgemeiner in einer Ebene liegen 
sollen. Für die Coordinaten des Durchschnittspunktes hat man dann: 


a — d B — be — VB ac — au 
— m — —: ——— En ee 2 
a—a b— een a— a 2) 
2) Neigungswinkel zweier Geraden. Bezeichnen wir den 
Neigungswinkel der Geraden 1) und 2) mit (1.2); mit (1.%), (1.9), 
(1.2) die Winkel, welche die 1) mit den Axen bildet und durch ähn- 
liche Symbole die analogen Winkel der 2), so ist [$. 251, Gl. (5)]: 


cos (1.2) — cos (1.x) cos (2.2) + cos (1.y) cos (2.4) + cos (1.2) cos (2.2), (3) 
oder, wenn man für die Cosinusse ihre Werthe [$. 258, Gl. (2)] einführt: 
a+b +1 
Er (4) 
ya 6 Fi, ver zpiııt 
Sollen die beiden Geraden parallel laufen, so muss cos(1.2)—1 
sein, welcher Werth in (4) eingeführt, nach einer der in $. 257 ausge- 
führten ganz ähnlichen Reduction: 
ad ie b==E% (5) 
als Bedingungsgleichungen für den Parallelismus der 
beiden Geraden liefert. 
Sollen aber die Geraden auf einander senkrecht stehen, so er- 
gibt sich hiefür, wegen cos (1.2) —= 0, die Bedingungsgleichung:: 
aa + bb" +10. (6) 





E zZ — 











cos(1.2) 


Verbindung der Ebene mit der Geraden. 
261. Es seien: 

s—=az te, ı — br +P. 1) 
die Gleichungen einer Geraden, und: 

Arc + By+0z+D=0....)D 
die Gleichung einer Ebene gegeben; beschäftigen wir uns wieder zu- 
nächst mit der Bestimmung des Neigungswinkels (I.1), und des Durch- 
schnittspunktes derselben. 

1) Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ebene. 
Denkt man sich aus irgend einem Punkte der Geraden 1) ein Perpen- 
dikel auf die Ebene I) gefällt, so ist der von diesem Perpendikel und 
der Geraden eingeschlossene Winkel u = 90° — (1.1); der Winkel u 
ist aber jenem gleich, welchen das aus dem Ursprunge auf die Ebene 
gefällte Perpendike! p mit der Geraden 1) bildet; es ist also sin(I.1) 
—=cos(p.1). Nun hat man: VER 
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cos(p.1)—=cos(p.x)cos(1.0) +cos(p.y)cos(1.y)-+eos(p.2)cos(1.2), 
folglich, wenn wir im 2ten Theile dieser Gleichung statt der Cosinusse 
die in 8. 254, Gl. (6) und $. 258, Gl. (2) entwickelten Werthe einsetzen: 
sin L)= an ER (1) 
va BRr0 Vet tı 
Soll die Gerade 1) zur Ebene 1) parallel laufen, so muss sin (I.1) 
—=( sein; hiemit folgt aus (1) als Bedingungsgleichung für 
den Parallelismus: 
da+Bb +(0=0. (2) 
Damit aber die Gerade 1) die Ebene 1) senkrecht schneide, 
muss sin(I.1)— 1 werden, wodurch (1) in 
V4#+270%.Vae+:+1—=Aa+Bb+ 0 
übergeht, welche Gleichung durch Erhebung zum Quadrate auf die Form: 
(A — a0)? + (B— 00)? + (4b — Ba)? — 0 
gebracht werden kann und somit in folgende drei : 
A—aC=0, B—bC=0, Ab -Ba—=o0O 
zerfällt. Die 3t° dieser Gleichungen ist eine Folge der beiden ersteren; 
wir haben folglich als Bedingungsgleichungen, welche erfüllt 
werden müssen, damit die Gerade 1) die Ebene ]) senkrecht 
schneide: 

















A B 
nn D== TE (3) 
2) Durchschnittspunkt einer Geraden und einer Ebene, 
Die Coordinaten dieses Punktes sind jene Werthe von x, y, z, welche 
den Gleichungen der Geraden und der Ebene gleichzeitig Genügelei- 
sten und sich somit durch Elimination aus diesen Gleichungen ergeben. 


Substituirt man die Werthe von x und y aus 1) in I), so erhält man: 


a 











(da+Bb+0)e +4 + BB +D=0, (4) 

woraus 
Aa + BED | 
EV ERER, TOR, | 

und hiemit aus 1): 

(da + Bb +0)% — (Aa + BP + D)b (5) 

2 AatBb+ 0 

(Aa + Bb + O)a — (Aa + BB + D)a 

> As t.Bb +G = | 


folgt. — Ist die Grösse Aa + Bß + D von O verschieden, aber der 
Nenner Aa + Bb + C=0, so werden diese Werthe der Coordinaten 
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des Durchschnittspunktes unendlich gross, somit Gerade und Ebene 
parallel, wodurch wir auf die bereits oben gefundene Bedingung des 
Parallelismus zurückgeführt werden. Ist aber nebst dem Nenner auch 
noch die Grösse A@c + BP? + D=0, so ist die Gl. (4) für jeden 
Werth von 2 erfüllt, d. h. jedes System von Werthen der Coordinaten 
x, y, 2, welches die Glen. der Geraden 1) befriediget, genügt auch der 
Gl. I) der Ebene, und die Gerade liegt folglich ihrer ganzen Aus- 
dehnung nach in der Ebene. ‚Dasselbe sprechen auch die Glen. (5) aus, 
indem diese Ausdrücke die Form 2 annehmen, also unbestimmt werden. 
Es sind somit 
Aa+Bb+C=0, Ace+B2+D=0 (6) 

die Bedingungsgleichungen, welche ausdrunken dass die Gerade 1) in 
der Ebene I) liege. 

In der That folgt dies auch aus der geometrischen Bodeurüär ie 
ser Gleichungen, indem die 1'°, wie bekannt, ausspricht, dass Gerade 
und Ebene parallel sind, die 21 aber ausdrückt, dass die Gerade und 


die Ebene einen bestimmten Punkt, nämlich den Durchsehnittspunkt der... 


Geraden mit der Ebene der x%, dessen Coordinaten =a, y=#ß, 
20 sind, gemeinschaftlich haben. 


Aufgaben über die gerade Linie und die Ebene 


262. 1 Aufg. Die Gleichungen einer Geraden zu fin- 
den, welche durch zwei gegebene Punkte geht. 
Es seien &, %, zZ’ und «”, y’, 2” die Coordinaten der gegebenen 
Punkte; die Gleichungen der Geraden sind von der Form: 
z—= m +u, y=n2+v ds 
und müssen durch die Coordinaten der gegebenen Punkte erfüllt werden, 
wodurch sich die 4 Bedingungsgleichungen: 
5 a 2 + u (2) & == Ds +u (3) 
yz=nz + v yz=n +v 
zur Bestimmung der 4 Unbekannten m, u, », v ergeben, deren Werthe 
sodann in (1) zu substituiren sind, was offenbar auf die Elimination 
dieser 4 Grössen aus den 6 Gleichungen (1), (2) und (3) hinauskommt. 


Subtrahirt man die (2) von (1), sodann die (3) von (2), so kommt: 


e—- —=m@—e) y—Y=n(2 —2) (4) 
Dr ER K— m(? — 29, Yy et y" u NE 2RT 2.) 


durch deren Division man 
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Berg BE BT gut 
N W—ı1 EFT 4 Eee „ (5) 
x — x 2 —2 Y-—Y 2-2 
oder 
2 Dr Br Du : ; Yy ER, y" ; 
ern ner) Ice); ie) 


für die gesuchten Gleichungen erhält. 

Die Gleichungen (4) sind, wie leicht einzusehen, die Gleichungen 
einer Geraden, welche durch den Punkt «, y', 2’ geht, was wegen der 
häufigen Anwendung derselben bemerkt zu werden verdient. 

Lässt man auch die Coordinaten &, %, z einen bestimmten 
Punkt bezeichnen, so hat man in (5) oder (6) die ESEL RLLIGEE 
gen, ee erfüllt sein müssen, damit 3 Punkte im Raume: x, y, 2 
x, Yy, 2; «x, y', z’ in einer Geraden liegen. 


263. 2! Aufg. Ein Punkt und eine Gerade sind gege- 
ben; durch ersteren eine gerade Linie zu legen, welche 
zu letzterer parallel ist. 

Es seien &, y’, 2’ die Coordinaten des gegebenen Punktes, 


xs—=azr +0, y=bz + P 
die Gleichungen der gegebenen Geraden, so hat man als Gl. einer 
Geraden, welche durch den Punkt «, y', 2’ geht: &— X" —=m(2— 7), 
y—y—n(2e— 2), und m—=a, n—b als Bedingung des Parallelismus; 
somit sind 

z— ee —=at—e), y—y=b(z — 2?) 
die gesuchten Gleichungen. 


264. 3! Aufg. Ein Punkt: &, y, zZ und eine Gerade: 
202 + 0,- DD -HPB.,%.1) 


sind gegeben; man suche die Gleichungen einer Geraden, 

welche durch den Punkt «, Y, z’ geht und die Gerade 1) 

senkrecht schneidet; die Coordinaten des Durchschnitts- 

punktes und die Länge des zwischen diesem und dem 

Punkte «, y, 2 enthaltenen Stückes der Senkrechten. 
1) Die Gleichungen der gesuchten Senkrechten seien: 


zs—=adae+cd, y=be+f), (2) 
so hat man, da dieselbe durch den Punkt x, y’, 2 gehen soll: 
“—=ar td, Y=dbr’+ß,; (3) 
damit sie auf der 1) senkrecht stehe: 
ea ti t1—0, (4) 


Herr, Höh. Mathematik, I. 3. Aufl. 239 
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endlich, damit sie die 1) schneide: 


(a - a) P— P)—=(b—-V)(a —e)). (5) 
Man hat nun aus den vier Gleichungen (3), (4), (5) die Werthe der 
Unbekannten a’, d’, «@, #’ zu bestimmen und in (2) zu substituiren, was 
auf die Elimination dieser 4 Grössen zwischen den 6 Gleichungen (2) 
bis (5) hinauskommt, wodurch man. zwei Gleichungen erhält, welche 
die Unbekannten nicht mehr enthalten und die gesuchten Gleichungen 
der Senkrechten sind. 


Durch Subtraktion der Glgn. (2) und (3) findet man nun: 





(4 ’ 
m — © y—y 
’ ’ 

= - =, (6) 
er TEE 


welche Werthe in (4) substituirt, die Gleichung: 
aaa) +HIW—y)+e—)—0 () 
liefern. Durch Substitution der aus (3) folgenden Werthe von « und 
£ in (5) erhält man ferner: 
(a — a) —y+Vl!)=( — VW) — «+ dr); 
substituirt man hierin die Werthe von «a, b’ aus (6), und setzt Kürze 
halber die bekannten Grössen: 


y—be—P—=A, K— a’ —a—=B, a(f —y) — bla —a)—0: 


so erhält man: Sr 
A —«) —- By— y)+ le —Z)=0. » AT 





Die Gleichungen (I) und (II) sind nun jene der gesuchten Senkrechten; 


eliminiren wir aus beiden der Reihe nach y„— y und x — «, so er- 
halten wir sie in der gewöhnlichen Form: 

RB N ERREN Ca. — 4 
1 = — ———e—2£), 4 Na 


2) Die Coordinaten des Durchschnittspunktes ergeben sich aus der 


Verbindung der Gleichungen der Senkrechten mit jenen der gegebenen. 


Geraden, und zwar ist es am einfachsten, die 1) mit (I) zu combiniren. 
Bringen wir zu diesem Behufe die Glgn. 1) auf die Form: 
2 — a =ale — e) — (X — ar — a) al? Be (7) 
y—-yY=b(e —e)— (Y— be — P)=ble ad 
und bestimmen aus den 3 Gleichungen (7) und (I) die Werthe von 
aa, y—Y,% =) 2’, so erhalten wir, da Bb — Aa = ( ist: 


(«e—e). (HD 
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wo Kürze halber N—= a? +5? + 1 gesetzt ist, und x, y, z die 
Coordinaten des Durchschnittspunktes sind. 
3) Endlich hat man für die Länge P des Perpendikels, unter x, 
Y, 2 die Coordinaten des Durchschnittspunktes verstanden: P? — 
(x — 2)? + (y— y)’+ (2 — 2)”, folglich mit Rücksicht auf (8); 
p_ V(0 + B)’ + (Ca — A)? + (45 + Ba)’ 
a +b?’ +1 
Der Zähler unter dem Wurzelzeichen kann nach Entwickelung der 
Quadrate auch so geschrieben werden: 
A?(6?+1)-+B2(a? +1)+0C?(a? +52) + 2(BOb — ACa + ABab); 
da nun CO = Bb — Aa, somit: 
(CO — Bb+ Aa)? = 0? -+ B2b? + A’a? — 2(BOb — ACa + ABab) —=0 
ist, so erhält die genannte Grösse durch Elimination des doppelten 
Produktes die Form (A? + B?® + (0?) (a? + d? + 1), wodurch sich 











für P der folgende einfachere Ausdruck ergibt: 








ee (9) 
a? + b? 

Die Auflösung dieser Aufgabe wird einfacher, wenn man die ge- 
suchte Gerade als den Durchschnitt zweier durch den Punkt «, %', 2 
gelegten Ebenen betrachtet, von denen die eine auf der gegebenen 
Geraden senkrecht steht, die andere durch diese hindurchgeht. In der 


“ That sind obige Gleichungen I und II die Gleichungen dieser Ebenen, 


wie wir später [$. 270 und 267] sehen werden. 


265. 4° Aufg. Man sucht die Gleichungen der Gera- 
den, welche durch den Punkt «, y, 2 geht und auf der 
Ebene: 
Axc+ By+Cz+D=0 (I) 
normal steht; die Coordinaten des Durchschnittspunk- 
tes und die Länge des zwischen diesem Punkte und dem 
Punkte &, y, 2 liegenden Stückes der Normale. 

Die Gleichungen einer Geraden, welche den Punkt «’, y', 2’ ent- 
hält, sind bekanntlich 


ed =ale— 2), y-ybß@-n), 


Ab 


und damit diese auf der Ebene (I) senkrecht stehe, muss a = 


b -=7 sein; folglich sind: 


29* 
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22) (1) 


A 
e——=—-(2—2), y-y— 


Ö 

die gesuchten Gleichungen der Normale. 

Zur Bestimmung des Durchschnittspunktes bringen wir die Gl. (I) 
auf die Form: 
A(2— a) + B(y— y) + C(z— 2) + (Ar + By + (+ D)—=0 
und verbinden diese Gleichung mit den Glen. (1), so erhalten wir, 
wenn Kürze halber 

AX + By +0! +D=E und 4’+B+@®—=N 
gesetzt wird: 
AE A BE ; CE 
nenne ta, 
wo &, y, 2 die Coordinaten des Durchschnittspunktes sind. Endlich 
ist die Länge P des zwischen diesem und dem Punkte «, y‘, 2’ liegen- 
den Stückes der Normale: 
E _4e+By+C/+D (3) 
VN VA? + B?4+ 0? 
wobei das Vorzeichen der Wurzelgrösse übereinstimmend mit dem 
Zeichen des Zählers zu nehmen ist, welches letztere positiv oder negativ 
sein wird, je nachdem der Ursprung und der Punkt &, y', 2 auf ent- 
gegengesetzten Seiten oder auf derselben Seite der Ebene I liegen. 

Ist die Gleichung der Ebene I in der Form: 


PX 0080. Y 008ß + 2 005% 
gegeben, wo bekanntlich 9 die Länge des aus dem Ursprunge auf die 
Ebene gefällten Perpendikels, «&, #, y die Neigungswinkel desselben 
gegen die positiven Halbaxen der x, Y, z bedeuten, so ergibt sich die 


Entfernung P des Punktes «, %', 2 von dieser Ebene sofort durch die 
Bemerkung, dass 


! 
Un ea Da 











p = xcosa + ycosß + 2 cosy | (m) 
die Gleichung irgend einer zur gegebenen parallelen Ebene, und der 
Abstand beider Ebenen = + (p' — p) ist, je nachdem p° > oder 
<_p ist. Dieser Abstand wird aber — P, wenn die Ebene (m) durch 
den Punkt x, y', 2’ geht, wozu erfordert wird, dass 

p=x c0s@ + y cosß + 2’ cosy 
sei, wodurch sich p' bestimmt; man hat daher: 

P= + (« cos@a + y cosß + 2 cosy — P). (4) 
Das Zeichen der Grösse in der Klammer hängt in derselben Weise, 
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wie jenes des Zählers im Ausdrucke (3) von der Lage des Punktes 
x, %, 2 in Bezug auf die Ebene und den Ursprung ab. Auch be- 
merkt man sofort, dass mittelst der Glgn. (6) [$. 254] aus (4) wieder 
der Ausdruck (3) erhalten wird, und umgekehrt. 


| 266. 5* Aufg. Es wird die Gleichung der Ebene ver- 
langt, welche durch drei gegebene Punkte geht. 

Die Coordinaten der gegebenen Punkte M,, M,, M, seien «,, Y, 
215 %g3 Ya 235 %yı Ya; 23; die Gleichung der Ebene sei: 


Ax + By+(z+D=0; (m) 
A B C 
Kü hal — — — — 
setzt man der Kürze halber D a, D b, D C, SO 


hat man zur Bestimmung der Unbekannten a, b, c folgende Bedingungs- 
gleichungen: 


ax, + dy, + ce, =1, as, + by, + e2, =1, ax, by, + ce, —=1, 
die aus diesen Gleichungen folgenden Werthe von a, 5b, c erscheinen 
bekanntlich in Form von Brüchen, welchen ein und derselbe Nenner 
zukommt; nimmt man diesen für den Werth von D, was wegen der 
Willkürlichkeit dieser Grösse gestattet ist, so erhält man: 


Ai=2. m - %)t%3 HN t+ 3 — %) 
B=1,, —-3,)+%%, —-4)t% (A — 2%) 
C=y (2 — 2) +90 —%) + 99 — 8) 
D=x, (y23 — Y52%,) + % (YRı — Yı83) + %3 MR —Yerı )- 
Wie man durch Vergleichung mit (4), $. 165 findet, sind die Coef- 
fieienten A, B, C nichts anderes als die doppelten Flächeninhalte der 
Projectionen des Dreieckes M,M,M, auf die coordinirten Ebenen der 
yz, 22 und xy, somit, wenn f, f. f' diese Flächeninhalte bezeichnen: 
a BR 6 
Um auch die geometrische Bedeutung des Coefficienten D zu fin- 


den, sei F der Flächeninhalt des Dreieckes M,M,M, selbst, so hat 


man [$. 251, Gl. (9): F?=f?+f?+f”*, somit A?+ B?+ 0?—= 4F. 
Bezeichnet man nun mit p das aus dem Ursprunge auf die Ebene (m) 
| D 


gefällte Perpendikel, so ist bekanntlich [$. 254] P»—= + —— —— 
YA? + B?+ 0%, 





folglich # D—=2Fp, wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen, 


je nachdem D positiv oder negativ ist. Es ist aber F’p bekanntlich 
der 3fache Körperinhalt der Pyramide, welche das A M,M,M, zur 
Grundfläche und den Ursprung zum Scheitel hat, somit D das 6fache 
dieses Volums. | 


ee Te ae a ae TE 5 N a TE nt Te 2 FESTE ER, N TREU w; 
ae en NE Sen a Te a Ara RN ED EEE ISETETTET Fi 
> ir en Pk = fr f A TE > u er VENEN EST 2% a 

ü y 4 s . \ 3 u NER r re 
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Setzt man die eben gefundenen Werthe von A, B, C, D in (m) 

ein und dividirt durch 6, so kommt: | 
M.at+4f.y+4f’.e=4F.H; 

nun sind 4f.x, 4f’.y, 4f”.z die Körperinhalte der 3 Pyramiden, 
welche die Projectionen des A M,M,M, zur Grundfläche und einen 
beliebigen Punkt x, y, 2 der Ebene dieses Dreickes zur gemeinschaft- 
lichen Spitze haben; die letzte Gleichung spricht daher den bemerkens- 
werthen Satz aus, dass die Summe dieser drei Pyramiden eine constante 
Grösse und gleich ist jener Pyramide, welche das A M,M,M, zur 
Basis und den Ursprung zum Scheitel hat. 

Der Satz gilt übrigens auch dann, wenn eine beliebige ebene Figur 
an die Stelle des A M,M,M, gesetzt wird. In der That, ist 


» cos(l.y2) + y cos(I.x2) + 2 cos(l.xy) =Pp 

die Gl. einer beliebigen Ebene I, und F der Flächeninhalt einer belie- 
bigen gerad- oder krummlinigen in derselben verzeichneten Figur, so 
ist auch: 

3®.Fcos(l.ye) + 4y!Fecos(I.x2) +42. Fcos(l.xy) =4Fp; 
es sind aber F'cos(l.yz), Fcos(I.xz), Fcos(l.xy) die Flächen- 
inhalte der Projectionen der Figur F auf die coordinirten Ebenen der 
yz, x2 und xy, somit, wenn dieselben mit f, f’, f’ bezeichnet ‘werden 

af. +3f.y+4f’.2=4Fp, 

wie oben; die Pyramiden gehen natürlich in Kegel über, wenn F' eine 
krummlinige Figur ist. 


267. 6'° Aufg. Es wird die Gleichung einer Ebene gefor- 
dert, welche durch den Punkt a, y, 2 geht, und die 
Gerade 

s=a +0, y=bk4+P....m) 
in sich enthält. 

Es sei: 


Ace+ Byte +D—=0_ (1) 
die Gleichung der gesuchten Ebene, so „haben wir die Bedingungs- 
gleichungen: 

Ad +By+0C!+D=0, (2) 

Aa+Bb +0=0....(08), AA BB + DO; (4) 
von welchen die 1'° ausdrückt, dass der Punkt «#, y', 2’ in der ge- 
suchten Ebene liege, die zwei anderen die Bedingung enthalten [$. 261, 
Gl. (6)], dass die Ebene durch die Gerade (m) gehe. 











Su ee N Ra ar TE A As ir 
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Durch Subtraktion der Glgn (1) und (2) erhält man zunächst: 
A®—@)+HBy—y)+0k@—2)—0 (5) 
als Gleichung jeder Ebene, welche durch den Punkt &, 


Y, 2 geht; ferner, wenn man den aus (2) folgenden Werth von D 
in (4) substituirt: 


Ae— a) + BB —y)— ir —0. (6) 
Aus (3) und (6) folgt aber: 
20 nun sn ch ne 
OT ae —y)—dle—a) O7, a —y)—d(e— 2)’ 


welche Werthe in (5) substituirt, die Gleichung: 
(B+b2—y)(@— 2) (ta) y—y)— laß y)—ble—n)] 

(2 2)—0 ) 
für die gesuchte Ebene liefern. 


Kürzer gelangt man zu dieser Gleichung auf folgendem Wege. 
Bringen wir die Glgn. (m) der gegebenen Geraden auf die Form: x — az 
— ae—=0, y—bz — P=0, multiplieiren eine derselben, etwa die 
2° mit dem unbestimmten Faktor A und addiren sodann, so erhalten 
wir die Gleichung: | 

2 — az — a +\y— b —- P)—=0, (7) 
welche einer Ebene angehört, weil sie nach x, %, 2 vom ersten Grade 
ist; welche Ebene aber auch durch die Gerade (m) geht, da (7) offen- 
bar durch dieselben Werthe x, y, 2 befriediget wird, welche den 
Glgn. (m) Genüge leisten. Die weitere Bedingung, dass diese Ebene 
noch den Punkt x, y' z’ enthalte, liefert die Gleichung: 

X — a —a+ıy — be — P)=0O 
zur Bestimmung der Grösse A, durch deren Elimination aus (7) 

(2 — a2 — a) (y — be’ — P)—(y — bz — P) (ae — az — a)=0 (N) 


folgt; diese ist die Gl. der gesuchten Ebene und mit (I) identisch, wie 
man sich leicht überzeugen kann. 


268. 7te Aufg. Man soll die Gleichung einer Ebene 
finden, welche durch die Gerade: 


z—=a+«c, y=bz+P (m) 


geht, und zu der Geraden 


za: +, y=bz2+f (n) 
parallel ist. 
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Die Gleichung einer Ebene, welche durch die Gerade (m) geht, 
ist nach der vorhergehenden Aufgabe: 
z— az —a+Ay—bze—P)=0, oder 
+ Ay — (a+M)z2— (a + AP) =0, (1) 
und damit diese Ebene zur Geraden (n) parallel sei, muss die Bedin- 
gungsgleichung [(2), $: 261]: @ +40’ — (a + Ab) —= 0 erfüllt werden, 


b — 
erhält man die Gleichung der gesuchten Ebene: 
x (b — b) — y (a — a) — 2 (ab’— ab) — [ea (V’—b)— B(W—a)]—=0. (T) 





woraus A = — ; folgt; substituirt man diesen Werth in (1), so 


269. 8 Aufg. Man suche die Gleichung einer Ebene, 
welche durch den Punkt «, y, 2 geht und zu den beiden 
Geraden 

ehe 0 

y=b+ß ] y=bz+ß 
parallel ist. s 

Die Gleichung einer durch den Punkt &, y', 2’ gelegten Ebene hat 
die Form: 

Mas) +NW—-y)+e—d=0. (1) 
Die Bedingung, dass diese Ebene den Geraden (m) und (») parallel 
laufe, wird durch die Gleichungen: 
M+Nb+1=0, Md+Nd’ +1—=0 
ausgedrückt, aus welchen man 
b —b ad — a 
Me 
findet, womit sich (1) in: oe 
W—b) (0) — (d — a) (y — y) — (ad —ab)(e—F)—0 (N) 
verwandelt, welche die gesuchte Gleichung ist. 


270. 9° Aufg. Ein Punkt «&, y, zZ’, und eine Gerade: 
s=a+0o, y=bz+Pß.... (m) 
sind. gegeben; man soll durch erstere senkrecht auf 
die Gerade eine Ebene legen. NER 
Es sei Me — «) + Ny— y)+2—z2=0 die Gl. einer 
durch den Punkt x, y', z’ gehenden Ebene, so muss, damit dieselbe 
auf der Geraden (m) senkrecht stehe, [$. 261, Gl. (3)] «=M, bD=N 
sein, wodurch wir: | 


Ei) 
T 
« _ e . 
> £ Ö er 
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ae — a) +by— Y)+2— .!’=0 (N) 
als Gleichung der gesuchten Ebene erhalten. 
Für die Coordinaten des Durchschnittspunktes dieser Ebene mit 
der gegebenen Geraden, und die Entfernung dieses Punktes vom Punkte 


x, y, 2 findet man wieder, wie leicht einzusehen, die schon in $. 264 
entwickelten Ausdrücke (8) und (9). 


271. 10% Aufg. Durch den Punkt &, y, 2 soll eine 
Ebene gelegt werden, welche parallel ist zu der gege- 
benen Ebene: 

Ace+By+02+D=0.... (m) 

Stellen wir eine durch den Punkt «, y', 2° gehende Ebene durch 

die Gleichung | 
Aa—a)+BYW—N)+ Ce) 0 
vor, so erfordert der Parallelismus zur Ebene (m) noch die Erfüllung 


der Bedingungen: 
Aa 0 
IB 
welchen wir genügen, wenn wir A=mA, B=mB, (= m£( setzen, 
wodurch wir nach Unterdrückung des gemeinschaftlichen Faktors m: 
A@— a) + BW—N)+ Ole) 0 M) 
als Gl. der gesuchten Ebene erhalten. 





272. 11'® Aufg. Man soll durch die Gerade: 
s=a +0, y=bze+Pß.... (m) 


eine Ebene legen, welche senkrecht steht auf der Ebene: 
Arc +By+0z+D=0....(n) 

Eine Ebene, welche die Gerade (m) enthält, wird durch die 

Gleichung: \ 

| 2 — aa — a+ıy—bz — P)—=0 


2 + My—(a+Nl)z— (a+/Pf)=0 
vorgestellt, und damit diese auf der Ebene (n) senkrecht stehe, muss 
die Bedingung [Gl. (5) 8. 257): A+ BA — C(la+A)=0 erfüllt 
werden, wodurch A = — a wird. Substituirt man diesen Werth 
in obige Gleichung, so ergibt sich: 
(B—bC)&— (A—aC)y+( Ab— Ba) 2—[a(B—bÜ)—P(A—a0)]=0 (1) 


als Gleichung der gesuchten Ebene. 


oder 
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273. Die vorstehenden Aufgaben geben mehr als genügende An- 
leitung zur Behandlung anderer die gerade Linie und Ebene betrefien- 
den, unter welchen wir noch die Aufgabe: die’ kürzeste Entfer- 
nung zweier gegebenen Geraden zu bestimmen, erwähnen 
und den Gang der Auflösung kurz andeuten wollen. Man lege durch die 
beiden Geraden (1) und (2) [nach $. 268] zwei zu einander parallele 
Ebenen I und II, so ist der Abstand derselben, nach Gl. (4), $. 257 
berechnet, offenbar die gesuchte kürzeste Entfernung der beiden Ge- 
raden. Wird sodann durch jede der Geraden (1) und (2) eine Ebene 
senkrecht auf die parallelen Ebenen I und II gelegt, so schneiden sich 
diese neuen Ebenen in einer Geraden, welche die Ebenen I und II, folg- 
lich auch die beiden gegebenen Geraden senkrecht schneidet, und Ort 
und Richtung der kürzesten Entfernung bestimmt. 





DRITTES KAPITEL. 


VON DEN KRUMMEN FLÄCHEN IM ALLGEMEINEN; DEN CYLINDRISCHEN, CONISCHEN 
ROTATIONS- UND WINDSCHIEFEN FLÄCHEN. 


274. Der geometrische Ort jeder Gleichung, welche in Bezug auf 
die veränderlichen Coordinaten den 1te" Grad überschreitet, so wie 
jeder transcendenten Gleichung ist im Allgemeinen eine krumme Fläche. 
So wie die ebenen Curven, kann man auch die Flächen in alge- 
braische und transcendente eintheilen, und die ersteren nach 
dem Ordnungsexponenten ihrer Gleichungen in Flächen des 1t°% Grades 
(die Ebene), des 2t°%, 3ten Grades, u. s. w. unterscheiden. Die lineare | 
Form aller in $. 252 entwickelten Gleichungen, welche den Uebergang 
von irgend einem Coordinatensysteme zu einem beliebigen anderen ver- 
mitteln, zeigt auf der Stelle, dass der Grad der Gleichung einer Fläche 
von der Wahl des Coordinatensystemes unabhängig ist, folglich mit der 
durch sie repräsentirten Fläche in einem wesentlichen Zusammenhange 
steht. h 
Um die Gestalt einer Fläche aus ihrer Gleichung zu erkennen, 
ist es am einfachsten, dieselbe durch Ebenen zu schneiden, und die 


Natur der Durchschnittslinien zu untersuchen. Ist F(z, y, 2) = 0 die 2 
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Gleichung der krummen Fläche, und Z= 0 die Gleichung der schnei- 
denden Ebene, so gehören diese beiden Gleichungen, als coexistirend 
betrachtet, der Durchschnittslinie an; eliminirt man aus beiden Gleichungen 
der Reihe nach 2, y, x, so erhält man die Gleichungen der Projectionen der 
_ Durchschnittslinie auf die coordinirten Ebenen der xy, &z und. yz. Ist 
nun die schneidende Ebene keiner der coordinirten Ebenen parallel, 
so lässt sich die Gestalt des Schnittes aus den Gleichungen seiner Pro- 
jectionen nicht sofort erkennen, und es ist dann am einfachsten, die 
Durchschnittscurve auf zwei in ihrer Ebene selbst liegende Axen zu 
beziehen, was man durch Transformation der Coordinaten auf fol ;ende 
Weise erreicht, wobei wir immer rechtwinkelige Coordinaten voraussetzen. 


Man nehme die schneidende Ebene als x’y'-Ebene eines neuen 
Coordinatensystemes an; bezeichnet man nun mit a, db, c die Coordi- 
naten eines in dieser Ebene liegenden Punktes, welchen man als neuen 
Ursprung wählt, mit @ den Winkel, welchen die Knotenlinie der schnei- 
denden Ebene in der xy-Ebene mit der Axe der x bildet, mit W den 
Winkel, welchen die Axe der x mit der eben genannten Knotenlinie 
einschliesst, endlich mit 9 den Neigungswinkel der schneidenden Ebene 
gegen jene der xy, so hat man [$. 252, (9)]: 

2 —= a4 #(cosp cosW — sing sin W cos) 

— y(cosp sind» + sing cosW cosd) + z’ sinp sin ®, 
y=b-+ x(sing cosı) + cos sin W cos#) 

— y (sin @ sin  — cos cos W cos) — 2’ cosp sind, 
z2=c+ «sin sind + Y cosW sind + 2’ cos®. 

Substituirt man diese Werthe in die Gl. der Fläche, so erhält 
man dieselbe auf das neue Coordinatensystem bezogen, in welcher sodann 
nur 2 =0 zu setzen ist, um die Gleichung der Durchschnittslinie der 
Fläche mit der Ebene der xy, d. i. der gegebenen schneidenden 
Ebene zu erhalten. Da hiedurch aus der transformirten Gleichung alle 
mit 2’ multiplieirten Glieder verschwinden, so wird man einfacher zu 
demselben Resultate gelangen, wenn man schon in den obigen Trans- 
formationsformeln 2’ = O setzt; nimmt man dann noch die neue x’-Axe 
parallel zu der oben erwähnten Knotenlinie, so wird auch W —=0, 
und man hat: 


2—=a-+ «cosp — y sing cosd, 
y=b+xsinp-+ y cos@ cos®, (m) 
2=c+ Y sind. 


Die Substitution dieser Werthe in die Gl. der Fläche liefert unmittel- 
bar die Gl. des gesuchten Durclischnittes. 
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Geht die schneidende Ebene durch den Ursprung, so behält man 
gewöhnlich diesen unverändert bei, wodurch in den Ausdrücken (m) 
a—=b=c=0, und die Durchschnittslinie der beiden Ebenen der 
xy und xy zur neuen Axe der x’ wird. 

Aus der linearen Form obiger Gleichungen folgt zugleich, dass 
die Durchschnittslinie einer Fläche der m!“ Ordnung 
und einer Ebene höchstens eine Curve des m!" Grades 
sein kann. 

Eben so ist klar, dass eine Fläche der m" Ordnung von 
einer Geraden nicht in mehr als m Punkten geschnitten 
werden kann. Denn eliminirt man aus der Gl. des mte® Grades der 
Fläche und jenen einer geraden Linie, welche bekanntlich vom ersten 
Grade sind, zwei Coordinaten, z. B. x und y, so kann die Elimina- 
tionsgleichung, welche die z-Coordinaten sämmtlicher Durchschnittspunkte 
liefert, bekanntlich den m#t®" Grad nicht überschreiten. 


275. Analytisch ist eine Fläche durch ihre Gleichung definirt ; 
ist letztere gegeben, so kann die Frage nach den durch sie ausge- 
drückten Flächen und deren Eigenschaften zum Gegenstande einer 
Untersuchung gemacht werden, wie dies im folgenden Kapitel mit den 
Flächen der 2!°* Ordnung geschehen wird. 

Geometrisch ist eine Fläche bestimmt durch Angabe einer 
charakteristischen Eigenschaft derselben, welche zur Ableitung ihrer 
Gleichung benützt werden kann. 

Ein einfaches Beispiel hiezu bietet uns die Kugelfläche dar. 
Aus der bekannten Eigenschaft, dass alle Punkte derselben von einem 
festen Punkte, dem Mittelpunkte, gleichweit entfernt sind, ergibt 
sich sogleich als Gleichung der Kugel: 

eo? +W Be te Nr, (4) 
wenn «, %, y die Coordinaten des Mittelpunktes, x, y, 2 jene eines be- 
liebigen Punktes der Fläche sind, und r die constante Entfernung die- 
ser Punkte, d. i. den Halbmesser der Kugel bezeichnet. Fällt der 
Mittelpunkt mit dem Ursprunge zusammen, so hat man als Gleichung 
der Kugel: 3 
+ y+2?—r?. | ED! 

Aus (1) folgt durch Entwickelung der Quadrate: | 

2? + y? +2? — 20 — 2ßy—2ye+ a’ ++ y’—r?—0. (8) 

Wie man sieht, ist die Kugel eine Fläche der 2ten Mr 32 
Gleichung des 2t" Grades von der Form: 
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> +y +2? +202 +20y+20’ + F—=0, (4) 
in welcher die Quadrate von x, y, 2 gleiche Coeffieienten haben, die 
Produkte xy, x2 und yz aber fehlen, gehört einer Kugelfläche an, für 
welche man, (4) mit (3) vergleichend, als Coordinaten des Mittelpunk- 
tes und Halbmesser findet: 


e— 6, = —l, yv=—("; r—VO?+0? + (0? _F. 


Da bekanntlich eine Kugel von einer Ebene in einem Kreise ge- 
schnitten wird, so bedient man sich zur analytischen Darstellung eines 
Kreises im Raume gewöhnlich des Systemes der Gleichungen einer Kugel 
und einer Ebene. 


Weit häufiger entlehnt man jedoch die Definition einer Fläche 
von der Art ihrer Erzeugung durch Bewegung einer Linie im 
Raume. Jede Fläche kann man sich nämlich dadurch entstanden den- 
ken, dass sich eine Linie (die erzeugende Linie) im Raume nach 
einem bestimmten Gesetze bewege, wobei sie entweder ihre Form 
beibehält, oder diese gleichzeitig verändert. So wird der aus den Ele- 
menten bekannte gerade Cylinder durch Bewegung einer Geraden erzeugt, 
welche an der Peripherie eines Kreises fortgleitet, auf dessen Ebene 
sie beständig senkrecht steht; die Kugelfläche kann man sich durch 
Umdrehung eines Kreises um einen seiner Durchmesser erzeugt denken ; 
u. s. w. Diese Betrachtung der Flächen führt zugleich zu einer Eintheilung 
derselben in Familien, je nach dem ihrer Erzeugung zu Grunde liegen- 
den Gesetze der Bewegung der erzeugenden Linie, welche Eintheilung 
nicht nur für die mathematische Behandlung, sondern namentlich auch 
für die mannigfaltigen praktischen Anwendungen von grossem Nutzen 
ist. Uebrigens ist diese Eintheilung keine systematische, indem eine 
und dieselbe Fläche auf mehrfache Weise erzeugt und demzufolge als 
mehreren Familien angehörig betrachtet werden kann. 





276. Die Ableitung der Gleichung der erzeugten Fläche hat keine 
Schwierigkeit, wenn die erzeugende Linie und das Gesetz ihrer Be- 
wegung gegeben sind. Der Gang der Rechnung ist folgender. Es seien: 
Weberei Fra, tt 
die gegebenen Gleichungen der erzeugenden Linie, in welchen a, b, c, 
...4,b,c,..-. Coefficienten bedeuten, welche die Lage der Linie im 
Raume und ihre Abmessungen bestimmen und allgemein Parameter 
genannt werden. Offenbar müssen einige dieser Parameter unbestimmt 
sein, weil sonst diese Linie keiner Ortsveränderung fähig wäre, und 
man sieht leicht ein, dass jede der Glgn. (1) einen oder mehrere derlei 
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unbestimmte Parameter enthalten müsse ; denn da jede dieser Gleichun- ° 
gen eine Fläche bedeutet, deren Durchschnitt eben die erzeugende 
Linie ist, so würde, falls etwa sämmtliche Parameter der 2?" Gleichung 
constant wären, der Durchschnitt immer auf der durch diese Gleichung 
dargestellten festen Fläche liegen, und also eben nur diese Fläche er- 
zeugen können, wie auch die Parameter der 1!*% Gleichung. sich ändern 
und diese Fläche sich bewegen möge. Ferner überzeugt man sich 
leicht, dass von den veränderlichen Parametern nur einer willkür- 
lich, die anderen aber von diesem abhängig oder Funk- 
tionen desselben sein müssen, weil ja von einer Lage der erzeu- 
senden Linie zur nächsten die veränderlichen Parameter nach einem 
bestimmten Gesetze sich ändern sollen. 

Dies vorausgesetzt, seien, um die Ideen zu fixiren, a, b, a, Ö un- 
bestimmte Parameter; einen derselben, z. B. a, nehmen wir als will- 
kürlich und setzen daher b = y(a), a —= u(a), "’ —y(a), wo Q, W, 
x willkürliche Funktionen bezeichnen; die Glgn. (1) der erzeugenden 
Linie nehmen dadurch die Form an: 

F[x,.9,,.2,0 @(a)l =0,: Fi y z’Wla), xta)e a2 2% 
jeder Punkt im Raume, dessen Coordinaten diesen Gleichungen Ge- 
nüge leisten, liegt in der erzeugenden Linie bei irgend einer Lage der- 
selben, welche durch ‚den, dem willkürlichen Parameter a ertheilten 
Werth bestimmt ist; eliminirt man daher diese Grösse aus den Glgn. (2), 
so erhält man eine Gleichung: 


fie Bere, (3) 
welche nothwendig durch alle Punkte im Raume befriediget wird, die 


sich in der erzeugenden Linie bei irgend einer Lage derselben befin- 


den, und somit die Gleichung der erzeugten Fläche selbst ist. 

Zur Bestimmung der in den Glen. (2) vorkommenden willkürlichen 
Funktionen müssen eben so viele Bedingungen gegeben sein, an welche 
die Bewegung der erzeugenden Linie gebunden ist; z. B. bei obiger 
Annahme dreier Funktionen, drei Curven, welche die erzeugende He 
beständig schneiden soll. 

Nennt man A, B, © die drei Curven, welche die Bewegung der 
Erzeugenden dirigiren, und den Namen Leitlinien führen, so elimi- 
nire man aus den Glgn. (2) und jenen der Leitlinie A die Coordina- 
ten x, y, 2; man erhält dadurch eine Gleichung Z = 0, zwischen den 
Grössen a, p(a), (a), %(a), welche die Bedingung ausdrückt, dass 
die Erzeugende (2) mit der Curve A einen Punkt gemeinschaftlich besitze, 
Durch dieselbe Operation auf die Leitlinien B und C angewendet, 
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_ ergeben sich noch zwei Bedingungsgleichungen, M — 0, N — 0, welche 


in Verbindung mit jener: 1 — 0 zur Bestimmung der Funktionen (a), 
ı(a), %(a) hinreichen. Werden sodann die gefundenen Werthe der- 
selben in (2) substituirt, so hat man aus diesen Gleichungen noch «a 
zu eliminiren, um die Gl. (3) der Fläche zu erhalten. Dies kommt, 
wie leicht einzusehen, darauf hinaus, aus fünf Gleichungen, nämlich jenen 
(2) der Erzeugenden und obigen drei Bedingungsgleichungen: L = 0, 
M=0, N=0, die vier Grössen a, p(a), (a), x(a) zu eliminiren, 
was auf beliebige Weise geschehen mag. 





Von den Cylinderflächen. 


277. Jede Fläche, welche durch die Bewegung einer geraden 
Linie erzeugt wird, die einer gegebenen festen Geraden stets paral- 
lel bleibt, heisst eine Cylinderfläche. 

Es seien: 

> ee ta, y=bE+P' . (1) 
die Gleichungen der erzeugenden Geraden, in welchen sofort, da diese 
Gerade ihre Richtung nicht ändert, «a und b constante gegebene 
Grössen bedeuten, während «, %, bekanntlich die Coordinaten ihres 
Durchschnittspunktes mit der Ebene der xy, als veränderliche Parameter 
zu betrachten sind. Setzen wir daher 


P=y(e), (2) 
‚so werden die Gleichungen der irgend eine Cylinderfläche erzeugenden 
Geraden: 
z—=a. +0, y=bz+Y(e), (3) 
aus welchen durch Elimination von «&: 
y—be=og(e — ar) (4) 
oder | 
fx —as, y—b)—=0 (5) 


als allgemeine Gleichung der Öylinderflächen folgt. 
Hätte man allgemeiner die Gleichungen der erzeugenden Geraden 
in der Form: | 


aa+by+ zz +d—=0, de+by+cde+d=oO 


- gegeben, so würde man als Gleichung der Cylinderfläche: 


ac +by+ ce —=gplax +by-+ ce) 


erhalten; in jeder dieser Formen erkennt man als charakteristi- 


sches Merkmal der Gl. einer Cylinderfläche, dass dieselbe 


a 
a re 
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irgend eine Relation zwischen zwei linearen ran von &, %, £ 
ausspricht. 

Die Form der Funktion g oder f bestimmt sich meistens durch 
die Bedingung, dass die Erzeugende bei ihrer Bewegung eine gegebene 
Curve stets schneide. Sind: 

Fey) 0 EIN (6) 
die Gleichungen dieser Leitlinie, so wird man aus (1) und (6) die Coor- 
dinaten &, y, 2 eliminiren, wodurch man zu der Relation (2): /(«, P)—=0 
oder P = g(«e) gelangt; aus dieser und den Glgn. der Erzeugenden 
hat man dann noch « und £ zu eliminiren, um die gesuchte Gl. der 
Cylinderfläche zu erhalten. 


278. Beisp. 1. Die Leitlinie sei ein Kreis in der Ebene der xy, 
dessen Gleichungen: (e— »)’ + (y— q)?=r?, z=0; ferner x = az 
+ a, y= bz + ß die Gleichungen der erzeugenden Geraden. Durch 
Elimination von x, %, z aus diesen 4 Gleichungen erhält man: (@ — 27 
+ (# — 9)” = r?, und endlich, wenn man aus dieser und den Gleichun- 
gen der Erzeugenden « und £ eliminirt: 

(x — az — pP)’ + (y — bz — q)’ =r1? n 
als Gleichung des schiefen Cylinders von kreisförmiger Basis. 

Lässt man den Mittelpunkt des als Leitlinie dienenden Kreises 
mit dem Ursprunge zusammenfallen, so wird Pp—=qg=0 und die Gl. 
des Cylinders: 

(2 — a2)? + (y — be)’ —= r*. 

Steht auch noch die erzeugende Gerade senkrecht auf der Ebene 

der xy, so ist a—=b=—=0, und man hat: | 
+ y’=r°’ | 
als Gleichung des geraden Cylinders von kreisförmiger Basis. 

Beisp. 2. Die Leitlinie sei eine Ellipse in der Ebene der xy, 
deren Mittelpunkt mit dem Ursprunge, deren grosse Axe 2A mit der 
Axe der x zusammenfällt, somit: | 

B?x? + 4°y? —= A?’B?,; 2 —=0 

ihre Gleichungen; ferner wie oben —=ae +a, y=bz + ß die 
Gleichungen der Erzeugenden, so erhält man auf demselben Wege: 

B?(x — a2)? + A?(y — bez)” — A”B? 
als Gleichung des schiefen elliptischen Cylinders, welche für 
a—=b==0 in die Gleichung: 

| B?x? + A?’y? —= 4A?B? Sen 
des geraden elliptischen Cylinders übergeht. 
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Schneiden wir diesen letzteren Cylinder durch eine Ebene, welche 
durch den Ursprung geht, gegen die xy-Ebene unter dem Winkel 9 
geneigt ist, und diese Ebene in einer Geraden schneidet, welche mit 
der Axe der x den Winkel g einschliesst, so haben wir in (1) für «, 
Y%, 2 ihre Werthe aus (m) $. 274 zu substituiren. Indem wir den Ur- 
sprung beibehalten, somit in den angezogenen Gleichungen a =b = c—0 
setzen, erhalten wir als Gleichung des Cylinderschnittes: 
 y®(A® cosp* + B? sin p?) cos6°-+ «?(A?sinp? + B? cos p?) 

+ 2 sing cosp cos9 (A? — B?) xy —= A?’B?, 

welcher somit im Allgemeinen eine Ellipse ist, da das charak- 
teristische Binom dieser Gleichung = — 44A?B? cos d? wesentlich 
negativ ist. | 

Es entsteht die Frage, ob der elliptische Schnitt unter Umständen 
in einen Kreis übergehen könne? Hiezu wird erfordert, dass die Coef- 
fieienten von &? und %'? einander gleich, jener von xy’ — O0 werde; 
man hat also, da cos im Allgemeinen von O verschieden ist, die Be- 
dingungsgleichungen : 

sinpcosp —=0, 

(A? cosp” + BP? sing”) cos 6? — A? sin p” + B? cos p?, 

welche die zweifache Auflösung gestatten: 


50 — 0.280 mV. und. 0086. —='T 


cosp—=0, also 9-7 und csd —= + 


die 2% ist wegen A>B unzulässig; aber die erste liefert zwei Rich- 
tungen der schneidenden Ebene, nach welchen der elliptische Cylinder 
in Kreisen geschnitten wird. Dieser Cylinder kann daher auch als 
schiefer Cylinder von kreisförmiger Basis, und zwar auf doppelte Weise 
betrachtet werden. 


Von den Kegelflächen. 


279. Jede Fläche, welche durch die Bewegung einer Geraden er- 
zeugt wird, die beständig durch einen festen Punkt geht, heisst eine 
Kegelfläche oder konische Fläche, Der feste Punkt heisst 
_ Mittelpunkt (auch Scheitel) der Kegelfläche. 

Bezeichnen wir mit x, %y, z’ die Coordinaten des Mittelpunktes, 
so sind 
ze — KK —=ale—e), y—-Y=b(r—?z) (1) 
die Gleichungen der erzeugenden Geraden, in welchen a, b veränder- 
Here, Höh, Mathematik, I. 3. Auf, 30 
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liche Grössen bedeuten, da diese Gerade ihre Richtung fortwährend 


verändert. Setzen wir noch | 
b=yl(a), (2) 
so nehmen die Gleichungen der irgend eine Kegelfläche erzeugenden 
Geraden die Form an: | 
«— #—=ale —e), y-y—=olea(e— 2), (3) 
und aus diesen folgt durch Elimination von a: 
ae) -oder Ma -Z&)=0 (4) 


! 
ie ee RR £ RT EN, 














als allgemeine Gleichung der Kegelflächen, deren wesent- 
licher Charakter darin besteht, dass sie in Bezug auf die Grössen & — «', 
y—y,2—x' homogen ist. 

Fällt der Mittelpunkt mit dem Ursprunge zusammen, so verwal- 
delt sich (4) in : 


“—y 2) oder As )=0, | i (5) 


“ 


welche Gleichung homogen ist in Bezug auf die Veränderlichen &, %, 2. 

Die Form der Funktion g oder f bestimmt sich gewöhnlich da- 
durch, dass eine Curve gegeben ist, an welcher die erzeugende Gerade 
fortgieitet. Die Elimination von x, %, z aus den Gleichungen dieser 
Leitlinie und jenen der erzeugenden Geraden, führt auf die @l. (2), 
als Ausdruck der Bedingung, dass die Erzeugende die Leitlinie beständig 
schneide. 


280. Beisp. 1. Sei die Leitlinie ein in der Ebene der xy liegen- 
der Kreis vom Halbmesser r, dessen Centrum mit dem Ursprunge zu- 
sammenfällt; x’, %', 2’ seien die Coordinaten des Mittelpunktes der Kegel- 


fläche, so sind die Gleichungen der Leitlinie: &’+y?—=r?, 2=0, und 


jene der erzeugenden Geraden: — X —a(2— 2), y„-y—=b(2e —?)); 
aus diesen 4 Gleichungen folgt durch Elimination von x, 9, 2: (X — az’)” 
+ (y — bz’)” — r?, und endlich, wenn man aus dieser und den Glei- 
chungen der Erzeugenden a und 5b eliminirt: 


(v2 — 22)? +. (ye — Ye)? = re — 2)? Re 

als Gl. des schiefen Kegels von kreisförmiger Basis. 
Setzt man @ —y’==0, so erhält man: 
er 


als Gleichung des geraden Kegels, dessen Scheitel in der Axe 
der 2, in der Entfernung — z’ von der in der &y- Ebene liegenden 
Basis vom Halbmesser r 'sich befindet. a 





l Ä 4 
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Beisp. 2. Nehmen wir als Leitlinie eine Ellipse, deren Ebene 
parallel zur ©y-Ebene im Abstande =«, deren Centrum in der Axe 
der z, und deren grosse Axe —= 2A in der Ebene der xz liegt; ihre 
Gleichungen sind somit A?y? + B?x? — A®’B?, z—=c. Wählt man 
ferner den Ursprung als Mittelpunkt der Kegelfläche, so hat man x = az, 
y = bz als Gleichungen der erzeugenden Geraden, und erhält: 


+6) 
+) -k (3) 
als Gl. des geraden elliptischen Kegels. 


: . IE C 
Multiplieirt man diese Gleichung mit ce? und beachtet, dass A 


C r 3 j R 
cotg «, 7 ts ist, wenn man mit « und # die Winkel be- 


zeichnet, welche die Durchschnittslinien der Kegelfläche mit den Ebenen 
der 2 und %2 mit der Axe der z einschliessen, so nimmt (3) die 
Form an: 





x? cotg a? + y? cotg B? — 2°; (4) 
für -A=B==r verwandelt sich die Ellipse in einen Kreis und man hat: 
er Eya).c? era Oder ae Ey 2? tg (5) 


als Gl. des geraden Kreiskegels, dessen Scheitel im Ursprunge 
liegt, dessen Axe mit der Axe der 2 zusammenfällt und mit einer 
Kante des Kegels den Winkel « einschliesst. 


281. Untersuchen wir noch die Durchschnittslinien, in welchen 
ein ellipfischer oder Kreiskegel von einer Ebene geschnitten wird. — 
Die Gleichung des geraden elliptischen Kegels ist: 


DEE) @ 


Wählen wir den Punkt U (Fig. 79), in welchem die schneidende 
Ebene STU der Axe der z begegnet, als Ur- . Fig. 9. 
sprung, eine zur. Durchschnittslinie parallele 
durch den Punkt U gehende Gerade als Axe 
der &, setzen OU—=y, /XST = g und den 
Neigungswinkel der (schneidenden) Ebene der 
x’y' gegen die «y-Ebene —=#, so haben wir 
in den Ausdrücken (m), $. 274, a=b=V0, 
c—y zu setzen, und erhalten nach Substitution 
derselben in (1) als Gleichung des Kegel- 
schnittes: 





30* 
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‚| (sin p° cn ee 1 ng‘) 
Y I( A? He 22 cos 8 +." yL a = 





A’— B? 2ysin® y* - ”) 
+ 22 y sing cos co ae u, 


Der Schnitt ist also eine Linie der 2% Ordnung und, wie man nach 
Entwickelung des charakteristischen Binoms dieser Gleichung leicht 
findet, eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem, blos mit Rück- 
sicht auf den Zahlenwerth: 

C > 
nn. (3) 
VB? cos p? + A? sing? 

Um insbesondere diejenige Lage der schneidenden Ebene zu finden, 
bei welcher die elliptischen in Kreisschnitte übergehen, müssen wir die 
Gl. (2) einen Kreis. ausdrücken lassen und zu diesem Zwecke: 








tg 0 


2 simg cos cos 6 (A? — B?) = 
sin ne cos en 5. 2.810.025. C084p2 7 Bin 
EEE cos 6 TR B: 
setzen. Diese er gestatten, so lange A von B verschieden, 
drei Auflösungen, nämlich: | 














6 — 900. in ER sin na 
“ MEET 

D— 90°, sindö= +, a a 
RER + 

N) sind — + Sy je en 


von welchen aber die beiden ersten. unzulässig sind, indem einerseits 
die Summe dreier positiver Grössen nicht Null sein kann, anderseits 
für 9—= 9%’, wegen B<{ A, sin® imaginär wird. Hingegen ist der 


für 9 —=0 folgende Werth von sind immer reell und <1; es gibt 


somit des doppelten Zeichens wegen zwei Systeme von parallelen Ebenen, 
welche den elliptischen Kegel in Kreisen schneiden. Sie sind sämmtlich 
wegen P==O parallel zur Axe der x, d.h. zur grossen Axe der ellip- 
tischen Basis des Kegels. Der elliptische Kegel kann daher auch auf 
zweifache Weise als schiefer Kreiskegel betrachtet werden. 

Für A=B>=r geht der elliptische Kegel in einen geraden 
Kreiskegel über. Die Gl. (2) des Kegelschnittes verwandelt sich in: 
(0? 6050? — r2 sin 6?) y? + ex? — 2y sind. y—- 0, 
und derselbe ist eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem 
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£ 


tg6 2; =>: 9der.— = oder je nachdem 0. <T, >>.:oder — 90% —« 


ist, wenn man mit « den halben Scheitelwinkel des Kegels bezeichnet 
C 
und beachtet, dass ls cotg«&. Die Linien zweiter Ordnung entstehen 


daher durch ebene Schnitte des geraden Kreiskegels, worin die Benen- 
nung derselben, Kegelschnittslinien, ihren Grund hat. 


Vomden Rotationsflächen. 


282. Denkt man sich irgend eine Linie von einfacher oder dop- 
pelter Krümmung (die erzeugende Curve) mit einer der Lage nach 
gegebenen Geraden fest verbunden, und um letztere als Axe herum- 
gedreht, so beschreibt die rotirende Curve eine Fläche, welche Rota- 
tions- oder Umdrehungsfläche genannt wird. 


Aus dieser Erzeugungsart erhellt sogleich, dass eine solche Fläche 
durch Ebenen, welche senkrecht auf der Axe stehen, in Kreisen ge- 
schnitten wird; man pflegt diese Kreise Parallelkreise zu nennen. 
Alle Ebenen hingegen, welche durch die Axe gelegt werden, schneiden 
die Rotationsfläche in congruenten ebenen Curven, welche Meridiane 
heissen. Es ist klar, dass, wie auch immer die Curve beschaffen sein 
mag, durch deren Umdrehung die Fläche entstanden ist, einer der Me- 
ridiane deren Stelle als erzeugende Curve vertreten kann. 


‘ Aus dem Gesagten geht hervor, dass man sich die Rotationsflächen 
auch durch die Bewegung eines Kreises entstanden denken kann, dessen 
Ebene immer senkrecht bleibt auf der Rotationsaxe, dessen Mittelpunkt 
auf eben dieser Axe fortrückt, und dessen Halbmesser sich stetig so 
verändert, dass der Kreis eine gegebene Curve (bei der früheren Er- 


 zeugungsweise die rotirende Curve) beständig schneide. Hier übernimmt 
‘ der bewegliche Kreis die Rolle der erzeugenden Curve, die rotirende 
- Curve jene einer festen Leitlinie oder Directrix. Wir wollen diese 


letztere Erzeugungsweise zur Ableitung der allgemeinen Gleichung der 
Rotationsflächen benützen. 


Es seien. &,. Y,, 2, die Coordinaten eines Punktes der Rotations- 
axe; @ fP, y ihre Neigungswinkel gegen die Coordinatenaxen, welche 
sechs Grössen die Lage der Rotationsaxe bestimmen und als gegeben 
vorausgesetzt werden. Die Gleichungen des erzeugenden Kreises in 


‚irgend einer Lage desselben seien: 


ar, (1) 





early) le 
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x cos@ + y cosß + zcosy—=P, (2) 
von welchen die 1° einer aus dem Punkte x), Y, 2, mit dem Halb- 
messer r beschriebenen Kugel, die 2t° einer Ebene angehört, welche 
in dem Abstande = p vom Ursprunge auf der Rotationsaxe senkrecht 
steht, und wo offenbar r eine Funktion von p sein muss, damit der 
durch den Schnitt der Kugel mit der Ebene entstehende Kreis die ge- 
gebene Leitlinie schneide. Setzen wir also 


"—=gp(P), (3) 
so werden die Gleichungen des erzeugenden Kreises: 
ER + re op) \ 
x c08%. 4 ycosß +2 c0osy—=P, 
aus welchen man durch Elimination von p: 
(2,7 +W—- u” + (2-3) >=p(ecosa+yecosß-+2zcosy) (5) 


als die allgemeine Gleichung der Rotationsflächen erhält. 


(4) 


Die Form der Funktion g hängt von der Natur der Leitlinie ab, 
und bestimmt sich auf die bekannte Weise, indem man aus den Glei- 
chungen derselben in Verbindung mit den obigen (1) und (2), ®, 9, 2 
eliminirt, wodurch man zur Gl. (3) gelangt, aus welcher sodann noch 
mit Hilfe von (1) und (2) die Grössen r und p zu eliminiren sind, um 
die Gl. der Rotationsfläche zu erhalten. | ; 

In den meisten Fällen ist die rotirende Curve eine ebene Curve, 
in deren Ebene die Rotationsaxe liegt, also mit den Meridianen iden- 
tisch; lässt man dann noch die Rotationsaxe mit einer der Coordinaten- 
axen zusammenfallen, so werden die Gleichungen einfacher. Man kann 
dann den Ursprung als den Punkt ®,, %,, 2, annehmen, wodurch — 
die Axe der 2 als Rotationsaxe vorausgesetzt — die Gleichungen des 
beweglichen Kreises : Se 5 NE 


ae ne 663 
werden. Durch Substitution dieser Werthe in die Gl. (3) erhält man: 
"+ y®—=g(e) oder z—= f(x” + y?) 1 Sag 


als allgemeine Gleichung der Rotationsflächen, deren 


Axe mit der Axe der z zusammenfällt. — Nimmt man sodann 


die Leitlinie, durch deren Rotation die Fläche entsteht, in der Ebene 
der xz an, was immer möglich, so sind ihre Gleichungen: 


PER EB D:, (8) 


und man erhält wieder, wie oben, durch Elimination von x, Y, 2 aus 


(6) und (8) die Gl. (3), in welcher sofort für p und r? ihre Werthe aus Er 
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(6) zu setzen sind, um zur Gl. der Rotationsfläche zu gelangen. Diese 
Elimmation kann übrigens hier leicht allgemein ausgeführt werden. 
Mit dem Werthe y=0 aus (8) gibt die 1% der Glen. (6): =+ r, 
welcher Werth sammt jenem z=p in die 11° der Glgn. (8) substituirt, 
F(+ r, p) = 0 liefert. Substituirt man in diese Gl. für p und r die 
Werthe aus (6), so hat man: 

(+ Va? 4 Ei y% 2,0 (9) 
als Gl. der gesuchten a welche — wie man-sieht: — 
unmittelbar aus jener: F'(x, z)—=0 des in der xz-Ebene liegenden 
Meridians hervorgeht, wenn man in derselben + Vx? + y2 statt x, oder 
2” + y? statt x? schreibt. 


283. Beisp. 1. Die erzeugende Curve sei eine Ellipse, deren 
kleine Axe 2b, zugleich Rotationsaxe, in der Axe der z, deren grosse 
Axe 2a in der Axe der x liegt; die Gleichungen derselben sind 


ige 





see 1, y=0; man hat daher: 
| “+y 
ae +51 (1) 


als Gl. der Fläche, welche durch Rotation einer Ellipse um ihre kleine 
Axe entsteht und abgeplattetes Rötations-Ellipsoid (Sphäroid) 
genannt wird. Durch Vertauschung von b mit a erhält man die Gl. des 
gestreckten Rotations- Ellipsoides, welches durch Umdrehung der 
Ellipse um ihre grosse Axe = 2a entsteht. Für « — b geht die Ellipse 
in einen Kreis über, und die Gl. des Ellipsoides verwandelt sich in 
2” + y? + 2? = a?, welche einer Kugel vom Halbmesser a angehört. 

Beisp. 2. Die erzeugende Curve sei eine Hyperbel, deren 











erste Axe — 2a mit der Rotationsaxe der z, die 2!° Axe mit der Axe 
> 9) 
(er . . . x RE 

der x zusammenfällt; ihre Gleichungen sind daher DE ee a 
a 

y==0, und man hat: 
2 Ad 2 
RE (2) 
b? a? F 


als Gl. der erzeugten Umdrehungsfläche, welche Rotations-Hyper- 
boloid mit zwei Hölungen genannt wird, weil die Fläche aus 
zwei getrennten "Theilen. besteht. 
Lässt man die zweite Axe mit der Drehungsaxe zusammenfallen, 
so kommt: 
22 u y z Sr | (3) 





Eur RE BER a a RAR ER a EN IE EEE RR ER a 
TER Sir F) KT a Fa en W eh 
h f ai . RR F er? Rb- u) v ve. > 7 
7 A \ 5 = 
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als Gleichung der erzeugten Fläche, welche den Namen Rotations- 
Hyperboloid mit einer Hölung führt. 

Beisp. 3. Die Gleichungen einer in der x2-Ebene liegenden Para- 
bel, deren Scheitel mit dem Ursprunge, deren Axe mit der Rotations- 
axe der z zusammenfällt, sind x&? = pz, y= 0; man hat also: 

"+ y—=p (4) 
als Gleichung der erzeugten Fläche, welche Rotationsparaboloid 
genannt wird. 

Beisp. 4. Um die Axe der 2 drehe sich eine Gerade, welche in 
dem Abstande = a vom Ursprunge die x-Axe senkrecht schneidet 
und mit der xy-Ebene nach der positiven Seite der 9 hin den Winkel 
a einschliesst; .die Gleichungen dieser Geraden sind daher 2 =a, 
y==zcotga. Da hier die Erzeugende mit der Rotationsaxe nicht in 
derselben Ebene liegt, so haben wir diese Gleichungen mit jenen (6) 
[8::2821:22°.- + y? er 2 p zu verbinden, und erhalten durch 
Elimination von &, 9, 2: r? = p?cotga? 4 a?, und hieraus nach Wie- 
derherstellung der Werthe von r und p: x? + y? = 2? ootga® + a?, 
oder: 





ei (5) 


als Gl. der erzeugten Fläche, welche sonach ein Rotationshyper- 
boloid mit einer Hölung ist, dessen halbe 11% Axe — a, und halbe 
2° Axe b=atga ist. Da in (5) tge blos im Quadrate vorkommt, 
so entsteht dieselbe Fläche, wenn die rotirende Gerade gegen die 
xy-Ebene unter dem Winkel 180° — « geneigt ist. 

Aus dem Umstande, dass das Rotationshyperboloid mit einer Hö- 
lung durch Bewegung einer Geraden — und zwar auf doppelte Weise 
— erzeugt werden kann, folgt umgekehrt, dass auf dieser krummen 
Fläche unendlich viele Gerade gezogen werden können, deren jede im 
Endpunkte eines Halbmessers des kleinsten Parallelkreises auf diesem 
Halbmesser senkrecht steht, und gegen die Ebene dieses Kreises unter 


einem Winkel geneigt ist, welcher die Grösse + 3 zur trigonometrischen 


Tangente hat. 


Von den windschiefen Flächen. 


284. Jede Fläche, welche durch Bewegung einer Geraden erzeugt 
werden kann, heisst eine geradlinige Fläche oder Regelfläche. 
Zu diesen gehören also z. B. die Cylinder- und Kegelflächen. Während 


ah ” & ae, 
BETEN. om ar 
BT ne N & 5 DV DE 
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aber bei diesen Flächen, wie aus der Entstehungsweise derselben so- 
gleich erhellt, durch je zwei aufeinander folgende Lagen der erzeugen- 
den Geraden eine Ebene gelegt werden kann, ist dies bei anderen 
Regelflächen nicht der Fall, und die Flächen der letzteren Art, welche 
also durch eine Gerade erzeugt werden, die sich so 
bewegt, dass je zwei aufeinanderfolgende Lagen dersel- 
ben nicht in einer Ebene liegen, führen im Allgemeinen den 


Namen windschiefe Flächen. Ein Beispiel dieser Art haben wir 


schon an dem Rotationshyperboloide mit einer Hölung kennen gelernt. 

Nach den in $. 276. entwickelten Gründen können wir die Glei- 

chungen der erzeugenden Geraden in der Form: 

»—=a2 + gl); 9= Wla).e + x(a) 

annehmen; das System dieser beiden Gleichungen stellt jede gerad- 
linige Fläche dar, deren Gleichung man durch Elimination von a erhält, 
sobald die Funktionen y, W und x gegeben sind, welche das Gesetz 
der Bewegung der Geraden bestimmen. Hiezu werden also drei von 
einander unäbhängige Bedingungen erfordert, welche übrigens mannig- 
faltig sein können; einige hieher gehörige allgemeinere Aufgaben sind 
folgende. 

I. Eine gerade Linie bewege sich so, dass sie stets 
drei gegebene Linien schneide, von denen eine eine Ge- 
rade sein soll. 

Nehmen wir der Einfachheit halber die gegebene gerade Leitlinie 
als Axe der 2, so können wir die erzeugende Gerade durch die Gleichungen 

| y=axt, me + nz —=]1 
darstellen, in welcher Form sie bereits die Bedingung enthalten, dass 
diese Gerade die Axe der 2 stets schneide, und wo a, m, n drei ver- 
änderliche Parameter bezeichnen [$. 276]. Nehmen wir a als den will- 
kürlichen, und setzen m — p(a), n= W(a), so können wir die Glei- 
chungen der Erzeugenden auch in der Form: y=ax, x.p(a)-+ 
2. ıW(a) = 1 darstellen, aus welchen durch Elimination von «: 


)rerl)=i 


als die allgemeine Form der Gleichung einer auf diesem Wege erzeug- 
ten Fläche folgt. Die beiden willkürlichen Funktionen @ und ıW lassen 
sich auf dem im 8. 276 angegebenen Wege finden, sobald die Glei- 
chungen der beiden anderen Leitlinien gegeben sind. 

I. Wenn die erzeugende Gerade stets an einer geraden Leitlinie 


fortgleitet und dabei. einer gegebenen Ebene (Richtebene) beständig 


ae A RE 


Ei 


a 
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parallel bleibt, so nennt man die so entstehende windschiefe Fläche 

conoidische Fläche oder Conoid. BER, % 
Nehmen wir die Richtebene zur zy-Ebene, so sind die Gleichungen 

der erzeugenden Geraden: 


?=6, vegl).at lo), | a) 
wo p und ı' zwei willkürliche Funktionen bedeuten, deren eine sich 
dadurch bestimmt, dass die Erzeugende die gerade Leitlinie, deren 


Gleichungen 
= +a y=b+P (2) 
sein mögen, stets schneiden soll. Durch Elimination von x, y, 2 aus 
(1) und (2) erhält man hiefür die Bedingungsgleichung : 
ve + B= (ac + @) Pl) + Wo), N 
und endlich, indem man aus (1) und (3) W(e) und e eliminirt: 
y—bz — BP =9Y(2) (e —az — 0), 
oder 


oder 
f(y — bz — 
Ti Be (4) 
als allgemeine Gleichungsform der conoidischen Flächen. _ | 
Steht die gerade Leitlinie auf der Richtebene senkrecht, so wird 
a«—b=0 und die Richtlinie kann jetzt als Axe der 2 angenommen 
werden, wodurch auch « = # —= 0 wird und die Gl. (4) sich in 


a (2) | (5) 


verwandelt. Man pflegt solche Conoide gerade Conoide zu nennen. 
Die Form der Funktion f in (4) oder (5) bestimmt sich, wenn noch 
eine Bedingung, z. B. eine zweite Leitlinie gegeben wird, welcher die 
erzeugende Gerade folgen soll. BR 
Beispiel. Es sei diese zweite Leitlinie ebenfalls eine Gerages 
und 2 =az-+a, y=bz + f ihre Gleichungen. Jene der erzeu- 
genden erden. welche durch die Axe der 2 gehend zur zy-Ebene 
parallel sich bewegt, sind 2—=c, y=x.(e)..(m), und wir erhalten 


‘durch Elimination von &, y, 2 aus diesen 4 Gleichungen: ee +ß 


— (ae + «).p(e), folglich, wenn wir aus dieser und den Glgn. (m) c 
und p(e) eliminiren: | | 
aygz — bxz + ay — PR —=0, 
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als Gleichung der gesuchten Fläche, welche somit von der zweiten Ord- 


nung ist (hyperbolisches Paraboloid), auf welche wir im nächsten Capitel 
zurückkommen. 

Zu den conoidischen Flächen gehört auch die Schraubenfläche, welche 
wir noch besonders betrachten wollen. 


285. Schraubenlinie und Schraubenfläche. Wenn ein 
gegebener Winkel BAU =«, Fig. (80), um einen geraden Cylinder 
von kreisförmiger Basis so herumgewickelt wird, dass der eine Schenkel 
AC die Erzeugungslinien des Cylinders Fig. 80. 
unter einem rechten Winkel schneidet, 
so erzeugt der andere Schenkel eine 
Curve auf der Cylinderfläche , - welche 
Schraubenlinie genannt wird. 

Um die Gleichungen dieser Curve 
zu finden, nehmen wir die Axe des 
Cylinders als Axe der z und legen die 
Axe der x durch jenen Punkt A der 
Schraubenlinie, in welchem sie die 
Ebene der xy schneidet. Sei M ein 
beliebiger Punkt der Curve, MP = z, 
PQ = y, 09 = x dessen Coordinaten, » der Halbmesser des Cylinders 
und / AOP=g, so ist: 

Fern yerimdp, 2 —ro 1a, (1) 











indem, wie aus der Entstehung der Curve leicht erhellt, z2= MP = 
RO=MP—=AP tego, und AP —arc AP==rg ist. Aus der letzten 


Gl. folgt @ ne womit die beiden ersteren in 


zZ 


PZN ROS 





Rt, 
ie Ya? Sin RT (2) 
übergehen. Dies sind die Gleichungen der Schraubenlinie, 
und zwar ihrer Projeetionen auf die Ebenen der z2 und yz. Quadrirt 
und äddirt man dieselben, so erhält man 
+ y?—=r? 

als Gleichung der Projection auf die Ebene der xy. 

Der Winkel «& heisst der Steigungswinkel der Schraubenlinie. 
Für zwei Punkte der Curve, welche den Werthen g und p —+ 20 ent- 
sprechen, folglich in einer und derselben erzeugenden Geraden des 
Cylinders liegen und um einen Schraubenumgang von einander ent- 
fernt sind, hat man z=rptga und Z=r(p + 2n) tga, deren 
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Differenz 2’ — 2 = Ir st tg& = h die sogenannte Höhe eines Schrau- 
benganges bestimmt. Durch Einführung dieser Grösse nehmen die 
Glgn. (2) die Form an: | 
2: —= Tr C08 Ali y==r sin rn (3) 

KH h 

Die Schraubenfläche entsteht durch die Bewegung einer Ge- 
raden, welche an der Schraubenlinie fortgleitet und dabei die Axe der- 
selben stets senkrecht schneidet. 

Fällt, der früheren Annahme gemäss, die Schraubenaxe mit der 
Axe der z zusammen, so sind ze=e, y=%. p(e) die Gleichungen der 
erzeugenden Geraden, welche mit den Glgn. (2) oder (3) der Leitlinie 
27r6 


Ad 


lie- 








S en 
ten RE 


fern; eliminirt man aus dieser und den Gleichungen der erzeugenden 
Geraden ce und (ec), so erhält man als Gleichung der Schrau- 
benfläche: 


verbunden, die Bedingungsgleichung: p(e)— tg 





0 2 Y 2702 
ee -, oder ".=tg.-—., 4 
I "rtga x SR (4) 





VIERTES KAPITEL. 


VON DEN FLÄCHEN DER ZWEITEN ORDNUNG. 


286. Die allgemeinste Form einer Gleichung des 2!" Grades zwi- 
schen drei veränderlichen Coordinaten ist: 

Ax? + A’y? + 4’2? + 2Byz + 2B’xz + 2B”’xy |- 0.) 

+ 202 +2Cy+ 2C0"z + F Ri. 

und wir wollen uns nun mit der Untersuchung .beschäftigen, welche Flä- 
chen überhaupt durch diese Gleichung dargestellt werden können. Zu 
diesem Zwecke müssen wir die Gleichung auf eine einfachere Form brin- 
gen, was durch Transformation der Coordinateu bewerkstelliget werden 
kann, in ähnlicher Weise, wie dies bei den Linien 2%“ Ordnung ge- 
schehen ist. Wir setzen voraus, dass die Gl. (1) sich auf ein recht- 
winkeliges Coordinatensystem beziehe, wodurch die Allgemeinheit der 
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Untersuchung für unseren Zweck nicht beeinträchtiget wird, da der Grad 
der Gleichung durch den Uebergang von einem schiefwinkeligen auf ein 
rechtwinkeliges Coordinatensystem nie, und auch die Form der Gleichung 
nicht geändert wird, so lange die Lage des Letzteren unbestimmt bleibt. 


287. Mittelpunkt der Flächen. Nach dem am Schlusse des 
$. 274 bewiesenen Satze kann eine Fläche 2!" Grades in nicht mehr 
als zwei Punkten von einer Geraden geschnitten werden. Das von den 
beiden Durchschnittspunkten begrenzte Stück der Geraden heisst eine 
Sehne oder Chorde der Fläche. 

Unter Mittelpunkt oder Centrum der Fläche versteht man 
einen solchen Punkt, welcher jede durch ihn gezogene Sehne halbirt. 

Denken wir uns den Mittelpunkt einer Fläche als Ursprung des 
Coordinatensystemes, und durch denselben eine Gerade gezogen, welche 
die Fläche in den Punkten M und M’ schneidet, so liegen der gemachten 
Voraussetzung zufolge diese beiden Punkte der Fläche auf entgegen- 
gesetzten. Seiten des Ursprunges und in gleicher Entfernung von dem- 
selben. Bezeichnet man demnach mit x, y’, 2’ die Coordinaten von M, 
so sind offenbar — x, — y, — z’ jene von M’ und die Gleichung 
der Fläche F(x, y, z2)—=0, bezogen aufihren Mittelpunkt 
als Ursprung, muss durch diese beiden Systeme von Werthen der 
Coordinaten erfüllt werden. Da aber dasselbe für jede durch den 
Mittelpunkt gezogene Sehne statt findet, so wird die eben genannte 
Gleichung der Fläche die Eigenschaft haben, sich nicht. zu ändern, wenn 
man darin — X, — y, — 2 an die Stelle von x, 9, 2 treten lässt, 
wozu erfordert wird, dass in derselben nur Glieder der 2 
Dimension in Bezug auf x, y, z vorkommen. 

Hieraus folgt, dass die Gl. (1) eine einfachere Form erhalten 
wird, wenn man den Mittelpunkt als Ursprung wählt, vorausgesetzt, dass 
ein solcher existirt, indem dadurch jene drei Glieder aus der Gleichung 
verschwinden müssen, welche nach x, y, 2 vom 1'*" Grade (linear) sind. 


288. Untersuchen wir nun, ob den Flächen 2#*" Grades ein Mittel- 
punkt zukomme. Verlegen wir den Ursprung in den noch unbestimmten 
Punkt E, n, £ und substituiren zu diesem Zwecke in (1): © +5, 
Y+n,2-+° an die Stelle von x, y, 2, so erhalten wir als trans- 
formirte Gleichung: 

Az? + Ay? + A’z? + 2Byz + 2B’xz + 2B’acy 

ale Bm LBetOe |, 
An BIEStIBE OB. 
+3(AC + BE+BN + 0")e 
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wo der Kürze wegen: 
— H=-AR Ar + A’? 4 2Bnk + 2BEt + 2B"En 
+20E + 207 +2’ C HF 


gesetzt ist. Bestimmen wir nun die Werthe von &, n, & so, dass 


AE + Bn+BU +0 =0 Be 
AntBs+BE +(d=0 (3) 
AT+BE + +0’ —=0 (4) 


werde, wodurch aus der transformirten Gleichung die Glieder der ersten 
Dimension wegefallen und somit die Bedingung ausgedrückt wird, dass 
der neue Ursprung Mittelpunkt der Fläche sei, so verwandelt sich obige 
Gleichung in die einfachere: | 
Aa? + Ay? + A’e? + 2Bye 8 2B’xz +2B’ay=H, 65) 
wobei wir noch bemerken, dass mit Hilfe der Gleichungen (2), (3), (4) 
die Grösse ZI leicht auf den einfacheren Ausdruck: 
Ho E ln 0 (5*) 
gebracht werden kann. 

Die Existenz eines Mittelpunktes, und somit die Möglichkeit dieser 
Transformation hängt nun davon ab, ob aus den Glgn. (2), (3), (4) 
endliche und bestimmte Werthe von $&, n, & folgen, oder nicht.*) Durch 
Auflösung dieser Gleichungen erhalten wir: 


=, gr (6) 

wo V —=0(44”— B2) + C(BB' — 4"B”) + 0’(BB"— AB), 
v’—( 2 I; O[BB= ER, + (BB 

v"— Ds — B”?) + O{BE" — AB) Opa 
A—= AB? + AB? + A"B”? — AA'A" — aBBB". (7) 


Ist nun: 

1) die Grösse / von O verschieden, so ergibt sich aus (6) für 
jede der Coordinaten &, 7, © ein endlicher und bestimmter 
Werth; die Fläche hat in diesem Falle einen Mittelpunkt, und 
die Gleichung nimmt die Form (5) an, wenn man den Ursprung in 
diesen Mittelpunkt verlegt. | 


*), Die Polynome dieser drei Gleichungen sind, wie man leicht findet, 


die im Sinne des $. 91 gebildeten 1ten derivirten Funktionen des Polynoms 


der Gl. (1), wenn man der Reihe nach ©, % und 2 allein als Veränderliche 
betrachtet, und daher immer leicht hinzuschreiben, sobald die Gl. (1) ge- 
geben ist. REN: 





en 
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2) Ist #0, und sind nicht gleichzeitig auch die Zähler 7, V’, 
7 der Nulle gleich, so wird wenigstens eine der Grössen &, n, & un- 
endlich und die Fläche hat in diesem Falle keinen Mittelpunkt; 
man kann ihn als in unendlicher Entfernung liegend betrachten. Die 
Mittelpunktsgleichungen (2), (3), (4) müssen in diesem Falle einen Wider- 
spruch enthalten. 

3) It 7= 0 und verschwinden gleichzeitig auch alle drei Zähler 
V, V, V”, so nehmen die Ausdrücke von &, n, & die unbestimmte 


0 
Form 5 an; es gibt dann unendlich viele Systeme von Werthen dieser 


Grössen, welche den Glen. (2), (3), (4) Genüge leisten und die Fläche 
hat daher unendlich viele Mittelpunkte. Wir wollen diesen 
Fall sogleich näher erörtern, da nur bereits bekannte Gebilde in ihm 
enthalten sind. 

Da zur Bestimmung der drei Grössen &, n, & die drei Gleichungen 
(2), (3), (4) zu Gebote stehen, so kann bekanntlich diese Unbestimmt- 
heit nur dann eintreten, wenn dieselben nicht sämmtlich von einander 
verschieden sind, sondern sich nur auf zwei wesentlich verschiedene, 
oder gar nur auf eine einzige Gleichung reduciren. 

a) Kommen die besagten Gleichungen auf zwei wesentlich ver- 
schiedene zurück, was man daraus erkennt, dass die aus zweien der- 
selben, z. B. (2) und (3) gezogenen Werthe von & und n die 3'° Glei- 
chung für jeden Werth von £ identisch machen, so stellen dieselben 
eine gerade Linie dar, welche der geometrische Ort sämmtlicher 
Mittelpunkte der Fläche ist. Es sei KZ (Fig. 81) diese Gerade; legen 
wir durch dieselbe eine beliebige Ebene und sei @ ein Punkt der Durch- 
schnittslinie dieser Ebene und der Fläche; ziehen wir ferner in dieser 
Ebene durch @ beliebige Gerade, welche die KZ, in den Punkten O, O', 
O0”, u. s. w. schneiden und machen JO—=0G, FO —=0'G, JO’ — 0"6, 
u. S. w., so liegen die Punkte J, J’, J”, u. s. w. ineeiner zu KL paral- 
lelen Geraden und gehören zugleich der Fläche Fig. 81. 
an, da jeder der Punkte O, 0/, 0”, ... ein Mit- 
telpunkt ist. Eben so muss aus gleichem Grunde 
jeder Punkt der durch @ parallel zu KL gezo- 
genen Geraden ein Punkt der Fläche sein ; hieraus 
folgt, dass jede durch KL gelegte Ebene unsere 
Fläche in zwei zu KZ, parallelen Geraden schnei- 
det, wodurch dieselbe als Cylinderfläche 
charakterisirt wird. Zugleich kann dieser Cylinder nur ein elliptischer 
oder hyperbolischer sein. Denn schneidet man die Fläche durch eine 
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auf KL senkrechte Ebene UV, so ist der Schnitt [$ 274] eine Linie 
zweiten Grades, welche offenbar den Punkt $ zum Mittelpunkte hat und 
somit nur eine Ellipse oder Hyperbel sein kann. Die Gleichung (1) 
stellt also in diesem Falle einen elliptischen oder hyper- 
bolischen Gylinder vor. 

b) Redueiren sich aber die Glgn. (2), (3), (4) auf eine einzige, was 
daraus erkannt wird, dass der aus einer derselben gezogene Werth von 
S die beiden anderen für jeden Werth von n7 und & identisch macht, 
so drücken dieselben eine Ebene aus, als geometrischen Ort sämmt- 
licher Mittelpunkte der Fläche (1), und diese selbst ist in diesem Falle 
nichts anderes, als ein System zweier zur Mittelpunktsebene parallelen 
Ebenen. — In der That, sei @ (Fig. 82) irgend ein Punkt der Fläche 


(39, verbinden wir denselben mit einem beliebigen Punkte O der Mittel- 


punktsebene MN, und verlängern wir GO um das Stück 0J —= 06, 
so ist offenbar ein jeder. Punkt der durch J parallel zur Mittelpunkts- 
ebene gelegten Ebene ein Punkt des durch Gl. (1) repräsentirten geo- 
metrischen Ortes, weil die Verbindungslinie eines jeden Punktes dieser 
Fig. 82. Ebene mit dem Punkte @ von. der Mittel- 
6 punktsebene halbirt wird; dasselbe lässt sich 
nun — von dem Punkte J ausgehend — von 
B der durch @ parallel zur Mittelpunktsebene ge- 
Ne legten Ebene erweisen. Dass endlich kein Punkt 
| a, as ausserhalb dieser beiden Ebenen der GI. (1) 
genügen könne, erhellt daraus, dass ein geome- 
trischer Ort 2t° Ordnung von einer Geraden 
nicht in mehr als zwei Punkten geschnitten werden kann. Die Gl. (1) 
stellt also in diesem Falle ein System zweier paralleler 
Ebenen dar, und muss sich in zwei rationale Faktoren des 1ten 
Grades zerlegen lassen. | 
Da hiernach der 3*° Fall keine neuen geometrischen Gebilde dar- 
bietet, und übrigens die in demselben begriffenen (elliptischer und hy- 
perbolischer Cylinder, System zweier parallelen Ebenen) auch als Varie- 
täten der mit einem Mittelpunkte versehenen Flächen betrachtet werden 
können, so theilen wir die Flächen 2!°" Grades in zwei Classen ein, 
von welchen die 1% die mit einem Mittelpunkte versehe- 
nen Flächen umfasst, die 2% diejenigen Flächen begreift, 
welche eines solchen ermangeln, % 
Nur bei ersteren ist die in diesem $. ausgeführte Transformation 
zulässig; ein anderes auf alle Flächen anwendbares Mittel zur Verein- 
fachung «dieser Gleichung werden wir im Folgenden kennen lernen. 
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289. Diametral-Ebenen. Denken wir uns in einer beliebigen 
krummen Fläche eine Schaar paralleler Sehnen gezogen, so nennt man 
den geometrischen Ort der Halbirungspunkte derselben eine Dia- 
metral-Fläche. Die Diametralflächen von Flächen des 2ten Grades 
können, wie wir sogleich sehen werden, nur Ebenen sein. Nimmt man 
nun eine solche Niametralebene als Ebene der xy und die Axe der z 
parallel mit den zugehörigen Sehnen, (wobei also im Allgemeinen ein 
schiefwinkeliges Coordinatensystem zu Stande kommt), so werden zu 
irgend einem Werthe @&—= OR und y= RP (Fig. 83) zwei gleiche 
und entgegengesetzte Werthe von 2: PM und PM’ gehören, und es ist 
klar, dass die Gleichung der Fläche, auf ein solches Coordinatensystem 


bezogen, in Bezug auf z rein quadratisch sein, Fig. 83. 

also kein Glied enthalten wird, in welchem z in 2 

der ie Potenz vorkommt. Hiedurch ist nun ein f 

zweites Mittel zur Vereinfachung der Gl. (1) ge- = 
boten, welches den Vorzug hat, auf alle Flächen od E Rex 


anwendbar zu sein; übrigens werden wir, um dn x pi 
Vortheil, mit rechtwinkeligen Coordinaten zu rech- j 
nen, nicht zu verlieren, uns nach solchen Diametral- IM" 
Ebenen umzusehen haben, welche von den zuge- 

hörigen Sehnen rechtwinkelig geschnitten und Haupt-Ebenen ge- 
nannt werden. 


Suchen wir zuvörderst die zu einer gegebenen Folge paralleler 
Sehnen gehörige Diametralebene. Es- seien: 


z—=me+p, y=nz+g (8) 
die Gleichungen einer dieser Sehnen, in welchen m und n gegebene, 
die Richtung der Sehnen bestimmende Grössen sind, während p und 
gq von einer Sehne zur andern sich ändern. Verbinden wir dieselben 
mit der auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem bezogenen Gl. (1) 
der Fläche 2° Ordnung, so erhalten wir durch Elimination von « und 
y zur Bestimmung der Durchschnittspunkte die Gleichung: | 


Pz?+202 + R=0, (9) 


in welcher: 


_P= Am? + An? + A" + 2(Bn + Bm + B’mn), 


Q—= Amp + Ang + Bo + Bp + BE’ (np + mg) + Cm +On+C, 
R=4Ap” + Ag? + 2E’pg + 20p +20 + F, 
ist. Bezeichnen wir ferner mit X, Y, Z die Coordinaten des Halbi- 


rungspunktes der Sehne (8), so ist, wenn £,, 2, die beiden Wurzeln 
Hurr, Höh. Mathematik, I. 3. Auıl, 31 


ee Be Br Ar 2 a DS er RN 7 a 0 A ET EEE 
f a FR, . . Dr a a ee 
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der Gl. (9) sind, Z= 1(e, +2,)=— an folglich : 
as Amp + Ang + Bqa + Bp + DB’ (np + ma) + 0m + Cn+ 0” 





Am? + An? + 4" + 2(Bn + B’'m + B’mn) 
Y=nZ+g, X=mZ-+2. 
Eliminiren wir endlich aus diesen drei Gleichungen die Grössen » 
und 9, so erhalten wir: 
re. —o. (10) 
+ (Cm + O’n + 0") | 

als Gleichung der gesuchten Diametral-Fläche, welche 
somit, in Folge der nach X, Y, Z linearen Form dieser Gleichung, 
eine Ebene ist. 

Da die Coeffieienten von X, Y, Z und das constante Glied in (10) 
für jeden reellen Werth von m und » reell sind, so entspricht im All- 
gemeinen jeder Folge paralleler Sehnen eine (conjugirte) Diametral-Ebene 
und jede Fläche 2 Ordnung lässt daher unendlich viele 
Diametral-Ebenen zu. 

Nach m und n geordnet, nimmt (10) folgende Form an: 
(AX+P’Y+BZ+O)m+(AY+B’X+BZ+ C)n 6 40 

+ 4’ Z + BX+BY+ (0 
und wird augenscheinlich identisch, wenn man darin für X, Y, Z die 
aus den Glgn. (2), (3), (4) folgenden Werthe der Mittelpunktscoordinaten 
&, n, © substituirt. Hieraus folgt, dass bei jenen Flächen, wel- 
chen ein Mittelpunkt zukommt, jede Diametral-Ebene 
durch diesen Punkt geht. 

Die Durchschnittslinie zweier Diametral-Ebenen heisst ein Durch- 
messer der Fläche. 


290. Hauptebenen. So nennt man jene Diametral-Ebenen, 
welche ihren conjugirten Sehnen unter einem rechten Winkel begegnen. 
Es folgt aus diesem Begriffe, dass jede Hauptebene die Fläche in zwei 
symmetrische Hälften theilt. 


Damit die Diametral-Ebene (10) die zugehörigen Sehnen, deren 


eine durch die Glgn. (8) dargestellt wird, senkrecht schneide, müssen 


[$: 261, Gl. (3)] die Bedingungsgleichungen : 
vAn$ Brenn Ba An + B+ B’m 
4” + Bn + B’m’ = 4" + Bn + Bm‘ 


erfüllt werden. Aus diesen Gleichungen würde sich m. und », und hie- 








M 








CN 


483 


mit die Richtung jenes Systemes paralleler Sehnen finden lassen, welche 
die conjugirte Diametral-Ebene senkrecht treffen, welche Richtung wir 
Hauptrichtung nennen wollen. 
Zweckmässiger ist jedoch folgendes Verfahren. Setzen wir den 
Nenner: 
A” + Bn+Bm=s, 
wo s als eine neue noch unbekannte Hilfsgrösse zu betrachten ist, so 
treten an die Stelle der beiden letzten Gleichungen folgende drei: 
(A —s)m+Bn+P=o0 
(A —-s))n+Bm+B=0 (12) 
A’"—s +Bm +Bn=0, 
aus welchen man die Werthe von s, m, n auf folgendem Wege findet. 
Dividiren wir die 1° dieser Gleichungen durch B’B”, addiren zu 


beiden Seiten = und setzen Kürze halber : 




















m N 1 
en — or 13 
K B + B' + pr $) ( ) 
so kommt: 
m m 
A- K 
| Aesge DB 
oder 
BD: Mm 
A—s — === —.K. 
( 5 B we 
Auf dieselbe Weise folgt aus der 2! und 3te" der Glen. (12): 
BB" N 
lee 5 
( Se BEL BR: 
A" 5 ER ) : „_ = der: 
B BB 
Setzt man nun: . 
B’B" BB" BR 
= A — —— I AN er En 0 UI RBRLTEIEER 14 
L A B ’ M B ’ N A B' Ri ) 
' so erhält man aus den drei letzten Gleichungen: 
Bee Reber BR 
TATEN Bus RAN ES N 
Die zwei ersten dieser Gleichungen, durch die 3t° dividirt, geben: 
B" s—N B" s—N 
Fe 7) ana RT mM‘ 15 
BED CASH M E 


B” dividirt und addirt, so erhält man mit Rücksicht auf (13): 


Werden aber dieselben drei Gleichungen der Reihe nach durch B, B’, 


31* 


= EL NH 
u Bi} N 





BB" BB" BB 





— T \ 7 E a = = 

BGZDIRGEMerGS N 3: ) “ 
welche Gleichung durch Multiplikation mit & — L) (s- — a 6 _ N) ES 
und Division mit BB’B” die Form: 





= OR 
= £ x 
= (8: L)er= N) nn (:—:L)(s ar) ; 


annimmt, und endlich, wenn man entwickelt und die Werthe von Z, 
M, N substituirt, in folgende sich verwandelt: BE; a 


: s- De - Mi NM-—b-M)e— NM) ee 
= 








3-5 A+A’+4")—s(B?— A A" + B®?— AA” + BB" — AA 9 (18) a 
+(AB? AB? A’B"-AALA—2BBB | = 

in welcher das absolute Glied die in $. 288 mit -/ bezeichnete Grösse r 
ist. Diese Gleichung ist nun vom dritten Grade, und liefert daher 3 
mindestens einen reellen Werth von s, mit welchem sich aus (J5)en 
System reeller Werthe von m und » ergibt. Hieraus folgt, dass den > 
Flächen 2te Ordnung mindestens eine Hauptrichtung BE 
und folglich auch eine Hauptebene zukomme. - B 
Es lässt sich jedoch leicht zeigen, dass die drei Wurzeln der er 
obigen, in mehrfacher Beziehung merkwürdigen, cubischen Gleichung ni 
sämmtlich reell sind. Zu diesem Zwecke ist die Form (17) am geig- 
netsten. Im Allgemeinen werden die Grössen Z, M, N von einander rg 


verschieden sein; nehmen wir, um einen bestimmten Fall vor Augen ge 
zu haben, an, es si L<M<N, wobei man leicht bemerken wird, | 
dass eine andere Aufeinanderfolge an der folgenden Diskussion nichts 
ändert. Substituiren wir nun in das Polynom der Gl. (17), welches wir 
mit P bezeichnen wollen, der Reihe nach s= — 00 I, EN : on, 
so erhalten wir: 


1) wenn BB’B” positiv: 













wenn BB’ > an 


fürs — 0o:P=—o ER ee BEN. 
is: D PEN INTTge L P&i Zr 
„os: MP=+..0.|0 „so CM Pre 
u Ne | re gen N P=—... = 
„os wo, P=ıEo | seta 


In beiden Fällen wird durch die in den Substitutionsresultaten erschei- | 
nenden Zeichenwechsel die Existenz dreier reeller Wurzeln nach- 
gewiesen |$. 116]. Man sieht zugleich, dass diese Wurzeln nothwendig von 
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Hieraus folgt also, dass in jeder Fläche des 2 
- Grades imäAllgemeinen drei Hauptrichtungen und somit 
auch drei Hauptebenen existiren, welche ihre GOrBR 

ten Sehnen normal halbiren. | 
Mit Hilfe der Glgn. (12) verwandelt sich die Gl. (10) einer 












Diametral-Ebene in: 
Cm + Cn + (” | 
mX+nY+Z+ Zr, (19) 
2 | 
die Gleichung einer Hauptebene, wenn man darin ein System 
4 zusammengehöriger Werthe von s, m, n substituirt. 
E:: 291. Bezeichnen wir mit s,, s,, s, die drei Wurzeln der cubischen 
B: - Jo 
2 Gleichung, mit m,, n,; m,, nr M,, N, die aus (15) folgenden ent- 
z sprechenden Werthe von » und », welche die Hauptrichtungen be- 
n - ” ” { ”. “ 
stimmen; diese Werthe von s, m, n müssen, weil hervorgegangen aus 
e: der Auflösung der Gleichungen (12), diesen Gleichungen nothwendig 
E Genüge leisten, und man hat demzufolge identisch: 
E 
B>; ’ ” EEE er 
Am +B +Bn =ms,.. .(@, ), Am, +B +B’n, = m,sS,... (P,) 
R [4 " „ R 
> An +B +B’m —=ns ...(@,)| An, +B ns er 
4 ” ,’ ze } ER \ 
{ A” + Bn +Pm =s ...(w) 4 +, +Bm,=s ...(ß;) 
E £ er ’ „m, = 
Be - Am, +B + En, MI, 1) 


An, #B. + Bm —=n;5, -..(Y) 
4’ + Bn, -FBRm, —S =...) 
| Multiplieirt man («, ) mit m,, (£,) mit m, und subtrahirt, wodurch 
A eliminirt wird, so kommt: | 
= B’ (m, — m,) + B”’(m,n, — m,n,) = mm, (s — S,). 
Eben so erhält man durch Elimination von A’ aus (@,) und (?,): 
B(n, —n,) + B’(m,n, — mn) =nn, (5 — 8), 
endlich durch Elimination von A” aus (@,) und (ß,): 
B(n —n,)+B(m -m)=s —8; 
durch Addition dieser drei Gleichungen folgt: 
(s, — s,) (mm; + nn, +1) =0. 
Da nun im Allgemeinen s, und s, von einander verschieden sein werden, 
En so muss in Folge der letzten Gleichung: 
z = MM Hrn, + 1=0 
3 Be sein, welche Gais ausspricht, dass die zwei Hauptrichtungen, welche 


_ durch die Grössen M,, n,. und m,, n, bestimmt sind, auf einander 
senkrecht stehen [$..260, Gl. (6)]. Zu demselben Ergebnisse führt die 





az ER 2.3 


2 


A er A ee ART | 
a NER na a ZONEN 
er ee 
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Verbindung der Systeme («) und (y), (%) und (y) in Bezug auf die 31° 
Hauptrichtung, woraus folgt, dass bei den Flächen 2® Ord- 
nung die drei Hauptrichtungen und folglich auch die 
drei Hauptebenen auf einander senkrecht stehen. 


292. Diese Ergebnisse erleiden einige Modificationen, wenn die 
Gl. (17) wiederholte Wurzeln besitzt, oder wenn eine oder mehrere ihrer 
Wurzeln der Nulle gleich sind. 

Wiederholte Wurzeln können bekanntlich nur auftreten, wenn die 
Grössen Z, M, N nicht sämmtlich von einander verschieden sind. Ist 
nun A = M, so geht (17) über in: 


en a] 








ÜBRDI ER NER? Bar ae 
eine ihrer Wurzeln ist also dann s— ZL; die beiden anderen ergeben 
sich, wenn man den Faktor in den eckigen Klammern —= 0 setzt, und 


werden im Allgemeinen sowohl von ZL als unter sich verschieden sein. 
It aber L=M= N, so lässt sich aus obiger Gleichung ein Faktor 
s— M=s— N=s—-L nochmals sondern, welcher eine 2° Wurzel 
s—L liefert, während sich die 3'° aus der Gleichung 

s— L 1 i 1 

BRB.SSBEESR UND 





7 1 1 
s—=L+ DBBB 


ergibt. Uusere eubische Gleichung hat somit zwei gleiche 
Warzelngjede — ZZ, wenn Ze MZ Ns 

Alle drei Wurzeln können nun offenbar nur dann einander gleich 
werden, wenn auch die 3'° Wurzel = L ist, wozu nach («) erfordert 
wird, dass 





Ne 1 
BED (ge Hg + m) 0 


werde, was nur für B= B’—= B"’— 0 möglich ist. Die cubische 


Gleichung hat somit drei gleiche Wurzeln, wenn L=M=N, 
und DB == Be==.B 0 it 


293. Untersuchen wir nun den Einfluss, welchen diese besonderen 
Umstände auf die Lage der Hauptebenen nehmen, wobei wir zuerst 
voraussetzen wollen, dass keine der drei Wurzeln der @]. (18) 
der Nulle gleich sei. Bei dieser Voraussetzung muss das abso- 
lute Glied =J dieser Gleichung von O verschieden sein 
und somit der Fläche ein bestimmter Mittelpunkt zukommen. 
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1) Die drei Wurzeln sind von einander verschieden. 
In diesem Falle existiren drei Hauptebenen, welche auf einander senk- 
recht stehen und sich im Mittelpunkte der Fläche schneiden. Jede theilt 
die Fläche in zwei symmetrische Hälften ; ihre auf einander senkrechten 
Durchschnittslinien heissen Hauptdurchmesser oder Axen der 
Fläche. | 

2) Hat die Gl. (18) zwei gleiche Wurzeln, so muss L—=M 
— N sein, und die beiden gleichen Wurzeln sind Ss — = Li’Zu 
nächst bestimmt sich nun mit Hilfe der 3te" Wurzel s, aus (15) eine 
Hauptrichtung 

Dr De 
Mon, pen (@) 

dieselben Ausdrücke (15) bieten aber die Werthe von m,, n, und m,,n, 
unter der unbestimmten Form x dar, sobald man in ihnen eine der 


gleichen Wurzeln s, = s, —= L substituirt; woraus folgt, dass nebst 
der obigen bestimmten Hauptrichtung (m,, n,) noch un- 
endlich viele andere existiren. In der That, kehren wir zu den 
- Glgn. (12) zurück, welche die Hauptrichtungen bestimmen ; substituiren 
wir darin s— L und beachten, dass aus (14): 
BB" - BBz z Dh 

A—Ll= Bu A a A NZ TR 
folgt und jetzt L= M=N ist, so geht aus jeder der Gleichungen 
(12) die folgende hervor: 
135: Bb" 


El TR) 


wir erhalten daher zur Bestimmung von m und » nur diese eine Glei- 
chung, welche zu jedem beliebig gewählten Werth von n einen ent- 
sprechenden Werth von m liefert, wodurch man offenbar unendlich viele 
Hauptrichtungen erhält. Aus der Verbindung der Gleichungen («@) und 
(#) folgt nun weiter: 
mm, f nn, + L=%, 

woraus erhellt, dass jede der Hauptrichtungen (£) auf der 
einen bestimmten Hauptrichtung («) senkrecht steht. 

Dieser Fall tritt ein, wenn die der Gl. (1) entsprechende Fläche 
durch Umdrehung entstanden ist. Man sieht leicht ein, dass jede 
durch die Rotationsaxe gelegte Ebene eine Hauptebene sein muss, 

3) Hat die Gl. (18) drei gleiche Wurzeln, so muss nebst 
EM == N. auch. noch B — 2" = B’ = 0’sein; jede. der Wurzeln 


) 
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ist — L und aus (14) folgt noch überdies 1 — A = A’= 4". Unter 
diesen Umständen sind nun die Glgn. (12), wenn man darin s—=Z sub- 
stituirt, für jeden Werth von m und n identisch erfüllt; jede beliebige 
Richtung ist eine Hauptrichtung, und die Fläche lässt folglich unend- 
lich viele Hauptebenen zu. Dieser Fall tritt bei der Kugelflächeein, 
für welche offenbar jede durch den Mittelpunkt gelegte Ebene eine 
Hauptebene ist. In der That verwandelt sich (1) in die Gleichung 
einer. Kugel [$. 275, Gl. (4), wenn man A=A'—=4A"und B=B 
u ze Orsetzt: i 
In allen diesen 3 Fällen, welche durch die gemein- 
schaftliche Bedingung, dass / von O verschieden sei, 
charakterisirt sind, können daher in der Fläche drei 
auf einander senkrechte Hauptebenen angegeben werden. 
Sie haben gegen die Fläche eine vollkommen bestimmte Lage im 1te 
Falle; im 2ten Falle hat nur eine Hauptebene gegen die Fläche eine 
bestimmte Lage, die beiden anderen können unter einander und auf die 
erste senkrecht beliebig durch den Mittelpunkt gelegt werden; im 3ten 
Falle kann man- jedes System dreier im Mittelpunkte sich senkrecht 
schneidender Ebenen wählen. 2 


294. Sind eine oder mehrere Wurzeln der Gl. (18) der Nulle 
gleich, so muss zunächst das absolute Glied ./ dieser Gleichung ver- 
schwinden; dieser Fall kann also nur bei solchen Flächen eintreten, 
welche keinen Mittelpunkt, oder deren unendlich viele besitzen [$. 288 
2) nnd 3)]. 

1) Ist eine Wurzel, z. B. ss, —=0, und sind die zwei anderen 
9, S, von einander verschieden, so bestimmen wieder die Glgn. (12) 
drei aufeinander senkrechte Hauptrichtungen; zweien von diesen ent- 2 
sprechen bestimmte Hauptebenen, deren Gleichungen sich aus (19) 
ergeben, wenn man m,, n,, Ss, und m,, n,, s, an die Stelle von m, n 
s setzt; für die 3'° Hauptebene nimmt das absolute Glied der Gl. (19) 
der Hauptebene die Form an: | 

Cm, + On, + ©" 
0 
wo m, und n, die fürs=s, = 0 folgenden bestimmten Werthe sind. 
Bezeichnet man den Abstand dieser Hauptebene vom Ursprunge mit », 
so ist [$. 254, Gl. 6)] = +h: Vm,? +n,?-+ 1; ist nun: 

a) die Grösse Om, + O’n, + 0” von der Nulle verschieden, so 

ist % und somit. auch p unendlich gross; d. h. die 3° Hauptebene exi- 





al, 








stirt in diesem Falle nicht, oder sie rückt in unendliche Entfernung _ 
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hinaus. Dieser Fall tritt. offenbar ein, wenn das durch die Richtung 
Mm,, N, bestimmte Sehnensystem die Fläche nur einmal schneidet. Ist 
aber 

A) die Grösse Om, + Un, + €” identisch —= 0, so wird h und 
somit auch p unbestimmt; d. h. jede auf die Richtung m,, n, senk- 
rechte Ebene ist eine Hauptebene. Dies findet offenbar dann statt, 
wenn die Gl. (1) einen Öylinder darstellt; die Richtung m,, n, ist jene 
der erzeugenden Geraden des Cylinders. Die zu dieser Richtung paral- 
lelen Sehnen schneiden die Fläche gar nicht und jeder Punkt derselben 
ist dann ein Halbirungspunkt, durch welchen eine Hauptebene gelegt 
werden kann. 

Da der Durchsehnittspunkt der drei Hauptebenen der Mittelpunkt 
der Fläche ist, so hat diese im Falle («@) keinen Mittelpunkt, im Falle 


- (#) deren unendlich viele, und der oben erwähnte Cylinder ist daher 


ein elliptischer oder hyperbolischer. 

In. dem Falle, dass eine Wurzel = 0 ist, hat die Fläche so- 
mit nur zwei bestimmte Hauptebenen, die 3'° liegt in unendlicher 
Entfernung, oder ist willkürlich. 

2) Sind zwei Wurzeln s, Ss, = 0, so muss in Folge dieser 
zwer gleichen Wurzeln auch L=eM=N—s, —=s,—=0 sen; die 
Glgn. (12) reduciren sich wieder auf die eine: 














„ ” 


B 
mt on+i=0,....) 


welche unendlich viele Hauptrichtungen angibt, die sämmtlich auf der 
3ten durch die Gl. (15) bestimmten: 
B” | | B” 


senkrecht stehen. Dieser letzteren entspricht eine bestimmte durch 


(19) dargestellte Hauptebene, wenn man darin m,, n,, 5, substituirt. 
Was die zu den Hauptrichtungen (@) gehörigen Hauptebenen betrifft, 
so nimmt für diese das absolute Glied der Gl. (19) die Form an: 
Cm + O’n + 0" 
D Se 
und wird für alle Werthe von m und n unendlich, für welche die 
Gleichung 





Cm + Cln + l"=0d... (P) 


nicht erfüllt ist; die zugehörigen Hauptebenen liegen daher in unend- 


licher Entfernung oder existiren nicht; jene. Werthe von m und n je- 
doch, welche den Glgn. («) und (#) gleichzeitig Genüge leisten, bestim- 
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men eine Hauptrichtung, auf welche senkrecht in jedem ihrer Punkte 
eine Hauptebene gelegt werden kann, da für diese Richtung das abso- 


0) . 
lute Glied in (19) die Form 5 erhält. Auch dieser Fall, (welcher 


dem parabolischen Cylinder entspricht), lässt also zwei aufeinan- 
der senkrechte Hauptebenen zu. | 
Sind aber die zwei Glen. (@) und (#) identisch (wenn nämlich 
OS OS RL SERT FR h ag 2 
en’ N dann erhält das absolute Glied in (19) für 
alle aus («@) folgenden. Werthe von m und n die Form 2 d. h. jede 


Ebene ist eine Hauptebene, welche durch einen beliebigen Punkt irgend 
einer der durch («) dargestellten Hauptrichtungen senkrecht gelegt wird. 
Dieser Fall tritt ein, wenn die Gl. (1) ein System zweier paralleler 
Ebenen bedeutet. 

3) Sämmtliche drei Wurzeln der Gl. (17) können nicht gleichzeitig 
O werden; denn zu. diesem Ende müste s=L=M=N, ferner 
B= B'—= B"=0 werden [$: 292], womit aus (14) A= 4 470 
folgt, wodurch aber die. Gl. (1) auf den 1'°* Grad herabsinkt. 


295. Aus den Erörterungen der beiden vorhergehenden $$. geht 
hervor, dass den durch die Gl. (1) dargestellten geometrischen Gebil- 
den unter allen Umständen mindestens zwei auf einander senkrechte 
Hauptebenen zukommen, deren Lage durch die Gleichungen (15), (18) 
und (19) gegeben ist. Diese beiden Hauptebenen nehmen wir sofort 
als neue Coordinaten-Ebenen der xy und xz’, wobei die Ebene der 
yz' zwar parallel zur 3% (in endlicher oder unendlicher Entfernung 
liegenden) Hauptebene wird, ihr Durchschnittspunkt mit der Durch- 
schnittslinie der beiden ersteren Hauptebenen, d. h. der neue Ursprung 
jedoch vorläufig willkürlich bleibt. Transformirt man nun die Gl. (1) 
auf dieses neue Coordinatensystem, so kann die transformirte Gleichung, 
nach dem im Anfange des $. 289 Gesagten, die Coordinaten 2’ und y 
in der 1" Potenz nicht enthalten, und wird daher die einfachere Form: 


PX? + Py’+P??+20? + FF =0 (20) 
annehmen, in welcher somit noch sämmtliche Flächen der 
gten Ordnung enthalten sind. 


Die weitere Vereinfachung dieser Gleichung erfordert nun die 
Unterscheidung zweier Fälle, je nachdem P von der Nulle verschieden 
oder .='0. Ist. ; / | 
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a ee Te El Bu N d9 N TE vr 3 REN 
- a “ , a a Se En . - 


491 


Im ersteren Falle können wir das Glied mit x verschwinden 


C 
machen, indem wir den Ursprung um das Stück «a ES auf der Axe 


G . ® . ’ C . 
der x zurückschieben, somit in (20) x — = an die Stelle von & 


setzen. Hiedurch verwandelt sich (20) in 
PxX’ + Py?+ P’e’=K. (I) 
Ist aber P= 0, so wird diese letzte Transformation unmöglich, 
weil «—= » würde; in diesem Falle hat aber (20) die Form: 
Py”+Pz?+20®+F=0, 
und wir können nun aus dieser Gleichung das constante Glied weg- 


schaffen, indem wir den Ursprung um das Stück bD=_——!- auf der Axe 


20, 
F' 
der x zurückschieben, d. i Er m die Stelle von x’ setzen; die 
r 4 
letzte Gleichung verwandelt sich dadurch in folgende: 
Py?: + P/r?— QxX. (IT) 


Hieraus erhellt, dass die allgemeine Gleichung (1) des 
Zien Grades durch geeignete Transformation immer auf 
eine der beiden Formen (I) oder (U) gebracht werden 
kann, aus deren Diskussion folglich alle Flächen 2 
Ordnung hervorgehen werden. 

Die in der Gl. (T) begriffenen Flächen sind: mit einem Mittelpunkte 
versehen (oder auch mit unendlich vielen in besonderen Fällen), welcher 
zugleich Ursprung der jetzigen Coordinaten ist, weil die Gleichung nur 
Glieder der 2°" Dimension enthält [$. 287]; auch ist jede der coor- 
dinirten Ebenen eine Hauptebene, weil die Gleichung in Bezug auf alle 
drei Coordinaten rein quadratisch ist [$. 289]. , 

Jene Flächen hingegen, welche aus der Gl. (II) hervorgehen, er- 
mangeln eines Mittelpunktes in Folge der Anwesenheit des linearen 
Gliedes 9x, welches durch Veränderung des Ursprunges nicht wegge- 
schafft werden kann; von den coordinirten Ebenen sind nur jene der 
xy und «2 Hauptebenen. 


Diskussion der Gleichung: 
Pr? + Py- PRIX. (1) 
(Flächen mit Mittelpunkt.) 


296. Wir wollen, was offenbar gestattet ist, voraussetzen , dass 
man den zweiten Theil K dieser Gleichung positiv gemacht habe; die 


Tuer 
Nee 
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drei Coeffieienten P, P', P’ können dann, ohne dass die Gl. aufhört 
eine reelle Bedeutung zu haben, nicht gleichzeitig negativ sein, und 
wenn wir im folgenden mit P, P’, P’, K die numerischen Werthe 
der. bisher mit diesen Buchstaben bezeichneten Grössen vorstellen, so 
haben wir nur folgende Fälle zu betrachten: | | ER 
P® + Py? +P?—=K, | SE 
Px®? + a a Be an ae (@) 
Pr” — P'’y? Pier - in | 
indem jede andere Gombination von Zeichen durch geeignete Ver- 
tauschung der Coordinatenaxen auf eine der obigen zurückgeführt 
werden kann. 
I. Das Ellipsoid. Betrachten wir zuerst die Gleichung: 
Px? + Py? + P’z? — te >21) 
in welcher sämmtliche Coeffieienten positiv sind. Setzen wir der Reihe 
nach % und 2; dann x und 2; endlich x und y der Nulle gleich, so. 


erhalten wir: 


A E eu 
X = ER P = r4, YWSFEE A 9 
K 
:—H Det (22). 


als Coordinaten der Durchschnittspunkte A, A’; B, PB’; C, C (Fig. 84) 


der Fläche mit den Coordinatenaxen, welche somit, 6 an der Zahl, 
sämmtlich reell sind, und die 


Scheitel der Fläche genannt 
werden. Die Coordinatenaxen 
sind Hauptdurchmesser der 
Fläche, und die von je zwei 
Scheiteln begrenzten Stücke 
4 X derselben, AA’—=2a, BB—2b, 
00 — 2c, heissen die Axen 
der Fläche; diese besitzt dem- 
nach drei reelle Axen. 
Durch Einführung der Werthe 
(22) derselben in die Gl. (21) pr 
unserer Fläche erhält diese die symmetrische Form: | 
2 2 2 
tut 

Setzt man in dieser Gleichung der Reihe nach z, 9, 

gleich, so erhält man: | i 










z 





3) 





& der .Nulle 


F 
k 
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2 x 2? y’ £ 

BAR ataı, Ks 

als Gleichungen der Hauptschnitte, d. i. der Durchschnittslinien 

der Fläche mit den coordinirten Ebenen, welche demnach Ellipsen 

sind. Schneidet man. ferner die Fläche durch eine im Abstande 2—=+ h 
zur &y-Ebene parallele Ebene, so ergibt sich: 


SER 


ae; 
at 


als Gleichung des Schnittes, wie man sieht, eine Ellipse, deren Halbaxen 


ce? 


ep ET br —— 
a — — Ve? — n?, und "’— — Ve? — N? 
C C 
sind. Alle zur Ebene der xy parallelen Schnitte sind somit Ellipsen, 


und zwar Ähnliche Ellipsen, da das Verhältniss ihrer Halbaxen 


’ 


5 = ein constantes, von h unabhängiges ist. Der Schnitt wird un- 
möglich, wenn A > ec, woraus folgt, dass die Fläche sich über die 
Scheitel © und ©’ hinaus nicht erstreckt. Zu ganz ähnlichen Ergeb- 
nissen führt die Betrachtung von Schnitten, welche zu den beiden 
anderen Coordinaten - Ebenen parallel gemacht werden. Hieraus folgt 
zugleich, dass unsere Fläche nach allen Richtungen begrenzt, also eine 
geschlossene Fläche ist. Sie führt den Namen Ellipsoid. 


Sind zwei der Coefficienten P, P’', P’ gleich, z. BB P= P’ also 
auch «=D, so kann das Ellipsoid durch Umdrehung um die Axe 
der 2 entstanden gedacht werden (Rotations-Ellipsoid, Sphä- 
roid) [$. 283]; denn jede auf die Axe der z senkrechte Ebene z—=h 
schneidet die Fläche in einer Curve, deren Gleichung 


2 D PB, 2 2 y 
FE h , 5 e a?” (ce? — N?) 
> Fer d. IEREEHT + y = 03 


x 





ist, und offenbar einem Kreise angehört, dessen Mittelpunkt auf der 
Axe der 2 liegt. — Für P=P’=P” odr a=b==c verwandelt 
sich (23) in: #° +9? + 2? =a?, und das Ellipsoid geht somit in 
eine Kugel über. 


297. Als besondere Fälle der Gl. (21) oder (23) sind folgende 
zu bemerken: 

I K%0 ; die Gleichung wird dann nur durch die Werthe 2=0, 
y—=60, z2=0 erfüllt; sie bedeutet also einen Punkt, und zwar den 
gegenwärtigen Coordinatenanfang. 


2 
RI ER E 
ee a f 
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2) Ist einer der Coefficienten P, P’, P” der Nulle gleich, oder was 
auf dasselbe hinauskommt, wird eine der Halbaxen a, db, ce unendlich, 
so geht die Gl. (23) des Ellipsoids in eine der Gleichungen: 


2 2 \ 2 2 
% q & £ r 
DS AERERT ih Tepe A... 
a b° a C b [6 

über, welche elliptischen Cylindern angehören, deren Axen be- 
ziehungsweise mit den Axen der 2, y, & zusammenfallen. 


3) Sind zwei der Coefficienten P, P’, P” der Nulle gleich, 2:.B: 


2 2 


’ „ . K . <E 
P', P’, so geht (21) übern —=+ V>: und bedeutet somit ein 


System zweier Ebenen, welche zur Ebene der yz parallel laufen. 
4) Verschwindet nebst K einer der Coefficienten P, .P', P”, z. B. 
P”, so redueirt sich Gl. (21) auf Px? + P’'y? = 0, welche Gleichung 
in folgende zwei zerfällt: & —= 0, y = 0 und somit der Axe der 2 an- 
gehört. Unsere Gleichung hat also in diesem Falle eine gerade 
Linie zum geometrischen Orte. | 
5) Verschwinden endlich nebst K noch zwei der Coefficienten P, 
P, P", 2. B.’P, P”, so geht (21) über: in Pr? =D 00er 0 5 
welche Gl. der Ebene der yz angehört. Unsere Gleichung bedeutet 
demnach in diesem Falle eine einzige Ebene, | 


298. I. Das Hyperboloid mit einer Hölung. Die 2% 
der Glgn. («@), mit einem negativen Quadrate hat die Form: - 
Pr” HP Dee LE: 
Als Coordinaten der. Durchschnittspunkte : dieser Fläche mit den Coor- 
dinatenaxen finden wir: 


= trtVy-=t+ta, y=tıV-=Eb 
I. IE 


Rent han) K =+V-ıVS—ae Ve 


und schliessen hieraus, dass nur die Axen der x und %, nicht aber jene 
der z von der Fläche geschnitten werden. Diese Fläche hat daher nur 
zwei reelle Axen: AA’ —=2a, BB —=2b, (Fig. 85) mit den vier 
reellen Scheiteln: A, A/, B, B. Der Analogie nach pflegt man 
die Strecke OC = O0’ = c auf der Axe der 2 aufzutragen, wo nun 





CO == 2c die 3'° imaginäre Axe vorstellt. Durch Einführung der e 
Halbaxen a, b, c in die Gl. (24) erhält diese die Form: = 
2 2 


a? b? c? 


2 2 | 
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Verbindet man diese Gleichung mit den Gleichungen der coordinirten 
Ebenen, so erhält man als Gleichungen der Hauptschnitte: 


u | ge? g2 1 y? 22 | 
nn a EN ren) 


von welchen die erste einer Ellipse, die beiden anderen jedoch Hyper- 
beln angehören. 

Jeder zur Ebene der xy im Abstande 2 —= h parallele Schnitt er- 
zeugt eine Ellipse: 


deren Halbaxen 
= —yR rar : vn + c2 (27) 


mit zunehmendem Ak immer grösser werden; den kleinsten dieser Quer- 
schnitte erhält man offenbar für % — 0 und dieser ist somit der ellip- 
‚tische Hauptschnitt ABA’B,, welcher die Kehlellipse genannt wird. 


r 


| TURQ a Be 
Da ferner das Verhältniss —, = v von h unabhängig ist, so sind diese 


b’ 
Ellipsen sämmtlich unter sich ähnlich. — Zu analogen Resultaten führt 
die Betrachtung von Schnitten, welche parallel zu den Ebenen der xY 
und %z2 geführt werden, nur dass statt der Fig. 85 


 Ellipsen Hyperbeln als Durchschnitts- 
linien erscheinen, unter welchen als Ueber- 
gangsglieder auch zwei Systeme sich schnei- 
dender ‚Geraden sich befinden, wenn die 
Entfernung der schneidenden Ebene von 
den oben genannten coordinirten Ebenen 
beziehungsweise — b oder — a ist. 

Von der Gestalt dieser Fläche wird 
man sich nun eine deutliche Vorstellung 
machen können; sie erstreckt sich nach 
den Richtungen der drei Coordinatenaxen 
ins unendliche und ist nicht unterbrochen, 
so dass man von einem beliebigen Punkte 
der Fläche zu irgend einem anderen ge- 
langen kann, ohne die Fläche zu verlassen. 
Sie führt den Namen Hyperboloid 
mit einer Hölung. 

It P=P‘, folglich auch @—b, d. i. sind beide reelle Axen 
einander gleich, so werden alle auf die Axe der 2 senkrechten Schnitte 











zu Kreisen, deren Mittelpunkte in der Axe der z liegen; die Fläche 
wird daher durch Umdrehung der Hyperbel DAE um ihre imaginäre 


Axe O0’ erzeugt werden können und ist das Rotationahyperbo- 
loid mit einer Hölung. [S. 283.] 


299. Als besondere Fälle der Gl. (24) ergeben sich folgende: 
1) K=0; die Gleichung hat die Form: 
Pr” + Py” — Pr? —=0, 
oder NIE aa 


re a 


und gehört, wie man durch ebene Schnitte leicht erkennt, einem ellip- 
tischen Kegel an, dessen Mittelpunkt mit dem ‚Ursprunge und dessen 
Axe mit der Axe der z zusammenfällt. . Er steht in naher Beziehung 
mit dem durch die Gl. (24) oder (26) dargestellten Hyperboloide. 

Die Hauptschnitte des Kegels mit den Ebenen der @z und „2 sind 
durch die Gleichungen: 


2 2 2 2 

x ig a ES - b 
— = — = 0: oder 2 =: + - & unds — == Orrodere 
a” C BER b° C .e 


gegeben, und sind somit je zwei sich im Ursprunge schneidende Ge- 
> a bu, : 

rade, in welchen man aus den Coeffieienten und die Asymptoten 

C C 


UO und VO der beiden hyperbolischen Hauptschnitte DAE und FBG 


erkennt. Ein in der Entfernung == h vom Ursprunge parallel zur 2Y- „Ebene“ 


seführter Schnitt UVU’ ist durch die Gleichung: 





EEE OR 
; 55 | ah Dh. 
als Ellipse charakterisirt, deren Halbaxen a, = er Ba = sind. 


Vergleicht man diese Ausdrücke mit jenen (27) der Halbaxen des 


durch dieselbe Ebene erzeugten elliptischen Schnittes DFH des Hyper: E% 


boloides, so findet man 





[4 e ac 
a —aq, BEER (Vn® ei h)== Vereı > 
De b = z (Vn? En 62. h) = Bee a 
c Yn®+e+h 


diese Differenzen bleiben immer positiv, d. h. der Kegel liegt innerhalb SR 
des Hyperboloides, und sie werden unendlich klein, wenn A unendlich 
wächst, woraus folgt, dass das Hyperboloid sich der Kegelfläche unend- 3 
lich nähert, ohne dass beide Flächen sich jemals treffen. Aus diesem | 
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\ 


Grunde wird dieser Kegel der Asymptoten-Kegel des Hyper- 
boloides genannt. 

Ein Hyperboloid, dessen Axen zu jenen des Hyperboloides (26) in 
dem Verhältnisse @ : 1 stehen, wird durch die Gleichung: 


na y? #2 N x? y? 22 
en er 4 


TC 


= u 








be 
a lässt- man nun «& gegen 0) convergiren, so geht dieses Hyper- 
boloid in den Asymptotenkegel (28) über. Letzterer ist daher die 
Grenze, welcher sich das Hyperboloid unendlich nähert, wenn die Axen, 
während sie ihr Verhältniss unverändert beibehalten, unendlich klein 
werden. 

Die folgenden Fälle sind jenen beim Ellipsoide vorgetragenen so 
ähnlich, dass eine kurze Anzeige genügen wird: 

2) Wenn einer der Coeffieienten P, P', P” verschwindet: ellip- 
tischer oder hyperbolischer CGylinder. 

3) Wenn zwei dieser Coeffieienten verschwinden: zwei reelle 
oderimaginäre parallele Ebenen. 

4) Wenn K und einer der Coeffieienten P, P’, P” verschwinden: 
Eine Gerade oder zwei sich schneidende Ebenen. 

5) Wenn nebst A noch zwei dieser Coeffieienten verschwinden: 
eine einzige Ebene. 


300. IH. Das Hyperboloid mit zwei Hölungen. Die letzte 
Form der Gl. (I), welche wir zu untersuchen haben, ist: 


Dre Bye Pos R, (29) 
mit zwei negativen (uadraten. Die Fläche trifft die Coordinatenaxen 
in den Punkten: 


fo a=- VS =+0 »=-+y—=+W-1; 
ee El, BO oR 


K er 
her Pr erHET mat | ’ 
De u cV | 
und hat somit nur zwei reelle Scheitel A, 4A’ (Fig. 86, siehe 
Seite 498) und eine reelle Axe AA’—2a; die anderen zwei Axen 
BB —=2b, CO’ = 2e sind imaginär. Durch Einführung der Axen 


nimmt (29) die Form an: 
2 2 2 
x Yy £ 
a (30) 
Die Hauptschnitte der Fläche mit den coordinir ten Ebenen 
sind durch die Gleichungen: 
Hsrr, Höh. Mathematik, I. 3. Aufl. > 392 
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.c? 


=— 72 = 


Eee, BES 
gegeben, von welchen die beiden ersteren Hyperbeln (DAE und FAG) 
angehören; die letztere hat keine reelle Bedeutung und die Ebene der 
yz wird daher von unserer Fläche nicht geschnitten. Für alle parallel 
zu dieser Ebene in der Entfernung £—= + h vom Ursprunge geführten 


Schnitte erhält man: 





£ -a 
;r gr TREE 
d. h. so lange A > a, Ellipsen, welche, unter sich ähnlich bleibend, 
mit zunehmendem k immer grösser und grösser werden; für <a sind 
Fig. 86. sie jedoch \maginär, woraus 
folgt, dass kein Punkt der Fläche 
zwischen den beiden Ebenen liegt, 
welche durch die beiden End- 
punkte A, A’ der reellen Axe 
| „senkrecht auf diese gelegt werden. 
“ Die Fläche besteht daher aus 
zwei getrennten Theilen und wird 
Hyperboloid mit zwei Hö- 
lungen genannt. 












Be 7 
y 
a EN 
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Alle Schnitte, parallel zu den 
Ebenen der xy und x2 geführt, sind Hyperbeln, welche den respektiven 
Hauptschnitten ähnlich sind. 


Ist P = P’ oder b=c, d. i. sind die beiden imaginären Axen 
gleich, so werden alle auf die reelle Axe senkrechten. Schnitte zu 
Kreisen und die Fläche kann durch Umdrehung um, diese Axe erzeugt 
werden. (Rotationshyperboloid mit zwei Hölungen.) 


801. Die Voraussetzung, dass einer oder mehrere der Coeffi- 
cienten der Gl. (29) verschwinden, führt mit Ausschluss des elliptischen 
Cylinders auf dieselben Gebilde wie in $. 299. Ist insbesondere K=0, 
so gehört die Gleichung 


Px? -—- Py? — P’e?—0 oder nt ne 
Te Be 


wieder einem Kegel UOV (Fig. 86) an, welcher, wie man ‚sich auf 
ähnliche Weise wie $. 299 überzeugt, Asymptotenkegel des Hyper- 


boloids mit 2 Hölungen ist, die Fläche jedoch von Aussen umschliesst. 


Eee 


uE- 
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Diskussion der Gleichung: 
Py? + P’e? — Qx. (m) 
(Flächen ohne Mittelpunkt.) 


302. Berücksichtiget man, dass das 1° Glied im 1t°% Theile dieser 
Gleichung immer positiv gemacht werden kann, und in dem Falle, 
wenn das Glied Qx negativ wäre, nur 2 mit — x, d. i. die positive 
Halbaxe der & mit der negativen zu vertauschen wäre, um dieses Glied 
ebenfalls positiv zu erhalten, so ist klar, dass obige Gleichung nur zwei 
wesentlich verschiedene Formen darbieten kann, nämlich: 

2% + Pa 0 zund PR De? di, 
welche, so lange keiner der Coefficienten verschwindet, zwei krumme 
Flächen charakterisiren, von welchen die eine elliptisches, die andere 
hyperbolisches Paraboloid genannt wird. 

I. Das elliptische Paraboloid. Die Gleichung dieser 
Fläche ist: 

Puy# = Po? = 02. (32) 

Setzt man zwei der Coordinaten = 0, so wird auch die 3!° der 
Nulle gleich; die Fläche schneidet daher die Coordinatenaxen nur im 
Ursprunge O (Fig. 87); die Ebenen der «xy Fie. 87. 
und z2 sind allein Hauptebenen dieser Fläche 
und die Axe der &, als ihre Durchschnittslinie, 






die einzige Axe derselben, welche sie im 
Punkte O0, dem Scheitel der Fläche, trifft, Be 
und nach der Seite der positiven «& ins Unend- . 





liche sich erstreckt. 
Die Hauptschnitte der Fläche mit 1.2 
den Ebenen der xy und xz sind durch die 





nu Jan ini es gen are in 


Dr 


Gleichungen : | 
Eu 0es md: Bess 0r 

bestimmt, folglich Parabeln (COD. und AOB), deren Parameter bezie- 
hungsweise 2, und v—h sind, welche den Ursprung zum Scheitel 
und die Axe der & zur gemeinschaftlichen Axe haben. Irgend ein 
zur «y-Ebene paralleler ebener Schnitt der Fläche ist: z=h, Po 


Qx — P’h?, somit wieder eine Parabel vom Parameter pP p, woraus 


folgt, dass alle zur x&y-Ebene parallelen Schnitte dieselbe Parabel er- 
- zeugen. Eben so sind alle zur x2-Ebene parallelen Schnitte unter sich 
WR 


a A Te EU, FE Ne, SER Ze METER 2, ie ET ER 
BEER RR Sr a a Se Pr Aa a a RR Sn FR Fa ni 
* ha BED PN a g Dr.r NEN OR UVRL be AR 32 Be Palin. 

N BE EN TE ra Re OR OR N 


a a 
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gleiche Parabeln.. Man kann daher diese Wläche durch eine stetige 
Bewegung dadurch erzeugen, dass man den Scheitel einer beweglichen 
Parabel an einer festen Parabel als Leitlinie fortrücken lässt, so dass 
die Ebenen beider Gurven beständig auf einander senkrecht, und die 
Axen, nach derselben Seite gerichtet, einander parallel 
bleiben. 
Für die senkrecht auf die Axe der x in der Entfernung = =h 
geführten Schnitte erhält man endlich: 
PY? +. PB 22220: 
d. h. unter sich ähnliche Ellipsen, deren Halbaxen 
ER } ah p' =] u 
TERN REN ; 
sind, und mit unendlich zunehmendem A unendlich gross werden. Für 
h = OÖ redueirt sich die Ellipse auf einen Punkt, den Scheitel O, und 
wird imaginär, wenn A negativ. Die Fläche liegt daher nur auf der 
Seite der positiven &, und erstreckt sich hier ins Unendliche. Durch 
Einführung der Parameter p, p der beiden parabolischen Hauptschnitte 
erhält die Gl. des elliptischen Paraboloides die Form: 


Yy“ 5° P 9) ’ 
5 za» oder py? + pe — pp. (33) 


Die zur Axe der Fläche senkrechten Schnitte werden Kreise, wenn 
p=yp' ist; die Fläche kann dann durch Umdrehung einer Parabel 
um ihre eigene Axe erzeugt werden (Rotationsparaboloid). 

Das elliptische Paraboloid degenerirt in einen parabolischen 
Cylinder, wenn einer der Coeffieienten P’ oder P” verschwindet. Für 
0 —0 bedeutet die Gl. (32) eine Gerade (die Axe der &); ihr 
Ort wird eine Ebene, wenn zwei der drei Coefficienten verschwinden. 


303. I. Das hyperbolische Paraboloid: 
Py?: +, BD: ==07: | (34) 
Auch diese Fläche schneidet die Coordinatenaxen nur im Ursprunge 
O (Fig. 85, S. 501) und hat die Ebene der xy und zz zu Haupt- 
ebenen, deren Durchschnittslinie, die Axe der x, die einzige Axe 
der Fläche ist. Als Hauptschnitte der Fläche in den Ebenen der 
xy und xz erhalten wir: | 


295 — Veranda Pr = — 0% 
d. i. Parabeln G@0@ und BOP’, deren Parameter beziehungsweise 
ot, v—%, sind, deren Scheitel im Ursprunge, deren Axen in 








rallel bleiben. | 


501 


der Axe der x aber vom Ursprunge aus nach entgegengesetzten Richtungen 
liegen. Irgend ein zur Ebene der xz in der Entfernung y—= + h parallel 
geführter Schnitt ist: 

erth, Der 00 -+ Ph? 
also ebenfalls eine dem Hauptschnitte BOB’ gleiche Parabel, wie DF'F’D', 
EHHE'. In gleicher Weise erzeugt jeder zur Ebene der xy hüraliel@ 
Schnitt eine dem Hauptschnitte G0G Fig. 88. 
gleiche Parabel. Hieraus folgt, dass E 2 K 
das hyperbolische Paraboloid durch 
die stetige Bewegung einer Parabel 
entsteht, deren Scheitel an einer zwei- a 7 
ten Parabel so fortgleitet, dass die Sr 
Ebenen beider Parabeln beständig auf 
einander senkrecht und die Axen der- 
selben, nach entgegengesetzten 
Seiten gerichtet, einander pa- D 








A ! F' 


[N 
Die Gleichungen eines in der D K 
Entfernung x —= h, parallel zur Ebene der yz geführten Schnittes sind: 


s— mr. Py° — Par h, 


welche Hyperbeln angehören, deren Mittelpunkte auf der Axe der x 


liegen; die Halbaxen sind: a = en BD K% und werden mit 
FE Dr‘ PD 

zunehmendem Ah unendlich gross; die erste Axe dieser Hyperbeln liegt 

parallel zur Axe der y% oder der z, je nachdem % positiv oder negativ 

ist. Ein Schnitt der ersteren Art ist in der Figur durch FGF', HUGH, 

ein Schnitt der zweiten Art durch DBE, D’B'E dargestellt. Da, wie 

man sieht, das Verhältniss «:b von h unabhängig, also constant ist, 


. so sind die Asymptoten aller hyperbolischen Schnitte unter sich parallel, 


- und die Hyperbeln eines jeden der beiden Systeme unter sich ähnlich. 


Für A=0 erhält man als Hauptschnitt der Fläche in der Ebene 
der yz: 


Bu Pia G-Roder. 2 + VE. 


KRT, ER im Ursprunge sich schneidende gegen die Axe der y gleich 
geneigte Gerade (JJ’, KK‘), welche zugleich die gemeinschaftlichen 
Projectionen der Asymptoten sämmtlicher Hyperbelschnitte auf die Ebene 
yz sind. 

Durch Einführung ‘ö Parameter p, p der beiden parabolischen 





er fr Fe 4 


502 


Hauptschnitte in die Gl. (34) erhält die Gl. des hyperbolischen Para- 
boloides die Form: 

ya 

————=x» oder py? — pe? — ppm. (35) 

DER L 

Die Fläche degenerirt in einen parabolischen Cylinder, wenn 

einer der Coeffieienten P', P” verschwindet; in ein System zweier 
in der Axe der x sich schneidenden Ebenen, wenn Q = 0 wird; 
in eine Ebene endlich, wenn zwei der Coefficienten der Gl. (34) ver- 
schwinden. 


Die geometrischen Gebilde, welche einer Gleichung des 2'°" Grades 
zwischen drei veränderlichen Grössen entsprechen, sind demnach 
folgende: 

1) Das Ellipsoid ; 2) das Hyperboloid mit einer Hölung; 3) das 
Hyperboloid mit zwei Hölungen; 4) das elliptische Paraboloid; 5) das 
hyperbolische Paraboloid. 

6) Der elliptische Kegel; 7) der elliptische Cylinder; 8) der hy- 
perbolische Cylinder; 9) der parabolische Cylinder. 

10) Zwei sich schneidende Ebenen; 11) zwei parallele Ebenen; 
12) eine Ebene. | 

13) Eine gerade Linie. 

14) Ein Punkt. 

Endlich kann die Gleichung auch jeder geometrischen Bedeutung 
ermangeln. | 


VON DEN EBENEN SCHNITTEN DER FLÄCHEN ZWEITER ORDNUNG. 


304. Eine Fläche der 2te" Ordnung werde von irgend einer Ebene 
geschnitten, deren Abstand vom Ursprunge — h ist. Um die Gleichung 
des Schnittes, welcher eine Linie der 2°" Ordnung sein wird, zu er- 
halten, transformiren wir, ohne Veränderung des Ursprunges, die 
Gleichung der gegebenen Fläche auf ein neues Coordinatensystem, dessen 
xy-Ebene der schneidenden Ebene parallel liegt. Die transformirte 
Gleichung wird im Allgemeinen die Form haben: 


Ax? + Ay? + A’2? + 2Bye + 2B’az + 2b’ay n 
+ 202 4209 FE 2 HE 


In Bezug auf dieses neue Coordinatensystem ist nun z=hdie 


Gleichung der schneidenden Ebene, durch deren Verbindung mit obiger 
Gleichung sich: 
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Aa? + Ay? + 2bBiay +2 (CH Bh)e +2(” + Bay) A 
Am Laohn tt mi 


als Gleichung des Durchschnittes, bezogen auf ein in der schneidenden 
Ebene liegendes rechtwinkeliges Coordinatensystem ergibt. Wie man sieht, 
sind die Coeffieienten A, A’, 2B der Glieder der 2!" Ordnung von h 
unabhängig. Nun kommt es bekanntlich nur auf das Zeichen der Grösse 
b"® — AA an, ob die letzte Gleichung eine Ellipse, Hyperbel oder 
Parabel bedeute; ferner hängt die Richtung der Axen der Curve, 
so wie — wenn die Gleichung einer Ellipse oder Hyperbel angehört, 
— das Verhältniss derselben bloss von den genannten drei Coeffi- 
cienten ab, wie aus Gl. 16, $. 196 und Gl. 28, $. 200 sogleich erhellt. 
Durch diese Bemerkungen gelangt man zu dem Satze: dass, wenn 
eine krumme Fläche 2!® Ordnung durch eine Folge paral- 
leler Ebenen geschnitten wird, die entstehenden Durch- 
schnittslinien unter sich ähnliche Linien der 2a Ord- 
nung sind, deren gleichnamige Axen einander parallel 
liegen; wobei, wie bekannt, in einer Folge von Ellipsen auch der 
Kreis und Punkt, in einer Folge von Hyperbeln zwei sich schneidende 
Gerade, in einer Folge von Parabeln zwei parallele Gerade oder eine 
einzige Gerade erscheinen können. 

Man sieht leicht ein, dass man in Folge dieses Satzes bei der Un- 
tersuchung der ebenen Schnitte der Flächen 21°" Ordnung sich auf solche 
beschränken könne, welche durch den Ursprung geführt werden. 


305. Betrachten wir zuerst die mit einem Mittelpunkte versehenen 


Flächen, deren Gleichung die Form hat: 
2 2 


x Yy 2? | 


Wir wollen voraussetzen, dass zwischen den Quadraten der drei Halb- 
axen mit Rücksicht auf ihre Zeichen, die Relation: 


a? => b? en ec? 

bestehe, welche Voraussetzung nöthigenfalls durch Vertauschung der Axen 
immer «erfüllt werden kann, und wobei «° immer positiv ist. 

Schneiden wir nun diese Fläche durch eine durch den Ursprung 
— zugleich Mittelpunkt — gelegte Ebene, deren Knotenlinie in der 
Ebene der xy mit der Axe der x den Winkel  einschliesst, und welche 
gegen die xy Ebene unter dem Winkel 6 geneigt ist. Wir erhalten 
unter Anwendung der Ausdrücke (m), $. 274, als Gleichung des Schnittes» 
bezogen auf ein in der schneidenden Ebene liegendes Coordinaten- 
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system der xy‘, dessen «-Axe die oben erwähnte Knotenlinie ist: 


x? + 2Bry + ey? =a’bie}, | (2) 
wo a — c?(a? sing? + b? cosp*), 
B = c?(a? — b?) sing cosp cos6, (3) 
a — c?(a? cosp? + b* sin p*) cosd” + a*b? sin 9° 


ist. Es hängt nun die Natur des Schnittes von der Differenz: 
BP? — aa’ —= — a?b?c” [(a* sinp” + b* cosp?) sind? + c” c0s0”)] (4) 
ab, welche wir für jede der drei Flächen besonders betrachten wollen. 

I. Im Ellipsoide' sind die drei Grössen a*, b?, c? positiv, folglich 
ist die Differenz ? — a«@ wesentlich negativ, daher diese Fläche 
nur in Ellipsen geschnitten werden kann. — Von Interesse ist hier die 
Frage, ob die elliptischen Schnitte bei einer gewissen Lage der schnei- 
denden Ebene nicht in kreisförmige übergehen können? Zu diesem 
Behufe muss in (2) ?—=0 und «—=« werden; wir haben also den 
Bedingungsgleichungen : 

(a? — b?) sing cosp cosd — 0, und 

c?(a? sin cp? + b? cosp*) —= c* (a? cos p? + b* sin p*) cos 0?” + a?b? sin 0? 
zu genügen, welche, wenn die Halbaxen «a, b, c von einander verschieden 
sind, nur folgende drei Auflösungen zulassen ; 








PU p=3n1 d—=4r 
ye—a® a WA a bi/a?--.c? 
sin o=——.+ sind—+ — sing =+#= 
EI Aut ir BZ he, 


Hievon sind, in Folge der Relation a? > b? > c? die 1° und 3te 
Auflösung unzulässig, weil sie beziehungsweise sind imaginär, und 
sinp > 1 geben; die aus der Annahme p — 377 folgenden zwei Werthe 


a—b2 \ 
von sind, nämlich + ; Vo sind aber reell und <“1; es gibt 


daher immer zwei Folgen paralleler Ebenen, welche das 
Ellipsoid in Kreisen schneiden; wegen $ — 5 stehen diese Ebenen 


senkrecht auf der Ebene xz, sind also parallel zur Axe 2b des Ellipsoides, 
d. h. zur mittleren Axe desselben. 


II. Für das Hyperboloid mit einer Hölung ist in obigen 


Gleichungen c” negativ, somit 

P*— aa’ —= a?b?e? [(a? sing? + b? coso?) sin 0? — ce? c0s62]; (5) 
der Schnitt ist eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem P* — ««‘ 
negativ oder positiv, d. h. je nachdem, dem Zahlenwerthe nach: 
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te:0 =. oder - > -—— ERS 
Va? sin p? + 6b? cosp? 
ist. — Auf ganz ähnliche Weise, wie beim Ellipsoide findet man, dass 


zwei Systeme von Ebenen, welche zur grösseren der beiden reellen Axen 
des Hyperboloides parallel und gegen die Ebene der xy unter den 
cy/a? — db? 
BUBerE cc? 
sind, das Hyperboloid in Kreisen schneiden. 

Es erübriget noch die Untersuchung derjenigen Schnitte, welche 
aus der Annahme Pf? — a —=0,d.i.: 


durch die Gl. sind = + bestimmten Winkeln geneigt 





c 
er er (n) 
= — Va? sin p* + b? cosp? 
hervorgehen. Es ist aber nach (3), c* negativ nehmend: 
a — — c?(a?sinp? + b?cosp?), P= — c*(a? — b?) sin p cos cos, 


@ — 0080? [— c? (a? cosp” + b? singp*) + a?b? t86?]; 
der Ausdruck von « nimmt, wenn man für tg0 obigen Werth (n) sub- 
stituirt, die Grösse in den Klammern auf einerlei Nenner bringt und 
im Zähler das Glied a°b° cosp* nach Potenzen von sin auflöst, die 
Form an: 
2 3\2 ann? 2 2 
„ (a® — 5°)? sing” cos p* cosd 
en Bun a 2 
a’ sinp“ + db" cosp 





Durch Einführung dieser Werthe von «, # und «@ in die Gl. (2) 
wird der erste Theil der Gleichung ein vollständiges Quadrat, und wir 
erhalten nach Ausziehung der Wurzel, als ‚Gleichung des Schnittes: 





(a® — b*) sing cos cos 6 

Va? sin p” + b? cosp? 
welche zwei parallelen Geraden angehört. Vermöge des doppelten 
Zeichens von tg6 in Gl. (n) entsprechen also jedem Werthe von 
zwei durch den Mittelpunkt gehende und gegen die Ebene der xy gleich 
geneigte Ebenen, welche das Hyperboloid mit einer Hölung in geraden 
Linien schneiden. Wir werden diese Geraden in 8. 307 noch einer 
besonderen Betrachtung unterziehen. 

Parabolische Schnitte entstehen endlich, wenn die schnei- 
denden Ebenen parallel sind zu einer von jenen durch den Mittelpunkt 
gehenden Ebenen, von welchen das Hyperboloid in zwei parallelen 
(Geraden geschnitten wird. 

III. Für das Hyperboloid mit zwei Hölungen haben wir in 
den Glgn. (1) bis (4) b* und c” negativ zu nehmen und erhalten somit: 





Va: sinp? + b? cosp’.x + .y— + ab, 
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9? — aa’ —= — a?b?c? (a? sing” — 5? cosp?) sind? — c? cosß?] 
— ab2c?[(b? cos p? — a? sin?) sin 6° + c® c0s92]. 
Diese Grösse ist für jeden Werth von positiv, wenn b* cos” — 
a’snp®>0,d.i.tgp <{b:a ist, oder die Durchschnittslinie der 
schneidenden und der xy-Ebene innerhalb des Asymptotenwinkels des in 
dieser eoordinirten Ebene befindlichen Hauptschnittes liegt; diese Schnitte 
sind also Hyperbeln. Ist aber tg$ > b : a, so begegnet die schnei- 
dende Ebene dem Hyperboloide in Hyperbeln oder Ellipsen, je 
nachdem 


tg 9 < oder > & 








ee : 
Va? sin p® — b2 cosp? 
in Parabeln endlich, wenn 


b 
entweder tg p = n und d = 37, 


c 








oder tg p SE und tg =, > 
a Va? sin p? — b? cos p? 

ist. In geraden Linien kann diese Fläche nicht geschnitten werden, 
was schon daraus erhellt, dass dieselbe aus zwei getrennten Theilen 
besteht. 

In Kreisen wird dieses Hyperboloid von Ebenen geschnitten, welche 
zur grösseren der beiden imaginären Axen parallel und gegen die 
reelle Axe unter einem Winkel geneigt sind, dessen Sinus 


b uer 
Bier y‘ 2r%2 
cF a +b? 


ist, wobei b < c vorausgesetzt ist. 





806. Die Flächen ohne Mittelpunkt sind in der Gleichung: 

»y? £ pe? —- pe =0 (1) 
begriffen, welche unmittelbar dem elliptischen Paraboloide angehört, 
und sich durch Aenderung des Zeichens von p’ in jene des hyperbo- 
lischen verwandelt; durch Substitution der Ausdrücke (m), $. 274, er- 
halten wir: 





a2 + 2Bay + ay? + ya + by — 0 (2) 
als Gleichung der Durchschnittslinie, und man findet: 
e—=psinp’, P=psinpcospcosd, = cosgp” cosh?-+ pP sin H?, 
y=--pp cosp, d=pp sinp cosd, womit sich 
B? — aa’ = — pp" sin.p? sin 0? e ee 
ergibt. SE 
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1. Das elliptische Paraboloid, auf welches diese Ausdrücke 
sich unmittelbar beziehen, wird, da die Grösse ß? — a« wesentlich 
negativ, im Allgemeinen in Ellipsen geschnitten; nur wenn @ oder 
= 0,d.i. wenn die schneidende Ebene parallel ist zur Axe der Fläche, 
werden die Schnitte Parabeln. — In Hyperbeln kann diese Fläche 
nicht geschnitten werden ; eben so wenig in geraden Linien, da sie be- 
kanntlich nur nach einer Seite ins Unendliche sich erstreckt. — In Kreisen 
wird die Fläche von zwei Folgen paralleler Ebenen geschnitten, 
welche senkrecht stehen auf jenem parabolischen Hauptschnitte, welchem 
der kleinere Parameter entspricht und gegen die Ebene des anderen 
‚parabolischen Hauptschnittes unter Winkeln geneigt sind, deren Sinus 


PAR, ‚ x 
er V: ist, unter p den grösseren Parameter verstanden. 
pP s 


IH. Für das hyperbolische Paraboloid ist in obigen Aus- 
drücken p’ negativ zu nehmen, wodurch die Grösse P? — aa’ — 
pp’ sing” sind* wesentlich positiv wird. 

Auf dieser Fläche kann daher keine Ellipse also auch kein Kreis 
verzeichnet werden. So lange p und ® von Null verschieden sind, ist 
‘der Schnitt eine Hyperbel, welche jedoch für = 9 — 5 d. h. wenn 
die schneidende Ebene mit der %2-Ebene zusammenfällt, in ein System 
zweier im Ursprunge sich -schneidenden Geraden übergeht, deren Nei- 
gungswinkel gegen die Axe der y die Grösse + V! zur trigonome- 
trischen Tangente hat, weil für die genannten Werthe von p und 9 
die Gl. (2) des Schnittes in py’? — pX? —= 0 sich verwandelt. 

Damit der Schnitt eine Parabel werde, muss @ oder d =0, d.h. 
die schneidende Ebene parallel sein zur Axe der x. Die Annahme d = 0 
führt auf den in der. xy Ebene liegenden parabolischen Hauptschnitt. 
Für g=0 folgt aus (2): 

(p sind? — p’ cos6?) y? + pp —= 0 
als Gleichung der Parabel, in welcher eine durch die x-Axe gelegte 
Ebene dem Paraboloide begegnet, und deren Aeste sich nach der Richtung 


der positiven oder negativen x erstrecken, je nachdem die Grösse 
p sind? — p’ cos 6? negativ oder positiv ist, d. h. je nachdem 


t26 < oder >y! 


Bier te = V? geht die obige Gleichung über in & —=0, d. i. 
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in die Gl. der jetzigen Axe der y', welche, da für 9 = 0 die Axe 
der x mit jener der x zusammenfällt, in der yz-Ebene liegt. Diese 
beiden geradlinigen Schnitte sind daher dieselben, welche schon oben 
durch den Schnitt unserer Fläche durch die y2-Ebene erhalten wurden. 


4 


307. Wir haben geschen, dass das Hyperboloid mit einer Hölung 
und das hyperbolische Paraboloid von Ebenen in geraden Linien ge- 
schnitten, oder mit anderen Worten, dass auf diesen krummen Flächen 
- gerade Linien gezogen werden können. Wir wollen nun diese Geraden 
noch einer näheren Untersuchung unterziehen. 

Die Gleichung des Hyperboloides mit einer Hölung ist 
bekanntlich: 





ER Ne 
a b° L 


Irgend eine auf die Ebene der xy senkrechte Ebene, deren Gleichung 
y=mx& + u (2) 
sein mag, wird das Hyperboloid im Allgemeinen in einer Linie des 2ten 
(Grades schneiden, deren in der Ebene der xy liegende horizontale Projection 
die durch die Gl. (2) ausgedrückte Gerade ist, und deren Projeetion 
auf die Ebene «2: 
2 
= en I(a?m? + 0°) x” + 2a’mux + a? (u? — b?)] (3) 
sich durch Elimination von y aus (1) und (2) ergibt. Soll nun der 
Schnitt ein geradliniger sein, so muss auch diese Projection desselben 
geradlinig sein und somit die Gl. (3) in zwei Gleichungen vom 1ten 
Grade sich zerfällen lassen. Hiezu wird erfordert, dass, da der 1'° Theil 
ein vollständiges Quadrat ist, auch der 2° Theil ein solches sei, zu 


welchem Behufe zwischen den noch willkürlichen on m und u die 


Relation: 

(am? + b2) (u? — 69) — a’m?u? 
bestehen muss, aus welcher u= + Valm! + b? folgt. Substituiren 
wir daher diesen immer reellen Werth in (2) und (3), so erhalten wir: 


y— mx + Va!m? + 69,204), I Vadm? 4 ER Br 2+, B_ RI 


als Gleichungen einer Geraden, welche ihrer ganzen 
Ausdehnung nach in der Fläche des Hyperboloides liegt*) 





*) Anmerk. Um diese Gleichungen für das Ellipsoid oder Hyperpoloid 
mit zwei Hölungen umzugestalten, dürfte man nur beziehungsweise ce V— 1 


statt c, oder bY—1 statt b schreiben; in: beiden Fällen hören sie auf reell 


zu sein, daher auf diesen Flächen keine Geraden gezogen werden können. 
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Das Radikal kann man in diesen Gleichungen entweder positiv oder 
negativ nehmen, nur muss es in beiden mit demselben Zeichen ver- 
sehen werden. 

Aus der Unbestimmtheit der Grösse m in den Glgn. (5) erhellt 
nun sogleich, dass auf unserer Fläche unendlich viele Gerade gezogen 
werden können, deren wesentlichste Eigenschaften folgende sind: 

1) Aus der Gl. (4) folgt, dass die horizontalen Projectionen der- 
selben sämmtlich Tangenten sind an der Kehlellipse des Hyperboloides ; 
denn die Elimination von y aus (4) und der Gleichung a?’y? + b’x? 
— a*b® der Kehlellipse führt auf eine Gleichung nach x vom 2te% Grade, 
deren beide Wurzeln gleich sind, zum Beweise, dass die Gerade (4) 
die Kehlellipse nur in einem Punkte trifft, also berührt. Auf ähnliche 
Weise überzeugt man sich, dass die vertikalen Projectionen der Geraden 
auf die Ebenen der zz und %z Tangenten sind an den respektiven 
hyperbolischen Hauptschnitten des Hyperboloides. 

2) Schneidet man den Asymptotenkegel des Hyperboloides, dessen 
Gleichung 





2 2 
x Y 

2 3 N 
Aa b 


ist, durch die durch die Axe der z gehende Ebene y —= mx, So er- 
hält man als Projecetion des Durchschnittes auf die Ebene der xz: 
2 a?m? + b? 
ee 
C ab 
es sind also: | 








EN ee —— x 


die Gleichungen einer der erzeugenden Geraden dieses Kegels, und man 
erkennt aus der Vergleichung derselben mit den Glgn. (4) und (5), dass 
die Geraden des Hyperboloides mit den erzeugenden 
Geraden des Asymptotenkegels parallel laufen. 

3) Da, wie man leicht einsieht, irgend drei der erzeugenden Ge- 
raden dieses Kegels nicht in einer Ebene liegen, so folgt aus 2), dass 
irgend drei Gerade auf dem Hyperboloide nie zu einer 
und derselben Ebene parallel sein können. 

4) Vermöge des doppelten Zeichens in Gl. (5) haben immer je 
zwei auf dem Hyperboloide gezogene Gerade eine gemeinschaftliche 
horizontale Projeetion (4); irgend zwei dieser Geraden sind: 


Ir IC BET /a?m? + b? am 
a En 








und- 


BEE a Fre: AR 
ee re 3 , 








£ Ya a ma . am (B) 


m + Yan rt, —: en 
y-mıt+ Vom, —' en 


Hiedurch sondern sich sämmtliche Gerade, welche auf dem Hyper- 
boloide gezogen werden können, in zwei Systeme (A) und (B). 

5) Irgend zwei Gerade desselben Systemes liegen 
nicht in einer und derselben Ebene, schneiden sich 
also nicht. Denn sind 








ER Ee AT, a®m? + b? 
y=mxt-+ Vu?m? + b?, 2} =: 2: I: 
C [4 





und 











Yan? 2 ? 
ar 73 lee am 
y—= mx + Va!:m? + b:, ab 1 


zwei Gerade aus dem Systeme (A), so findet man als Bedingungsslei- 


chung für den Durchschnitt [$. 260, 1.)]: (m — m’)? = 0,-welche, so 


lange die beiden Geraden von einander verschieden sind, offenbar nicht 
erfüllt ist. Für zwei Gerade, welche durch die Endpunkte eines Durch- 
messers der Kehlellipse gehen, hätte man allerdings m —= m’ [$. 215]; 
allein damit obige Gleichungen zwei solche Gerade repräsentiren, müsste 


m — m‘ und das Radikal in beiden mit entgegengesetztem Zeichen 


genommen werden, in welcher Form sie als Bedingung für den Durch- 
schnitt die Gleichung am? + b? — 0 liefern, welche ebenfalls durch 
keinen Werth von m erfüllt werden kann. — Dasselbe gilt natürlich 
für das System (B). 


6) Jede Gerade des einen Systemes schneidet hin- 
gegen alle Geraden des anderen Systemes. Denn eliminirt 
man aus den Gleichungen (A) und (BD), nachdem in letzteren der All- 
gemeinheit wegen m’ statt m gesetzt worden, &, y und 2, so erhält 
man eine identische Gleichung. 


7) Lässt man in den Gleichungen (A) m sich stetig verändern, oder 
mit anderen Worten diese Gerade sich stetig bewegen, so beschreibt 
sie dabei offenbar die krumme Fläche des Hyperboloides mit einer 
Hölung.*) Diese gehört somit zur Familie der geradlinigen oder Regel- 
flächen und insbesondere zu den windschiefen Flächen |[$. 284], weil 
vermöge 5) je zwei aufeinanderfolgende Positionen der erzeugenden 
Geraden nicht in einer Ebene liegen. 


*”) Anmerk. In der That erhält man die Gl. des Hyperboloides, wenn 
man aus den Gleichungen (A) oder jenen (B) die Grösse m eliminirt, durch 
welche die Lage der erzeugenden Geraden bestimmt ist. 
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Da ferner eine erzeugende -Gerade aus dem Systeme (A) in jeder 
ihrer Lagen alle Geraden des Systemes (B) schneidet und das Bewe- 
gungsgesetz einer Geraden durch drei Bedingungen vollkommen  be- 
stimmt ist [$. 284], so folgt mit Rücksicht auf 3), dass das Hyper- 
boloid mit einer Hölung durch die Bewegung einer Ge- 
raden beschrieben wird, welche sich beständig auf drei 
nicht zu einer und derselben Ebene parallele Gerade 
stützt. 

Weil übrigens die erzeugende Gerade auch aus dem Systeme (B) 
und die Leitlinien aus jenem (A) gewählt werden können, so kann 
jedes Hyperboloid mit einer Hölung auf doppelte Weise durch Bewegung 
einer Geraden erzeugt werden. 


308. Betrachten wir nun die geraden Linien, welche auf dem 
hyperbolischen Paraboloide gezogen werden können, welche 
Fläche durch die Gleichung 

Py?® — pe’ = pp'® (1) 
dargestellt ist. Schneiden wir diese Fläche durch eine auf die Ebene 
der xy senkrechte Ebene: y—= mx + u... (2), so erhalten wir durch 
Elimination von & als Gl. der Projection des Schnittes auf die Ebene 
der y2: 

ne P pu 

Fe Ne (3) 
welche wieder, wenn der Schnitt ein geradliniger sein soll, in zwei 
Gleichungen vom 1'%" Grade zerfallen muss, wozu erfordert wird, dass 
‚der zweite Theil ein vollständiges Quadrat sei. Als Bedingung hiefür 


sep, sp: 
habe ——  — 
aben wir Am? 
stitution dieses Werthes in die Glgn. (2) und (3) erhalten wir: 
p Vor 
= a AMT, Ray a ) 
4 rn FE 4m “. E# ) » g 2m (5) 
für die gesuchten Gleichungen einer Geraden, welche ihrer 





N 
zu setzen, woraus il — Fr folgt. Durch Sub- 





ganzen Ausdehnung nach in der Fläche des Paraboloides 
liegt. Für die Projection derselben auf die Ebene der x2 findet man 


leicht: 
a z=my/® E— Vor. 
p dm 


Diese Gleichungen sind nun immer reell, und da die Grösse m 
willkürlich ist, so lassen sich auf dem hyperbolischen Paraboloide un- 
endlich viele gerade Linien ziehen. 
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1) In Folge des doppelten Zeichens in (5) Iiaben je zwei dieser 
Geraden immer eine gemeinschaftliche horizontale Projeetion, wodurch 
sich dieselben in zwei Systeme (A) und (B) scheiden; jene des 
einen Systemes sind durch die Gleichungen: 


y—=mz + 2 eye er (A) 


4m p 2m 


jene des anderen Systemes durch die Gleichungen : 


y—=Mx + = £ 5 Vor (B) 


4m’ BR FR 2m ” 
repräsentirt. 

2) Die horizontalen Projeetionen sämmtlicher Geraden sind Tan- 
senten an dem horizontalen Hauptschnitte 9° = px der Fläche, die 
vertikalen x2-Projectionen Tangenten an dem vertikalen Hauptschnitte 
2” — — px; man überzeugt sich hievon auf die bekannte Weise, wenn 
man die Gleichungen (4) und (6) mit jenen der respektiven Haupt- 


schnitte verbindet. 


3) Da der Coeffiecient von % in (5) eine constante von m unab- 
hängige Grösse ist, so sind die y2-Projectionen der Geraden des Systemes 
(A) unter sich und zu der Geraden: 


P ( 
FE Ve 7 
v? (7) 


in welcher das Paraboloid von der Ebene der 2 geschnitten wird, 
parallel. Es müssen daher auch die projicirenden Ebenen unter sich parallel 
sein, woraus folgt, dass sämmtliche Gerade des Systems (A) 
parallel sind zu der durch die G]. (7) dargestellten 
Ebene. Diese Ebene, oder eine zu ihr parallele heisst die Richt- 
ebene der Geraden des Systemes (A). | 

Auf dieselbe Weise findet man, dass sämmtliche Gerade des Systemes 


(B) zur Richtebene: 
v 
2—=— V’ .Y (8) 


parallel laufen. — Beide Richtebenen sind, wie man sieht, senkrecht 
auf der %2-Ebene und schneiden sich daher in der Axe der Fläche, 
oder in einer zu dieser parallelen Geraden. 

So wie im vorigen $. beweist man auch hier, dass 


4) irgend zwei Gerade desselben Systemes nicht in 
einer und derselben Ebene liegen, sich also niemals schneiden ; 
und dass im Gegentheile 


ea ae 
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5) jede Gerade des einen Systemesalle Geraden des 
anderen Systemes schneidet. 


6) Betrachtet man wieder das hyperbolische Paraboloid als den 
geometrischen Ort dieser Geraden und berücksichtiget man, dass die 
Bewegung einer geraden Linie durch drei Bedingungen vollkommen 
bestimmt ist, so ergibt sich hieraus eine doppelte Erzeugungsart dieser 
krummen Fläche: 


a) Durch Bewegung einer Geraden [etwa aus dem Systeme (A)], 
welche sich beständig auf drei zu einer gegebenen Ebene parallele 
Gerade [aus dem Systeme (.B)| stützt. 

b) Durch Bewegung einer Geraden [etwa aus dem Systeme (A)], 
welche an zwei gegebenen nicht in derselben Ebene liegenden Geraden 
[aus dem Systeme (B)] fortgleitet und dabei einer gegebenen Ebene 
(Richtebene) beständig parallel bleibt. (Vergl. $. 284. II. Beisp.) 

Auch diese Fläche gehört demnach zu den geradlinigen und ins- 
besondere windschiefen Flächen, da vermöge 4) je zwei aufeinander 
folgende Positionen der erzeugenden Geraden nicht in einer und der- 
selben Ebene liegen. Beide Erzeugungsarten lassen sich übrigens bei 
jedem Paraboloide auf zweifache Weise ausführen, je nachdem die er- 
zeugende Gerade aus dem einen oder anderen Systeme gewählt wird. 


NÄHERE BESTIMMUNG DER DURCH EINE GEGEBENE GLEICHUNG DES 2ten GRADES 
AUSGEDRÜCKTEN FLÄCHE. 

309. Ist eine Gleichung des 2'*" Grades zwischen drei Veränder- 
lichen mit bestimmten Coefficienten gegeben, so entsteht die Frage, 
welche der bisher betrachteten Flächen durch dieselbe ausgedrückt 
werde? Mit der Beantwortung derselben wollen wir uns zum Schlusse 
dieses Kapitels beschäftigen. 

Die vorgelegte Gleichung sei: 

Az? + Ay? + Az? + 2Byz + 2B’xz + 2B"’ay | 

+ 20x +2Cy+20"z+F j 

Wir untersuchen zunächst, ob die Fläche einen Mittelpunkt besitze. 
Die Coordinaten &, n, & desselben ergeben sich bekanntlich [$. 288] 
durch Auflösung der Gleichungen: 

AE + Bn +Bi+ Cl = 
An+PBE+ BR +0 = 
\ AT HBE ++ =0, 
und deren allgemeine Ausdrücke sind: 


Hurx, Höh. Mathematik, I. 3. Aul. 33 


« 


—o0. (1) 


(2) 
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DNA A ’ / A ’ ee A ’ 
wo 
S— AB? + AB? .4B? AQAr OB (3) 


ist, und V, 7’, V” die in $. 288 angeführten Ausdrücke bezeichnen, 
welche wir nicht weiter benöthigen, da es in jedem einzelnen Falle 
einfacher ist, die Glgn. (2) unmittelbar aufzulösen. 

Bei der Auflösung dieser Gleichungen können nun folgende drei 
Fälle eintreten: | 

1) Es ergeben sich für &, n, & endliche und bestimmte Werthe; 
die Grösse „/ muss dann nothwendig von O verschieden sein, und die 
Fläche hat in diesem Falle einen Mittelpunkt. | 

2) Die Elimination führt auf einen Widerspruch; dies tritt ein, 
wenn = 0 und die Zähler V, V’, V” von Null verschieden sind; 
die Fläche hat dann keinen Mittelpunkt; 

3) die Elimination führt auf eine identische Gleichung, was dann 
eintritt, wenn die Gleichungen (2) unbestimmt, d. i. nicht sämmtlich 
von einander verschieden sind, sondern sich auf zwei, oder gar nur 
eine einzige reduciren. In diesem Falle verschwinden nebst „/ auch 
noch die Zähler V, V’, V” und es existiren unendlich viele Mittelpunkte. 

Wir wollen nun diese Fälle der Reihe nach betrachten. 


TFA ER 
EP 


Verlegt man den Ursprung, ohne die Richtung der Axen zu 
ändern, in den Mittelpunkt, dessen Coordinaten &, 7, © durch die Auf- 
lösung der Glgn. (2) schon bekannt sind, so nimmt die Gl. (1) der 
Fläche folgende Form an [$. 288]: 

Ax? + Ay? + A’z? + 2Byz + 2B’xz + 2B’ay—=H, (4) 
wo | 
H=—(0E — Cn— (0! —F (5) 
ist, und mittelst der bekannten Werthe von &, n, & leicht gerechnet 
werden kann. 

Ergibt sich 7 =0, so ist die Gl. (4) in Bezug auf x, y, 2 
homogen und gehört demnach einer Kegelfläche an, oder auch 
einem Punkte, was man leicht dadurch unterscheidet, dass man unter- 
sucht, ob ein Schnitt durch eine Ebene, etwa z2=h, reell oder 
imaginär ausfällt. | 

Ist aber H von Null verschieden, so kann die Gleichung nur einem 
Ellipsoide, oder einem der beiden Hyperboloide angehören, drei Flächen, 








BE a: DERART Pr apa N RR he Se Ba Be a a RR" I RE € 
v SA ’ Du: „ r y ’ y ns . X n 
y [° De el Du 3 N r . Ei 
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_ welche sich bekanntlich durch die Anzahl ihrer reellen Axen unter- 
scheiden. Wir wollen daher diese durch die Coefficienten der Glgn. (4) 
zu bestimmen suchen. 
| Es seien 
2 = ELEENE 

die Gleichungen einer durch den Ursprung (Mittelpunkt) gehenden 
‘Geraden, welche die Fläche in einem (reellen oder imaginären) Punkte 
DR treffen wird, dessen Radiusvektor R durch die Gleichung 

PR=2:t2? +2=(mM+n+12 
bestimmt ist. Die Verbindung der Gleichungen x = mz, y = nz mit 
der Gl. (4) der Fläche durch Elimination von « und y gibt aber für 
diesen Durchschnittspunkt : 








H 
NE 
Am? + An? + A” + 2Bn + 2B’m + 2B"’mn ' 
wodurch 
er H(m® + n® + 1) 


Am? An? + 4” + 2Bn + 2B’m + 2B”mn 
wird. Bekanntlich sind aber die Axen der Flächen nichts anderes als 
die von den Flächen begrenzten Durchsehnittslinien der Hauptebenen; 
_ der Radiusvektor R wird daher in eine der drei Axen übergehen, wenn 
wir m und n so bestimmen,“ dass er mit einer dieser Durchschnitts- 
linien zusammenfällt, oder mit anderen Worten, zu einer der drei Haupt- 
richtungen parallel werde; diese Grössen müssen zu diesem Ende den 
Gleichungen (12) des $. 290: 
Am+Pn+P— 
An+B’m+B =ns 
A’ +Bm + Don= 
Genüge leisten, wo s bekanntlich durch die Gleichung: i 
s®>—(A+4’+4”Ys?—(B?— AA’ B?—AA"+B"?— AA )s+A—=0 (6) 


bestimmt wird. Addirt man nun diese drei Gleichungen, nachdem man 
die 1° mit m, die 2° mit » multiplizirt hat, so erscheint links vom 
- Gleichheitszeichen der Nenner des obigen Ausdruckes von R?, nach 
dessen Substitution: 

H 


R—=-— | (7) 


wird, welche Gleichung sofort die Werthe der drei Halbaxen darbietet, 
sobald man darin für s die drei Wurzeln. der Gl. (6) substituirt. Diese 
Werthe fallen nun, wie man sieht, reell oder imaginär aus, je nach- 
33° 
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H a u \ 
dem die Grösse = positiv oder negativ sich ergibt. Da nun das Zeichen 


von H aus (5) bekannt ist, so bedarf man nur noch der Kenntniss 
der Zeichen der Wurzeln der Gl. (6); diese Gleichung lässt aber 
bekanntlich nur reelle Wurzeln zu und hat daher — gemäss der Cartesi- 
schen Zeichenregel — genau so viele positive Wurzeln als Zeichenwechsel. 

Die vorgelegte Gleichung gehört endlich einem Ellipsoide, einem 
Hyperboloide mit einer, oder einem solchen mit zwei Hölungen, je nach- 
dem diese Untersuchung drei, zwei, oder nur eine Axe als reell zu 
erkennen gibt. — Erscheinen alle drei Axen imaginär, so ist es auch 
die Fläche, und die vorgelegte Gleichung ermangelt dann einer ge0- 
metrischen Bedeutung. L 

Beispiel. Die vorgelegte Gleichung sei: 
: x — 2y? +02 — 2x +4y +7 =0; 
die Gleichungen des Mittelpunktes werden: 

2: +2 — 2=0, —y+1=0, 2=0, 


aus welchen für den Mittelpunkt die endlichen und bestimmten Üoor- 


dinatenwerthe: 





Be BE a 
folgen. Hiemit wird 7 = — 9; die eubische Gleichung lautet: 


+ —)s—1=0 
mit 1 Zeichenwechsel, folglich mit einer positiven und zwei negativen 
Wurzeln; da nun H negativ, so sind zwei Axen reell und die Fläche 


ist ein Hyperboloid mit einer Hölung. 


II: Walk Sr, 
und die Mittelpunktsgleichungen widersprechend. 


Die durch die Gl. (1) dargestellte Fläche hat in diesem ‘Falle 
keinen Mittelpunkt, und kann daher nur eines der beiden Paraboloide 
oder ein parabolischer Cylinder sein, welche Flächen durch die-Haupt- 
schnitte, in welchen die Fläche (1) von den coordinirten Ebenen ge- 
schnitten wird, leicht unterschieden werden, wenn wir folgende Punkte 
beachten. BR 


1) Die besagten Hauptschnitte werden durch die Zeichen ihrer 


charakteristischen Binome: 

B— AA =0, -B*-- AL” =l,. Ba AI 
als Ellipsen, Hyperbeln oder Parabeln (mit ihren Varietäten) charak- 
terisirt, je nachdem diese Binome negativ, positiv. oder Null sind. 








ie Ka jedoch. ‚auch “ 


137 L 


{ es ar jershöiicher Cylinder kann nur in Parabeln und geraden 
- Linien geschnitten werden; für diese Fläche müssen daher alle drei 
Binome verschwinden. | | | 
en, +) Die gegebene Gleichung sei: 


ee: I RT 


3: yo, neh 2—y=0; 


die idee der beiden ersten Gleichungen ist: y — 2 — 1==0 und 

zuyaach der dritten Gleichung: y— z=0; da ferner d — 
 B® — AA’ — — 3 negativ ist, so ist die vorgelegte Fläche ein 
ce Parab oloid. 

hi3 Besp. 2) Aus der Gleichung [$. 284]: 


a 


0 Rn bet P=0, ae+ o—0,  —-ay=0, 

von ‚welchen die beiden ersten einen ae enthalten ; ferner ist 
EN: a? positiv; die Gl. gehört daher zu einem hyper bolischen 
araboloide. | 


LLSPALE ei, 
ddie Mittelpunktsgleichungen unbestimmt. 


Fall wurde bereits in $. 288 [3) a) und )] vollständig erörtert. 
E nur zu untersuchen, ob die Aliktelpaniktsgleichungen sich auf 
di "auf eine Gleichung redueiren. 

. a FAR bad die ar einen en gder hyper- 


hr 


ni en Ihe in zwei parallelen Geraden ER Ahnen werden i 


/} 
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Kann. so muss mindestens eines der ‚Binome 0.9 von Noll: F 
RR sein dessen Zeichen: en die beiden Gylinder auf De 


SR 









da RR in 
und. a System der zwei 

‚in mb: we degeneriren. Ein oder 
 Bori virten Ebenen ara ach Schnitte geben hier- 






2e 2 —-6=0, Ber 2. 2% 
reduciren. sich. auf zw ei, da die aus zweien der- 
Y von x und y die gi Gleichung für jeden 
is 1 mc, 0 a: De: Se u einem 6 y- 
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